Cwiczenia z geometrii

dominik.burek@uj.edu.pl

Z ADANIA

Zadanie 1. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Punkt P lezy
wewnatrz trojkata oraz:

YPBA+ XPCA=<PBC + <PCB.
Pokazaé, ze AP > Al.

Zadanie 2. W trojkacie ABC punkt O to $rodek okregu opisanego w. Prosta [ prze-
chodzi przez punkt O i przecina w w punktach @Q i Q' oraz proste zawierajace boki
BC, CAi AB odpowiednio w punktach X, Y i Z. Pokazaé, ze:

(1) Okregi o $rednicach AX, BY i CZ maja dwa punkty wspdlne T 1 W.

(2) Punkt T lezy na okregu w, natomiast punkt W lezy na okregu Feuerbacha
trojkata ABC.

(3) Punkt W jest punktem przeciecia prostych Simsona punktéw @ i Q' wzgledem
tréjkata ABC.

4) Proste Simsona o ktérych mowa wyzej sa prostopadte.

5) Prosta TW przechodzi przez ortocentrum H tréjkata ABC.

6) Jesli punkt T” to obraz punktu T wzgledem [ to prosta TW jest prosta Steinera
punktu 77 wzgledem tréjkata ABC.

Zadanie 3. W trojkacie ABC punkty H i O to odpowiednio ortocentrum i $rodek
okregu opisanego. Punkty K, L, M i N(X5) to §rodki odpowiednio odcinkéw BC, C' A,
ABiOH. Punkty Oy, Oz i O3 to $rodki okregéw opisanych na tréjkatach BOC, COA i
AOB w tej kolejnosci. Punkty Wi T to punkty antypodyczne okregu opisanego (konce
srednicy).

(1) Pokazaé, ze punkt N jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie K LM (jest
to tzw. okrag Feuerbacha).

(2) Pokazaé, ze $BAN = O, AC.

(3) Pokazaé, ze proste AOy, BO;1 i CO; przecinaja si¢ w jednym punkcie - Xs54
(jest to tzw. punkt Kosnity).

(4) Pokazaé, ze jesli punkty P, @ i R to rzuty punktu Xs4 na boki BC, CA i
AB odpowiednio, to srodek odcinka N X5y jest érodkiem okregu opisanego na
trojkacie PQR.

(5) Pokazaé, ze rzuty punktu W na boki trojkata ABC' leza na jednej prostej (jest
to tzw. prosta Simsona).

(6) Pokazaé, ze obraz prostej Simsona punktu W w jednokladnosci o srodku w
punkcie W i skali 2, przechodzi przez punkt H.

(7) Pokazaé, ze proste Simsona punktéw W i T sa prostopadle.

(8) Pokazaé, ze proste Simsona punktéw W i T przecinaja sie na okregu Feuerba-
cha.
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Zadanie 4. W czworokacie ABC D definiujemy punkty P = ACNBD, Q@ = ABNCD
i R=DANCB (taki czworokat nazywamy czworokatem zupeinym). Przyjmujemy, ze
taki czworokat ma trzy przekatne: AC, BD i QR.

(1) Pokazaé, ze okregi opisane na tréjkatach ABR, DCR, ADQ i BQC przecinaja
sie w jednym punkcie F' (jest to tzw. punkt Miquel’a czworokata zupelnego
ABCD,).

(2) Pokazaé, ze $rodki okregdw opisanych na tréjkatach ABR, DCR, ADQ i BQC
leza na jednym okregu (jest to tzw. okrag Miquel’a).

(3) Pokazaé, ze rzuty punkty F na proste AB, BC, CD i DA leza na jednej prostej
R (jest to tzw. prosta Simsona czworokata ABCD.

(4) Ortocentra trojkatéw ABR, DCR, ADQ i BQC leza na jednej prostej R’ (jest
to tzw. prosta Auberta).

(5) Pokazaé, ze proste R i R’ sa ré6wnolegtle.

(6) Pokazaé, ze prosta R przechodzi przez $rodek odcinka laczacego punkt F z
rzutem punktu F' na prosta R'.

(7) Pokazaé, ze srodki wszystkich przekatnych czworokata ABCD leza na jednej
prostej R”(jest to tzw. prosta Newtona).

(8) Pokazaé, ze prosta R jest prostopadla do prostych R’ i R.

(9) Pokazaé, ze $rodki okregéw wpisanych i dopisanych tréjkatéw ABR, DCR,
ADQ i BQC (lacznie 16) leza na czterech nowych okregach po cztery punkty
na kazdym.

(10) Pokazaé, ze punkt F lezy na okregu Feuerbacha trojkata ograniczonego wszyst-
kimi przekatnymi czworokata ABCD.

Zadanie 5. Niech teraz punkty ABCD leza na jednym okregu w o érodku w punkcie
O. Punkty Hy, Hp, Hc i HD to ortocentra trojkatéw odpowiednio BCD, CDA, DAB
i ABC.

(1) Pokazaé, ze okregi opisane na trojkatach AOC' i BOD przechodza przez punkt
F.

(2) Pokazaé, ze F' € QR.

(3) Pokazaé, ze punkt F jest srodkiem podobiefistwa spiralnego (A — B, D — C)
oraz (A — D, B— C).

(4) Pokazaé, ze punkt F jest obrazem punktu P w inwersji wzgledem okregu w.
Wynika stad w szczegdlnosci, ze OF 1L QR.

(5) Pokazaé, ze punkt P € OF.

(6) Pokazaé, ze czworokaty ABCD i HyHpHcHp sa przystajace i jeden z nich
jest obrazem drugiego w obrocie o kat 180° wok4l pewnego punktu E (tzw.
punktu Fulera czworokata ABCD).

(7) Pokazaé, ze okregi Feuerbacha tréjkatéw BCD, CDA, DAB i ABC przecinaja
sie¢ w punkcie F.

(8) Pokazaé, ze E jest réwniez punktem FEulera czworokata HaHgHoHp.

(9) Pokazaé, ze punkt F jest przecieciem prostych SxY ZT dla {X,Y,Z,T} =
{A, B,C, D}, gdzie S,bed oznacza prosta Simsona punktu a dla tréjkata bed
wzgledem w.

Zadanie 6. Punkt G jest srodkiem cigzkosci tréojkata ABC. Punkty X, Y leza na
bokach AB i AC odpowiednio tak, ze na czworokacie BCXY mozna opisa¢ okreg.
Punkty S i M to érodki odpowiednio odcinkéow XY i BC.
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(1) Pokaza¢, ze LBAS = IMAC.

(2) Pokazaé, ze jesli styczne do okregu opisanego na tréjkacie ABC przecinaja sie
w punkcie P to SCAP = <M AC.

(3) Pokazaé, ze wyzej skonstruowane analogiczne proste AP dla pozostalych wierz-
cholkéw trojkata ABC przecinaja sie w jednym punkcie (jest to tzw. Lemoine’a
- X6).

(4) Przez punkt Xg prowadzimy trzy proste réwnolegle do bokéw BC, CA i AB.
Pokazaé, ze przecinaja one boki trojkata ABC w szeSciu punktach, ktére leza
na jednym okregu.

Zadanie 7. W trojkacie ABC, okrag wpisany jest styczny do bokéw BC, CAi AB w
punktach odpowiednio D, E i F. Okregi dopisane sg styczne do bokéw BC, CA i AB
w punktach X, Y i Z w tej kolejnosci. Punkty P(X55) 1 Q(Xs6) to $rodki odpowied-
nio jednokladnosci wewnetrznej i zewnetrznej okregu wpisanego i opisanego w tréjkat
ABC.
(1) Pokazaé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie (jest to tzw.
punkt Gergonne’a X7).
(2) Pokazaé, ze punkty X7 i P sg izogonalnie sprzezone.
(3) Pokazaé, ze proste AX, BY i CZ przecinaja si¢ w jednym punkcie (jest to tzw.
punkt Nagela Xs).
(4) Pokazaé, ze punkty X7 i Xg sa izotomicznie sprzezone.
(5) Pokazaé, ze punkty Xg i @ sa izogonalnie sprzezone.

Zadanie 8. W trojkacie ABC punkt D lezy na boku BC. Okrag w; o érodku w
punkcie I; jest styczny do bokéw AD i DC oraz do okregu opisanego na tréjkacie
ABC'. Analogicznie definiujemy okrag we (o $rodku w punkcie I5).
(1) Pokazaé, ze prosta przechodzaca przez punkty stycznosci wq z odcinkami AD
i DC zawiera srodek I okregu wpisanego w tréjkat ABC'.
(2) Pokazaé, ze punkty I, I1 i I leza na jednej prostej. *

Zadanie 9. W tréjkacie ABC punkty P i Q) sg izogonalnie sprzezone. Pélproste AP
i AQ przecinaja bok BC tréjkata w punktach odpowiednio X i Y.
(1) Pokazaé, ze:
BX BY [(AB\’
XC vYC \AC
(2) Zapisaé, powyzsza réwnosé¢ dla par punktéw (X1, X1), (Xo, Xg).
(3) Pokazaé, ze jesli dla pewnych punktéw X i1 Y na boku BC, zachodzi réwnosé
(1) to pélproste AX i AY sa izogonalne wzgledem kata BAC.

Zadanie 10. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Prosta AO
przecina bok BC' w punkcie D. Punkty P i @ leza odpowiednio na bokach AB i AC,
przy czym DP = BD oraz DQ = CD. Wykazad, ze proste PQ i BC' sa réwnolegle.

Zadanie 11. Czworokat ABCD, w ktérym SABC = 90°, jest wpisany w okrag.
Punkty M i N sg rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste AC' i AD.
Udowodni¢, ze prosta M N przechodzi przez $rodek odcinka BD.

1Saweyama - Theboult’s Theorem



Zadanie 12. Na bokach BC i AC tréjkata ABC budujemy, po jego zewnetrznej
stronie, kwadraty BCDE i ACFG. Proste AE i BG przecinaja sie w punkcie H.
Wykazaé, ze proste CH i AB sg prostopadte.

Zadanie 13. Dany jest okrag o oraz okregi o1 i 02, styczne wewnetrznie do okregu o
odpowiednio w punktach A i B. Okregi o1 i 02 leza po jednej stronie prostej [ stycznej
do nich odpowiednio w punktach D i E. Dowie$é, ze proste AD i BE przecinaja si¢ w
punkcie lezacym na okregu o.

Zadanie 14. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AB = AD oraz <DAB = 60°.
Punkt F lezy wewnatrz tego czworokata. Udowodnié, ze

DE+ BE+CE > AC.

Zadanie 15. W tréjkacie ostrokatnym ABC (AB # AC) okrag o $rednicy BC' prze-
cina boki AB i AC' w punktach odpowiednio M i N. Punkt O jest srodkiem odcinka
BC. Dwusieczne katéw SBAC i ${MON przecinaja sie w punkcie R. Pokazaé, ze
okregi opisane na tréjkatach BM R i CN R maja punkt wspélny lezacy na boku BC'.

Zadanie 16. Czworokat ABC D jest opisany na okregu o srodku w punkcie I 1 wpisany
w okrag o $rodku w punkcie O. Przekatne czworokata przecinaja si¢ w punkcie P.
Pokazaé, ze punkty I, O i P leza na jednej proste;j.

Zadanie 17. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym S BAC = 45°. Wysokoéci
tego tréjkata przecinaja si¢ w punkcie H. Wykazaé, ze AH = BC.

Zadanie 18. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym < BAC = 45°. Wysokoéci
BD i CE przecinaja sie w punkcie H. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Pokazaé, ze czworokat DEHO jest rownoleglobokiem.

Zadanie 19. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku C' jest rowny 120°. Dwusieczne
katéw wewnetrznych przy wierzchotkach C' i B przecinaja przeciwlegle boki trojkata
ABC w punktach odpowiednio D i E. Pokazaé, ze <DEB = 30°.

Zadanie 20. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C' jest réwny 60°. Punkty H i O
to odpowiednio ortocentrum i srodek okregu opisanego na tym trdjkacie. Prosta OH
przecina boki C'A i CB w punktach odpowiednio P i Q). Pokazaé, ze C'P = CQ.

Zadanie 21. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C' jest réwny 60°. Punkty H, I i
O to odpowiednio ortocentrum i srodek okregu wpisanego oraz srodek okregu opisanego
na tym tréjkacie. Pokazaé, ze punkty A, B, H, I, O leza na jednym okregu.

Zadanie 22. W tréjkacie ABC' kat przy wierzchotku C' jest rowny 60°. Dwusieczne
katéw wewnetrznych przy wierzchotkach A i B przecinaja przeciwlegle boki tego tréj-
kata w punktach odpowiednio D i E. Pokazaé, ze okregi opisane na trojkatach CAD i
CBE przecinaja sie na prostej AB.

Zadanie 23. W tréjkacie ABC' kat przy wierzchotku C' jest rowny 60°. Dwusieczne
katéw wewnetrznych przy wierzchotkach A i B przecinaja przeciwlegle boki tego tréj-
kata w punktach odpowiednio D i E. Proste AD i BE przecinaja si¢ w punkcie I.
Pokazaé, ze ID = IE.

Zadanie 24. W tréjkacie ABC punkt O jest srodkiem okregu opisanego. Punkt M
jest srodkiem odcinka BC'. Punkty P i ) sa rzutami prostokatnymi punktéw A i B na
proste odpowiednio BC' i AO. Pokazaé, ze M P = MQ.
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Zadanie 25. Dany jest czworokat ABCD bez pary bokéw réownoleglych opisany na
okregu w o $rodku w punkcie I. Punkty Hy, Ho, Hs i Hy to ortocentra trojkatow
odpowiednio AIB, BIC, CID i DIA. Przekatne AC' i BD przecinaja sie¢ w punkcie
O. Pokazaé, ze punkty Hy, Ho, H3 i Hy i O lezg na jednej prostej.

Zadanie 26. W tréjkacie ABC punkt D jest punktem przeciecia dwusiecznej kata
przy wierzchotku A z bokiem BC'. Punkty I; i I3 sa $rodkami okregéw wpisanych w
odpowiednio tréjkaty ABD i ADC'. Prosta I 1> przecina proste AB i AC odpowiednio
w punktach F' i E. Wykazaé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 27. W tréjkacie ABC kat BC A jest rozwarty oraz L BAC = 24 ABC. Prosta
przechodzaca przez punkt B i prostopadta do BC przecina prosta AC w punkcie D.
Punkt M jest érodkiem boku AB. Dowiesé, ze SAMC = <BMD.

Zadanie 28. W tréjkacie ABC punkty D, E i F leza na prostych odpowiednio BC,
CA i AB. Pokazaé, ze okregi opisane na trojkatach AFE, BFD i CED przecinaja si¢
w jednym punkcie.

Zadanie 29. Wysokosci trojkata ABC' przecinaja boki BC, CA i AB w punktach
odpowiednio D, F i F. Punkty P i @) sa obrazami punktu D w symetrii wzgledem
odpowiednio prostych AB i AC. Pokazaé, ze punkty P, Q, E i F' sa wspoétliniowe.

Zadanie 30. W pieciokacie wypuklym ABCDE wszystkie katy wewnetrzne maja
rowne miary. Wykazaé, ze symetralna odcinka EA, symetralna odcinka BC' i dwu-
sieczna kata C'DE przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Zadanie 31. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym <ACB = 90° oraz AC # BC. Punkty
P i Q sa takie, ze czworokat APBQ jest kwadratem. Udowodnij, ze proste CP i CQ
sg prostopadle.

Zadanie 32. Odcinek AB jest $rednica okregu w opisanego na czworokacie wypuklym
ABCD, ktorego przekatne przecinajg sie w punkcie F. Proste styczne do okregu w w
punktach C' i D przecinaja sie¢ w punkcie P. Udowodni¢, ze PC = PE.

Zadanie 33. Punkty A i B leza na okregu w. Punkt S jest srodkiem tuku AB. Dwie
proste przechodzace przez punkt S przecinaja odcinek AB i w w czterech punktach.
Pokazaé, ze punkty te leza na jednym okregu.

Zadanie 34. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag w. Proste AB i CD oraz AD i
BC przecinaja sie w punktach odpowiednio P i Q). Pokazaé, ze dwusieczne katow BPC
oraz AQB sa prostopadte.

Zadanie 35. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag w. Punkty K, L, M i N to érodki
odpowiednio tukow AB, BC, CD i DA. Pokazaé, ze proste KM i LN sg prostopadtle.

Zadanie 36. Punkt S lezy wewnatrz szesciokata foremnego ABC' DEF. Udowodnij, ze
suma pol tréjkatéw ABS, CDS, EF'S jest réwna polowie pola sze$ciokata ABCDEF'.

Zadanie 37. W tréjkacie ABC' $rednicami okregéw wip i wy sg odpowiednio odcinki
AB i AC. Pokazaé, ze istnieje okrag styczny do wy i we, ktorego srodek lezy na prostej
BC.

Zadanie 38. Dany jest czworokat ABC D, w ktéry mozna wpisaé¢ okrag. Odcinki AB,
BC, CD i DA sj $rednicami odpowiednio okregdw w1, ws, ws i wy. Dowiesé, ze istnieje
okrag styczny do kazdego z okregdw w1, wa, ws i wy.
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Zadanie 39. Okregi w; i wy 0 $rodkach odpowiednio O; i Oy przecinaja sie w dwoch
roznych punktach A i B, przy czym kat O1AQO; jest rozwarty. Prosta Oy B przecina
okrag wye w punkcie C' réznym od B, a prosta Oz B przecina okrag w; w punkcie D
roznym od B. Wykazaé, ze punkt B jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ACD.

Zadanie 40. W czworokacie wypuklym ABCD punkt M jest srodkiem przekatnej
AC. Wykazaé, ze jezeli
IBAD = ¥BMC = ¥CMD,

to na czworokacie ABCD mozna opisaé okrag.

Zadanie 41. W tréjkacie ABC punkty E i F' leza na bokach odpowiednio AB i AC,
przy czym BE = CF. Punkt N jest érodkiem huku BAC okregu opisanego na tréjkacie
ABC. Pokazaé, ze punkty A, N, E i F leza na jednym okregu.

Zadanie 42. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym ¥ BAC = 45°. Wysokosci
tego tréjkata przecinaja sie w punkcie H. Wykazaé, ze AH = BC.

Zadanie 43. W trojkacie ostrokatnym ABC punkty M i N sa odpowiednio srodkami
bokéw AC i BC. Wysokosé tréjkata ABC poprowadzona z wierzchotka C' przecina
odcinek M N w punkcie D. Symetralna boku AB przecina odcinek M N w punkcie E.
Wykazaé, ze MD = NE.

Zadanie 44. Dany jest okrag o érodku S oraz punkt D lezacy na tym okregu. Cieciwa
AB przecina odcinek SD w punkcie C, r6znym od punktu S. Wykazaé, ze AB > 2CD.

Zadanie 45. W trojkacie ABC dwusieczna kata AC'B przecina bok AB w punkcie
D. Dtugosci bokéw BC' i AC sa réwne odpowiednio a i b, a dlugo$é¢ odcinka C'D jest
rowna d. Wykazaé, ze

2ab

a+b

Zadanie 46. Dany jest trojkat ABC oraz punkt P. Pokazaé, ze punkt P lezy na okregu
opisanym na trojkacie ABC, wtedy i tylko wtedy gdy rzuty prostokatne punktu P na
proste zawierajace boki tego tréjkata sa wspotliniowe.

Zadanie 47. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Punkty K, L, M sa symetryczne
do punktu P odpowiednio wzgledem srodkéw bokow BC, C A, AB. Wykazaé, ze proste
AK, BL, CM przecinaja siec w jednym punkcie.

Zadanie 48. W trojkacie ABC kat ABC jest rozwarty. Punkty P i @ sa rzutami
punktow A i C na proste odpowiednio BC'i AB. Punkty K i L oraz M i N sa rzutami
punktéow odpowiednio P i @ na proste AB i AC oraz CB i C'A w tej kolejnosci. Pokazad,
7ze KL =MN.

Zadanie 49. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Punkt S jest
srodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry nie zawiera punktu
A. Pokazaé, ze SB = SI =5C.

Zadanie 50. W réwnolegloboku ABC D, dwusieczna kata BAD przecina proste BC' i
CD w punktach odpowiednio P i Q. Pokaza¢, ze srodek okregu opisanego na trojkacie
PQC lezy na okregu opisanym na trojkacie BC'D.

-6 —



Zadanie 51. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC'. Na odcinku AC wybrano
punkt D, ktéry nie jest wierzchotkiem trojkata ABC. Punkt S jest $rodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABD. Wykazaé, ze punkty B, C, D, S leza na jednym okregu.
Zadanie 52. W trojkacie ostrokatnym ABC punkt D jest rzutem prostokatnym
punktu C' na prosta AB. Punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta
BC. Punkt F lezy na odcinku DFE, przy czym

EF  AD

FD DB’
Wykazaé, ze proste CF i AE sa prostopadle.

Zadanie 53. Pokazadé, ze w tréjkacie ABC' zachodzi nieréwnosé:

1 1 1 P
- +—= +—= S/
Vsin2A4  V/sin2B  V/sin2B r
gdzie p i r to odpowiednio potowa obwodu i promien okregu wpisanego w trojkat.
Zadanie 54. W czworokacie ABC'D wpisanym w okrag zachodzi: AD < BC oraz

CD < AB. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach AB i BC, przy czym BK = CD
oraz BL = AD. Odcinki KL i BD przecinaja sie w punkcie M. Dowies$¢, ze KM = M L.

Zadanie 55. Punkt P lezy we wnetrzu trojkata rownobocznego ABC. Punkty D, F i
F sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC, C A i AB. Udowodni¢,
ze suma pol tréjkatéw PAF, PBD i PCE nie zalezy od wyboru punktu P.

Zadanie 56. Czworokat wypukly ABC'D (AC # BD) jest wpisany w okrag o $rodku
w punkcie O. Niech F bedzie punktem przecigcia przekatnych AC' i BD. Punkt P lezy
wewnatrz czworokata ABC D, przy czym

YPAB + SPCB = SPBC + <PDC = 90°.
Dowiesé, ze punkty O, P i E sa wspdiliniowe.

Zadanie 57. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Niech D, E, F beda odpowiednio
rzutami prostokatnymi punktu P na proste BC, C'A, AB. Niech O bedzie $rodkiem
okregu opisanego na trojkacie DEF', za$ r jego promieniem. Dowiesé, ze:

[ABC] > 3r/3r2 — OP2.

[F] oznacza pole figury F.

Zadanie 58. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw AC i BC odpo-
wiednio w punktach D i E. Punkt F jest rzutem prostokatnym punktu A na prosta
BC'. Punkt K jest symetryczny do punktu F' wzgledem prostej DE. Dowies$¢, ze punkt
K lezy na dwusiecznej kata BAC.

Zadanie 59. Punkty A, B, C, D, E, F leza w tej kolejnosci na okregu. Czeéé wspdlna
trojkatow ACE i BDF jest szeSciokatem wypuklym. Dowie$é, ze gtéwne przekatne
tego sze$ciokata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 60. W tréjkat ABC wpisano okrag o styczny do bokéw AB, BC, C A od-
powiednio w punktach Cj, A;, B;. Niech X bedzie dowolnym punktem wewnatrz
tréjkata ABC i niech Ay, Bs, C5 beda punktami przeciecia z o odpowiednio prostych
AX, BX, CX (wybieramy punkty blizsze wierzchotkom tréjkata). Pokazaé, ze proste
Ay As, B1Bs i C1C5 przecinaja sie w jednym punkcie.
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Zadanie 61. W tréjkacie ostrokatnym ABC dwusieczna kata A przecina bok BC i
okrag opisany w punktach odpowiednio L i N. Punkty K i M to rzuty prostokatne
punktu L na proste AB i AC w tej kolejnosci. Pokazaé, ze pole trojkata ABC' jest
réwne polu czworokata AKNM.

Zadanie 62. Trojkat ostrokatny ABC jest wpisany w okrag o srodku O. Punkt D
jest rzutem prostokatnym punktu C na prostg AB, a punkty E i F' sg rzutami pro-
stokatnymi punktu D odpowiednio na proste AC' i BC. Wykazaé, ze pole czworokata
EOFC jest rowne polowie pola trojkata ABC'.

Zadanie 63. W tréjkacie ostrokatnym ABC (BC > CA), punkty H i O to odpo-
wiednio ortocentrum i $rodek okregu opisanego. Punkt F' jest spodkiem wysokosci
opuszczonej z punktu C. Prosta prostopadta do prostej OF przechodzaca przez punkt
F, przecina prosta AC' w punkcie P. Pokazaé, 7e SFHP = {BAC.

Zadanie 64. W tréjkacie ABC prosta antyréownolegta do boku BC, nazywamy pro-
sta réwnolegta do stycznej w punkcie A do okregu opisanego na trojkacie ABC. Przez
punkt Xg tréjkata ABC, prowadzimy trzy proste antyréwnoleglte do bokéw tego tréj-
kata. Pokazaé, ze przecinaja one boki tréjkata w szesciu punktach, ktore lezg na jednym
okregu (jest to tzw. drugi okrag Lemoine’a).

Zadanie 65. Punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Czym jest punkt
izogonalnie sprzezony do punktu P wzgledem tréjkata ABC?

Zadanie 66. Okregi wy i we sa styczne zewnetrznie w punkcie I oraz wewnetrznie do
okregu w. Wspdlna styczna w punkcie I do wy i we przecina w w punkcie A. Punkty
B i C leza na w, przy czym prosta BC' jest styczna do I wy i ws. Pokazaé, ze punkt I
jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.

Zadanie 67. Okregi wy i wy 0 promieniu r przecinaja sie w punktach A i B, przy czym
|AB| = r. Z punktu P lezacego na w; prowadzimy styczne do ws, ktére przecinaja wq
w punktach X iY. Pokazaé, ze prosta XY jest styczna do ws.

Zadanie 68. W trojkacie ABC, prosta [ jest styczna do okregu opisanego w. Proste
la, lp 11, sa obrazami prostej [ w symetrii wzgledem bokéw BC, CA i AB odpowiednio.
Pokazaé, ze proste l,, Iy i [, ograniczaja tréjkat, ktorego okrag opisany jest styczny do
w.

Zadanie 69. W czworokat ABC D mozna wpisaé okrag. Prosta [ przechodzaca przez
punkt A, przecina odcinki BC' i C'D w punktach odpowiednio M i N. Punkty Iy, I5 i I3
to érodki okregdéw wpisanych w trojkaty odpowiednio ABM, MNC i NDA. Pokazaé
ze ortocentrum tréjkata I1I513 lezy na prostej (.

Zadanie 70. Tréjkaty T i T maja réwne promienie okregoéw wpisanych i opisanych.
Czy z tego wynika, ze T i Tb s przystajace?
Zadanie 71. W réwnolegloboku ABC D, punkty M i N rézne od wierzchotkéw réw-

nolegtoboku lezg na bokach AB i BC odpowiednio przy czym AM = NC. Proste AN
i C'M przecinaja sie w punkcie Q). Pokazaé, ze prosta D@ jest dwusieczng kata ADC.

Zadanie 72. W tréjkacie rownobocznym ABC punkty A;, As, By, Bs, C1 i Cs lezag
odpowiednio na bokach BC, BC, CA, CA, AB, AB przy czym sg wierzchotkami
szesciokata wypuklego, ktorego wszystkie boki sa rowne. Pokazaé, ze proste A;Bs,
B, (5, C1As przecinaja siec w jednym punkcie.
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Zadanie 73. W tréjkacie ABC punkty K, L i M sa Srodkami odpowiednio bokéw
BC, CAi AB. Punkty X, Y i Z s srodkami wysokosci opuszczonych z wierzchotkéw
odpowiednio A, B i C. Pokazaé, ze proste KX, LY i MZ przecinaja sie w punkcie
Lemoine’a trojkata ABC.

Zadanie 74. Okrag wpisany w tréjkata ABC' jest styczny do bokéw BC, CA i AB
w punktach odpowiednio D, E i F. Okrag opisany na trdjkacie AEF przecina okrag
opisany na tréjkacie ABC kolejny raz w punkcie X. Analogicznie definiujemy punkty
Y i Z. Pokazaé, ze proste XD, YE i ZF przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 75. W tréjkacie ABC punkty O, I i H to odpowiednio $rodek okregu opi-
sanego, wpisanego oraz ortocentrum. Pokazaé¢, ze OI < OH.

Zadanie 76. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na nieréwnoramiennym tréj-
kacie ABC. Okrag wpisany w w trojkat ABC' jest styczny do bokéw BC, CA i AB
w punktach odpowiednio D, E i F. Przypusémy, ze P = DENAB, Q = DF N AC,
R=FEFNBC, MiN - srodki odcinkow QF i PF odpowiednio. Pokazaé¢, ze proste
prostopadte przechodzace przez punkty O, P i Q do prostych odpowiednio M N, CF i
BE przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 77. W tréjkacie ABC okrag przechodzacy przez punkty B i C jest styczny
do okregu w wpisanego w trojkat ABC w punkcie D. Okrag dopisany do tréjkata ABC
styczny jest do boku BC w punkcie E. Prosta AFE przecina w w punkcie F' lezacym
blizej punktu A. Wykazaé, ze YFDA = SEDF.

Zadanie 78. W tréjkacie ABC okrag wpisany w jest styczny do boku BC w punkcie
K. Punkt D jest spodkiem wysokosci trojkata ABC opuszczonej z wierzcholtka A.
Punkt M jest $rodkiem odcinka AD. Prosta KM przecina w w punkcie N. Pokazad,
ze okrag opisany na trojkacie BNC jest styczny do w.

Zadanie 79. W tréjkacie ABC okrag wpisany w jest styczny do bokéw BC, CAi AB
w punktach odpowiednio D, F i F. Punkt S jest rzutem prostokatnym punktu D na
odcinek FF. Prosta EF przecina prosta BC' w punkcie T'. Prosta AS przecina okrag
opisany na trojkacie ABC w punkcie P. Pokazaé, ze punkty T', S, D, P leza na jednym
okregu.

Zadanie 80. Dany jest czworokat ABC'D opisany na okregu w o $rodku w punkcie
I. Punkt T jest rzutem punktu I na prosta BD. Pokaz, ze prosta BD jest dwusieczna
kata ATC.

Zadanie 81. W tréjkacie ABC' dwusieczna kata przy wierzchotku A przecina prosta
BC'i okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach D i M. Niech w bedzie
okregiem o $rodku w punkcie M promieniu M B. Prosta [ przechodzaca przez punkt
D, przecina w w punktach P i Q). Pokaz, ze prosta AD jest dwusieczna kata PAQ.

Zadanie 82. Dany jest okrag o opisany na tréjkacie ostrokatnym ABC. Punkty X, Y i
Z sa $rodkami odpowiednio tukéw BC, C'A i AB okregu o niezawierajacych odpowied-
nich wierzchotkéw A, B i C'. Niech punkty P, @ i R beda $rodkami bokéw odpowiednio
BC, CA i AB. Pokazaé, ze biegunowe punktéw X, Y i Z wzgledem okregu w wpisa-
nego w tréjkat ABC przecinaja odpowiednie boki tréjkata PQR w trzech punktach
lezacych na jednej prostej.
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Zadanie 83. W czworokacie wypuklym ABC D, nie bedacym réwnoleglobokiem, za-
chodzi réwnosé AB = CD. Punkty M i N sg odpowiednio $rodkami przekatnych AC
i BD. Dowiesé, ze rzuty prostokatne odcinkéw AB i C'D na prosta M N sa odcinkami
o jednakowej dtugosci, réwnej dtugosci odcinka M N.

Zadanie 84. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty M, N, J sa odpowiednio érodkami okregow
wpisanych w trojkaty AEF, BDF, DEF. Dowiesé¢, ze punkty F' i J sg symetryczne
wzgledem prostej M N.

Zadanie 85. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym AB = AC. Na pélprostych AB™ i
AC™ obrano odpowiednio takie punkty K i L lezace poza bokami tréjkata, ze 4 - BK -
CL = BC?. Punkt M jest érodkiem boku BC. Proste KM i LM przecinaja po raz
drugi okrag opisany na trojkacie AK L odpowiednio w punktach P i Q. Wykazaé, ze
proste PQ i BC' sg rownolegle.

Zadanie 86. W trojkacie ABC punkt I to $rodek okregu wpisanego. Niech prosta [
bedzie styczng do okregu wpisanego r6zng od jego bokdéw. Na prostej [ obieramy punkty
X, Y, Z takie, ze:

JAIX = SBIY = 4CIZ = 90°

Pokaz, ze proste AX, BY i C'Z przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 87. Niech BC' bedzie $rednica okregu w o srodku O. Punkt A lezacy na
okregu w spetnia warunek 0° < LAOB < 120°. Oznaczmy przez D érodek tego tuku
AB, ktory nie zawiera punktu C. Prosta przechodzaca przez O i rownolegta do DA
przecina prosta AC w punkcie J. Symetralna odcinka O A przecina okrag w w punktach
E' i F. Dowies¢, ze J jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat CEF.

Zadanie 88. W trapezie ABC'D przekatne przecinajg sie w punkcie P. Punkt Q lezy
pomiedzy réwnolegtymi bokami BC' i AD tak, ze punkty P i @Q leza po przeciwnej
stronie prostej C'D oraz $AQD = 4CQB. Pokazaé, ze <BQP = <DAQ.

Zadanie 89. Na bokach AC i BC tréjkata ostrokatnego ABC zbudowano, po jego
zewnetrzne]j stronie, prostokaty ACPQ i BKLC o réwnych polach. Udowodnié, ze

srodek odcinka PL, punkt C oraz $rodek okregu opisanego na tréjkacie ABC' leza na
jednej prostej.

Zadanie 90. Odcinek BD jest dwusieczng kata $ABC w tréjkacie ABC. Punkt
M jest érodkiem boku AB. Wykazaé, ze jesli {BDM = 90°, to zachodzi réwnoséé
AB = 3BC.

Zadanie 91. Okrag wpisany w trojkat ABC, gdzie AB # AC), jest styczny do boku

BC w punkcie K, za§ M to srodek wysokosci AD. Odcinek K M przecina okrag wpisany

w trojkat ABC w punkcie N # K. Dowiesé, ze okrag opisany na tréjkacie BCN jest

styczny do okregu wpisanego w trojkat ABC.

Zadanie 92. Wewnatrz czworokata wypuklego ABCD lezy punkt E, dla ktorego
$ADE + $BCE > 90° oraz $CBE + $DAE > 90°.

Drugi punkt przeciecia okregéw opisanych na trojkatach BCE i ADE lezy wewnatrz
tego czworokata. Dowiesé, ze jesli M i N sa srodkami bokéw AB i CD, to

AB+CD > 2MN.
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Zadanie 93. Odcinki AD, BE, C'F sg wysoko$ciami trojkata ostrokatnego ABC.
Niech 04, op i 0c beda okregami dopisanymi do tego tréjkata, stycznymi odpowiednio
do bokéw BC, CA i AB. Prosta {4 jest wspdlna styczna zewnetrzng okregéw op, oc
rézng od BC, proste £ i £¢ definiujemy analogicznie. Punkty A’, B’, C’ to odpowiednio
punkty przeciecia prostych £g i flc, £c i/l oraz £4 1 €g. Wykazaé, ze proste A’D, B'E
i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 94. Punkty D i F leza odpowiednio na bokach BC' i AC tréjkata ABC, przy
czym AE = BD. Punkty M i N sg odpowiednio $rodkami odcinkéw AD i BE. Okregi
opisane na trojkatach ACD i BEC przecinaja sie¢ w punktach C' i S. Punkty P i @
sg rzutami prostokatnymi punktu S odpowiednio na proste BC i AC. Udowodnié, ze
punkty P, @, M, N leza na jednej prostej.

Zadanie 95. Odcinki AD, BE i CF sg wysoko$ciami trojkata ostrokatnego ABC.
Okrag przechodzacy przez punkty B i C jest styczny do prostej EF w punkcie A'.
Analogicznie definiujemy punkty B’ i C'. Wykazaé, ze proste AA’, BB’ i CC' przeci-
naja sie w jednym punkcie.

Zadanie 96. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC' i AC od-
powiednio w punktach D i E. Srodkowa CS przecina ten okrag w punktach K i L.
Punkt P jest punktem przeciecia prostych DK i EL. Dowiesé, ze proste AB i C'P sa
rownolegte.

Zadanie 97. Okrag o1 jest styczny do bokéw AC i BC tréjkata ABC oraz do okregu
opisanego na tym tréjkacie w punkcie P. Okrag o2 jest styczny do potprostych CA™ i
CB™ oraz jest styczny zewnetrznie do okregu opisanego na tréjkacie ABC w punkcie
Q. Wykazaé, ze

AP - AQ AC\?

BP-BQ <BC > '

Zadanie 98. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Polproste AB™ i DC™ przecinaja
sie w punkcie P, a pélproste AD™ i BC™ w punkcie Q. Punkt O lezy wewnatrz
czworokgta ABCD i spelia warunek <BOP = $DOQ. Udowodnié, ze $AOB +
SCOD = 180°.

Zadanie 99. Dany jest tréjkat ABC oraz punkt D lezacy na odcinku BC (rézny od
punktéw B i C). Okrag ABD przecina odcinek AC ponownie w punkcie E réznym od
C. Okrag ACD przecina odcinek AB ponownie w punkcie F' réznym od B. Niech A’
bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem prostej BC'. Proste A’C' i DE przecinaja
sie w punkcie P, a proste A’B i DF przecinaja si¢ w punkcie Q. Udowodnié, ze proste
AD, BP i CQ przecinaja sie w jednym punkcie lub sa réwnolegle.

Zadanie 100. Punkt X lezy wewnatrz trojkata ABC, przy czym
XA-BC=XB-AC=XC-AB.

Niech Iy, I, Is beda Srodkami okregdéw wpisanych w tréjkaty odpowiednio X BC, XC A
i XAB. Wykazaé, ze proste Al;, Bls i C'I3 przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 101. Dany jest rownoleglobok ABC D oraz punkt F lezacy na odcinku CD.
Punkty O1, Os i O3 sa $rodkami okregéw opisanych na tréjkatach ABF, BCF i ADF.
Dowiesé, ze ortocentrum tréjkata 010203 lezy na prostej AB.
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Zadanie 102. Dwa okregi wi, we o promieniu 1 przecinaja si¢ w punktach X i Y.
Odleglo$¢ pomiedzy ich srodkami jest rowna 1. Punkt C' lezy na okregu wy. Styczne
CA i CB do okregu ws przecinaja wi odpowiednio w punktach B’ i A’. Proste AA’ i
BB’ przecinaja sie w punkcie Z. Wyznaczyé¢ <X ZY.

Zadanie 103. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o. Punkt P lezy na prostej BC', przy
czym punkty P, B, C lezg na prostej w tej wlasnie kolejnoéci. Okrag w jest styczny
zewnetrznie do okregu o oraz do odcinkéw PA i PB odpowiednio w punktach X i Y.
Udowodnié, ze $rodek okregu dopisanego do tréjkata ABC stycznego do odcinka AB
lezy na prostej XY.

Zadanie 104. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o srodku w punkcie O. Punkty
E i F sa odpowiednio punktami przecigcia pétprostych DA™ z CB™ i AB™ z DC™.
Prosta prostopadta do AC' i przechodzaca przez F przecina prosta FO w punkcie X.
Udowodnié¢, ze $CDX = 90°.

Zadanie 105. Okrag o $rodku I jest wpisany w trojkat ABC' i styczny do jego bokéw
BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Okrag w o érodku w punkcie A i
promieniu AF przecina wysoko$¢ trojkata ABC, poprowadzong z wierzchotka A, w
punkcie P. Prosta DP przecina okrag w w punkcie X, za$ prosta X A przecina prosta
BC w punkcie S. Dowies¢, ze punkty P, I, S sa wspélliniowe.

Zadanie 106. Dany jest trojkat ABC. Punkt M jest srodkiem boku BC, a punkt
D $rodkiem tego tuku BC okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry zawiera punkt
A. Punkty I, I to srodki okregéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty AM B, AMC.
Udowodnié, ze punkty A, D, I, I> leza na jednym okregu.

Zadanie 107. Punkty P i @ leza na boku BC tréjkata ostrokatnego ABC, przy czym
IPAB = {BCA oraz SCAQ = SABC. Punkty M i N lezg odpowiednio na prostych
AP i AQ, przy czym P jest Srodkiem odcinka AM oraz @ jest srodkiem odcinka AN.
Udowodnié, ze proste BM i C'N przecinaja sie w punkcie lezacym na okregu opisanym
na trojkacie ABC.

Zadanie 108. Niech ABC bedzie trojkatem i niech D bedzie punktem stycznosci
okregu wpisanego w ABC' do boku BC. Niech J, i J. beda, odpowiednio, $rodkami
okregéw wpisanych w tréjkaty ABD i ACD. Udowodnij, ze érodek okregu opisanego
na tréjkacie AJyJ. lezy na dwusiecznej kata < BAC.

Zadanie 109. Punkt P nalezy do tego tuku BC okregu opisanego na tréjkacie ABC,
do ktérego nie nalezy punkt A. Punkty I, Iy sa $rodkami okregéw wpisanych odpo-
wiednio w trojkaty PAB i PAC. Dowiesé¢, ze przy ustalonych punktach A, B, C i
zmieniajacym sie punkcie P, okregi opisane na trdjkatach PI;I> maja punkt wspélny.

Zadanie 110. Okregi wy i we sa styczne zewnetrznie w punkcie D. Prosta k jest
styczna do okregéw w; i we odpowiednio w punktach A i B. Odcinek AC jest $rednica
okregu w;. Prosta [ przechodzi przez punkt C' i jest styczna do okregu wy w punkcie
E. Wykazaé, ze AC = CE.

Zadanie 111. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Wysokosci tego trojkata przecinaja
sie w punkcie H. Okrag o srednicy AH przecina okrag opisany na trojkacie ABC w
punktach A i K. Prosta K H przecina odcinek BC w punkcie M. Wykazaé, ze punkt
M jest srodkiem odcinka BC.
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Zadanie 112. Na bokach tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie,
prostokaty ABDE, BCGF, CAHI. Udowodnié, ze symetralne odcinkéw DF, GI, HE
przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 113. Okrag €2 o srodku w punkcie O jest opisany na trojkacie ABC. Okrag
w o srodku w punkcie A przecina odcinek BC' w punktach D i F, przy czym punkty
B, D, E oraz C sa parami rézne i leza w tej wlasnie kolejnoéci na prostej BC'. Punkty
F i G sg punktami przeciecia okregdéw 2 i w, przy czym punkty A, F, B, C oraz G
leza w tej wladnie kolejnosci na okregu 2. Niech K bedzie drugim punktem przeciecia
okregu opisanego na trojkacie BDF z odcinkiem AB. Niech L bedzie drugim punktem
przeciecia okregu opisanego na tréjkacie CGE z odcinkiem C'A. Przypu$émy, ze proste
FK iGL sa rozne i przecinaja si¢ w punkcie X. Udowodnié, ze punkt X lezy na prostej
AO.

Zadanie 114. Punkty O, I sa odpowiednio srodkami okregéw opisanego i wpisanego
w trojkat ABC. Punkt D jest punktem stycznosci okregu wpisanego z bokiem BC,
a punkty F i F' sa odpowiednio punktami przecigcia prostych AI i AO z okregiem
opisanym na tréjkacie ABC. Proste FI i ED przecinajg si¢ w punkcie .S, proste SC' i
BE —w M, aproste AC i BFF — w N. Udowodnié, ze punkty M, I, N sa wspotliniowe.

Zadanie 115. Szesciokat wypukly A;BjAsBsAsBs jest wpisany w okrag {2 o pro-
mieniu R. Przekatne A1 By, AsB3 i A3Bj przecinaja sie w punkcie X. Dla i = 1,2, 3,
niech w; bedzie okregiem stycznym do odcinkéw X A;, X B; i do tuku A;B; okregu 2
nie zawierajacego pozostalych wierzchotkéow szesciokata. Niech r; bedzie promieniem
okregu w;.

e Udowodnié, ze r1 + ro + 73 < R.

e Udowodnié, ze je$li 1 + 1o + 73 = R, to szeS¢ punktéw stycznosci okregdéw w;

z przekatnymi A; Be, A2 B3 i A3B; lezy na jednym okregu.
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