O tajemniczym punkcie X 49

Dominik Burek

Zgodnie z przyjeta konwencja, punkt komplementarny do punktu Schifflera oznaczamy jako
Xy49. Jeszcze do niedawna nie bylo znanych wielu wlasnoéci tego punktu. W niniejszej pracy
opiszemy nowe, ekscytujace rezultaty dotyczace Xy42. Uzupelnily one dotychczasowe informacje
zawarte w [2].

Oznaczenia:

a, b, ¢ - dlugoéci bokéw odpowiednio BC, CA i AB

w, o - odpowiednio okrag wpisany i opisany

I, O - érodki okregéw odpowiednio wpisanego i opisanego

K, L, M - $rodki odpowiednio bokéw BC, CA i AB

D, E, F - punkty styczno$ci okregu w z bokami odpowiednio BC, CA i AB

H,, Hy, H,. - ortocentra odpowiednio tréjkatéw IBC, ICA i IAB

Sas Sp, Sc - Srodki tukéw odpowiednio BC, C'A i AB okregu o, niezawierajacych wierzchotkéow A,
B i C w tej kolejnosci

X,Y, Z - obrazy punktu I w symetrii wzgledem odpowiednio prostych FF, FD i DE



Twierdzenie 1. (Dominik Burek) Proste KX, LY i M Z przecinaja sie w punkcie Xy40.

Dowdéd. Na poczatku udowodnimy, ze proste KX, LY i M Z przecinaja sie¢ w jednym punkcie, a
nastepnie pokazemy, ze jest to punkt Xy4o.

Zacznijmy jednak od wprowadzenia kilku niezbednych faktéw, z ktérych bedziemy korzystaé w
dalszej czesci dowodu.

Lemat 2. Prosta SpS. jest biegunowa punktu X wzgledem okregu w.

Dowdd. Na poczatku zauwazmy, ze
LIAS, = LZIAC + LCASy, = LBAI + ZABS, = ZS,IA,

zatem trojkat ASpl jest réwnoramienny =—> AS, = Spl. Analogicznie AS. = S.I. Czworokat
ASIS. jest wiec deltoidem, co oznacza, ze SpS. 1. Al. Przyjmijmy teraz oznaczenia: T' = S, S.NAI,
U = EF N Al, oraz niech prosta Al przecina okrag w w punktach W i V' (punkt W lezy blizej
punktu A). Zachodza nastepujace réwnosci:

1
IX-IT:Q-IU-§-AI:IU-AI:IEQZIW2,

stad, T jest obrazem punktu X w inwersji wzgledem okregu w. Ponadto lezy on na prostej prosto-
padlej do AI = prosta S,S. jest biegunowa punktu X wzgledem okregu w. O

Lemat 3. Prosta LM jest biegunows punktu H, wzgledem okregu w.



Dowdéd. Niech punkt A* oznacza biegun prostej M L wzgledem okregu w. Na poczatku pokazemy,
ze proste BI, EF, KL i CA* przecinaja si¢ w jednym punkcie. Na potprostej K L™ obierzmy taki
punkt J aby zachodzila réwnosé JK = KC.
(*) Skoro punkt K jest $rodkiem odcinka BC, to KJ = KC = KB = tréjkat BJC' jest prosto-
katny. Stad,

2/CBI = /CBA=/CKJ=2/KBJ.

Innymi stowy /CBI = /KBJ = J € BI.
(**) Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé

EL:EC—LC:%(BC#—CA—AB)—%AC:%BC—%AB:KC—KL:KJ—KL:JL.
Stad,

EL JL

CE CD’

Oznacza to, ze trojkaty ELJ i CDFE sa réwnoramienne i podobne, z czego latwo uzyskujemy, ze
J e EF.

Proste EF', KL i BI maja wiec punkt wspélny J. Analogiczne rozumowanie pokazuje, ze proste
ML, DE i BI réwniez przecinaja si¢ w jednym punkcie - oznaczmy go przez J'.
(***) Poniewaz proste DE i ML sa biegunowymi punktéw odpowiednio C' i A* wzgledem w,
widzimy ze punkt J’ jest biegunem prostej A*C wzgledem w. Jednakze J' € BI, stad BILA*C
= J e A*C.

Tym samym dowiedliémy, ze proste BI, EF, KL i CA* przecinaja sie w punkcie J. Majac
na uwadze warunek A*I | EF wnioskujemy, ze A*I | BC'. Laczac to z zaleznoscia BJ L A*C),
uzyskujemy réownosé¢ A* = H,, czyli teze lematu. O

Twierdzenie 4. (Schiffler) Proste Eulera tréjkatéw IBC, ICA i IAB przecinaja sie w jednym
punkcie, zwanym punktem Schifflera Xo;.



Dowdd. Pokazemy ogolniejszy rezultat: Wewngtrz tréjkgta ABC dany jest punkt P. Punkty O,
Oy, O sq srodkami okregow opisanych odpowiednio na trojkgtach PBC, PCA i PAB. Wowczas,
proste Eulera tréjketéw PBC, PCA i PAB przecinajg sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy
gdy proste AO,, BOy i CO,. przecinajg sie w jednym punkcie.

Niech punkty G,, Gy i G, beda $rodkami ciezkosci odpowiednio tréjkatow PBC, PCA i PAB.
Ponadto przyjmijmy nastepujace oznaczenia GpG. N OO, = Ay, G.G, N 0.0, = By, G,Gp N
0,0, = C1, 0,0, N BC = A, 0.0, NCA = By, 0,0, N AB = C5. Na podstawie twierdzenia
Desarguesa, proste Eulera tréjkatéw PBC, PCA i PAB przecinaja sie w jedym punkcie wtedy i
tylko wtedy, gdy punkty A;, By i C1 sa wspdéliniowe. Jednakze na mocy twierdzenia Menelausa
jest to réwnowazne zwiazkowi:

A1Gy Bi1G. Ci1G,
AG. BG, GG,

Zauwazmy ponadto, ze
GyG. || BC, G.G, || CA, G.Gy || AB.

Pierwsza z réwnoleglosci wynika z faktu, ze srodek ciezko$ci tréjkata dzieli srodkowe w stosunku
2 : 1 liczac od wierzchotkéw trojkata oraz proste BG. oraz C'Gy przechodzg przez srodek odcinka
AP. Pozostalych dowodzi sie analogicznie. Zatem otrzymujemy réwnosci:

MG, AB BiG.  ByC G, ChA

A1G.  ACT B1G, ByA’ C1Gy, O3B’

Stad
A1Gy BiG. C1G, AsB ByC C)A
AG. BiG, CiG, AsC ByA CB
Ostatni czynnik na mocy twierdzen Desarguesa i Menelausa jest réwny 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
proste AO,, BO, i CO, przecinaja sie w jednym punkcie, co nalezato dowies¢.
Kladac P = I otrzymujemy twierdzenie Schifflera, gdyz na podstawie wnioskéw zawartych w
dowodzie lematu 2, Srodkami okregéw opisanych na tréjkatach IBC, ICA i IAB sa odpowiednio
punkty Sg, Sy, S¢, a proste AS,, BSy, i C'Sc oczywiscie przecinaja sie w punkcie 1. O




Uwaga. Mozna pokazaé, ze punkt Schifflera lezy rowniez na prostej Eulera trojkata ABC.

PrzejdZzmy do dowodu twierdzenia 1. Aby pokazaé¢ wspdlpekowosé prostych KX, LY i M Z,
w my$l twierdzenia La Hire’a wystarczy udowodnié, ze ich bieguny wzgledem okregu w leza na
jednej prostej. Skonstruujmy zatem biegun prostej K X. Nalezy on do biegunowych punktow K i
X wzgledem okregu w. Na podstawie lematu 2 biegunowa punktu X wzgledem okregu w jest prosta
SpSc. Punkt K jest punktem przeciecia prostych KM i KL. W takim razie biegunowa punktu K
zawiera bieguny prostych K M i K L. Wykorzystujac zatem lemat 3, widzimy, ze biegunowa punktu
K wzgledem okregu w jest prosta Hy H.. Dzigki temu tatwo zauwazamy, ze biegunem prostej K X
jest punkt P, - przeciecie prostych HyH. i SpS.. Analogicznie biegunami prostych LY i M Z wzgle-
dem okregu w sa odpowiednio punkty P, i P..

Pozostalo nam jedynie pokazaé, ze punkty P,, P, i P. sa wspoélliniowe. Jednakze jest to réwno-
wazne wykazaniu istnienia osi perpektywicznej trojkatow S, SpS. 1 HoHyH.. W $wietle twierdzenia
Desarguesa wystarczy wskazaé srodek perpektywiczny tych tréjkatéow, czyli udowodnié wspolpe-
kowosé prostych S, H,, SpyHp 1 ScH.. Wykorzystujac rozumowanie zawarte w dowodzie lematu 2,
widzimy, ze punkty S,, Sp 1 S¢ sa sSrodkami okregdw opisanych na tréojkatach odpowiednio IBC),
ICA i IAB. Jak wiemy, punkty H,, Hp i H. to ortocentra tréjkatow IBC, ICA i IAB - w te]j
kolejnosci. W takim razie proste S,H,, Sy Hp i ScH. sa prostymi Eulera odpowiednio tréjkatow
IBC, ICA i IAB. Proste te przecinaja sie w jednym punkcie Xo; na mocy twierdzenia Schifflera
- tym samym pokazaliSmy wspdtpekowosé prostych KX, LY i M Z.

Aby wykazaé, ze punktem przeciecia prostych KX, LY, M Z jest punkt X440, uzyjemy wspot-
rzednych barycentrycznych wzgledem tréjkata ABC (czytelnikéw nieznajacych tej metody odsy-
tamy do [2]).

Wspblrzedne barycentryczne punktow K, L i M wynosza odpowiednio

K=(0:1:1), L=(1:0:1), M=(1:1:0).



Natomiast wspolrzedne punktéw F i F' sg réwne odpowiednio

1 1 1 1
E= :0: F= : :0).
<b+c—a a—l—b—c)’ (b—i—c—a ct+a—"b )

Oczywiscie wspélrzedne punktu I wynosza I = (a : b : ¢). Po latwych rachunkach obliczamy
wspoélrzedne barycentryczne punktu X wzgledem tréjkata ABC, wynosza one:

X = (a®b — b® 4 a®c + 2abc + b?c + be* — 2 - —ba® + b3 + bc? : —ca® + cb® + ¢?).

Wspbdlrzedne barycentryczne punktéw Y i Z powstaja poprzez cykliczne przestawienie stalych
a, b ic we wspbélrzednych punktu X.

Majac juz wspdlrzedne barycentryczne par punktéw (X, K), (Y,L) i (Z, M), po zmudnym
rachunku dochodzimy do wniosku, ze proste KX, LY i MZ przecinaja si¢ w jednym punkcie o
wspOlrzednych barycentrycznych (u : v : w), gdzie
u = (b+c)(a?b — b® + a’c + 2abe + b2c + bc? — ¢3),
v=(c+a)(b*c — c + b%a + 2abc + c?a + ca? — a?),

w = (a+b)(c2a — a® + c?b+ 2abc + a®b + ab® — b3).

Na podstawie [2] punktem o powyzszych wspdlrzednych barycentrycznych jest punkt Xg4o

tréjkata ABC, co konczy dowodd twierdzenia 1. O

Uzywajac wspdlrzednych barycentrycznych w zasadzie pokazaliSmy w inny sposéb wspolpe-
kowo$¢ prostych KX, LY i MZ. Analizujac uwaznie powyzszy dowdéd widzimy, ze pokazaliSmy
rowniez, iz punkt X440 jest biegunem osi perspektywicznej tréjkatéw S, S,S. i HoHpyH,.

W pelni syntetyczny dowdd twierdzenia 1 nie jest znany autorowi. A moze Czytelnik bedzie w
stanie go znalez¢?
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