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Wstep

W dniach 2 - 6 grudnia 2019 w DW Karabela w Rabce odbyly sie Warsztaty
Matematyczne V LO w Krakowie. To juz czternaste Warsztaty, ktérych jestem or-
ganizatorem. Jednak Warsztaty nie moglyby sie odbywaé, gdyby nie pomoc wielu
ludzi.

W tym roku w roli opiekunow i prowadzacych zajecia wystapili nauczyciele ma-
tematyki w V LO: Jacek Dymel, Wioletta Kaszuba, Tomasz Kielar, Michal Niedz-
wiedz.

W organizacji Warsztatéw kluczowsa role pelnia studenci, doktoranci oraz pra-
cownicy naukowi, ktérzy bardzo chetnie jezdza na Warsztaty, na ktorych prowadza
wyklady, uktadaja zadania konkursowe i meczowe, a potem je oceniaja.

Na tych Warsztatach kadre stanowili absolwenci IIT LO w Tarnowie: Dominik
Burek (doktorant w IM UJ) i Jakub Wegrecki, absolwenci Liceum Siéstr Prezentek
w Rzeszowie: Radomil Baran i Jan Fornal, absolwent II LO w Konskich Maciej
Dziuba, absolwent I LO w Piotrkowie Trybunalskim Kamil Galewski oraz absolwent
V LO w Krakowie Artur Zubilewicz. Chcialbym im bardzo podziekowaé za to, ze
mimo wielu swoich zaje¢ znajduja czas, aby w sposdéb niezwykle profesjonalny i
zaangazowany pomoc zorganizowaé i poprowadzi¢ Warsztaty. Moi Drodzy, bez Was
te Warsztaty nie moglyby sie odby¢! Dziekuje bardzo!

Chciatbym bardzo podzickowaé¢ wszystkim uczestnikom za znakomite przygoto-
wanie referatow, zaangazowane rozwigzywanie zadan i probleméw matematycznych,
fajng atmosfere.

Istnieje niezerowe prawdopodobienstwo, ze w broszurze pojawily sie bledy me-
rytoryczne czy redakcyjne. Bardzo prosze o informacje o wszystkich dostrzezonych
bledach na adres: jacek.dymel@gmail.com, co pozwoli udoskonali¢ te ksiazke.

Jacek Dymel



Uczestnicy

W Warsztatach wzieli udzial uczniowie V LO w Krakowie:

Klasa 1le
Piotr Borodako
Szymon Gaczol
Maja Kokot
Gabriela Pietras
Jan Radominski-Lasek
Krzysztof Salata
Maksymilian Wdowiarz-Bilski

Klasa leg
Kacper Paciorek
Mikotaj Rams

Klasa 1g
Maciej Ziobro

Klasa 1gg
Witek Sikora

Klasa 2d
Jakub Migdatl
Katarzyna Zuchowska

Klasa 2e
Kacper Cienkosz
Michatl Horodecki
Rafal Krajewski-Siuda
Kacper Kuca
Michat Pajda
Antoni Skoczypiec
Stanistaw Sieniawski
Krzysztof Wéjcik
Radostaw Zak

Klasa 3c
Dominik Bataban

Klasa 3g
Jakub Adamek
Krystyna Gasinska
Michat Jarzabczyk
Piotr Kaminski
Piotr Kubaty



Andrzej Morawa
Marcin Pawlowski
Zofia Salata

Bartek Stupik
Beniamin Sniegowski
Tomasz Slusarczyk
Mateusz Wejman
Maria Wysoglad
Grzegorz Zmija

oraz zaproszeni uczniowie z innych szkét:
Aleksandra Pasieka - IT LO w Krakowie
Patryk Marszalek - LO SS Prezentek w Rzeszowie
Bartosz Zigzio - LO SS Prezentek w Rzeszowie
Maciej Rut - LO SS Prezentek w Rzeszowie
Jakub Gtadysz - LO SS Prezentek w Rzeszowie
Rafal Pyzik - IIT LO w Tarnowie
Filip Konieczny - ITII LO w Tarnowie
Stanistaw Majchrzak - IIT LO w Tarnowie
Alicja Pietrzak - Prywatne Liceum im. Krélowej w Lublinie Jadwigi w Lublinie
Bartosz Glowacki - I LO w Piotrkowie Trybunalskim
Michat Kwiatkowski - I LO w Piotrkowie Trybunalskim
Mateusz Wojcicki - I LO w Piotrkowie Trybunalskim
Mateusz Patucki - I LO w Piotrkowie Trybunalskim
Andrzej Starzyk - Liceum Ogélnoksztalcgce im. Sw. Jadwigi Krolowej w Kielcach
Piotr Kuc - I Ogdlnoksztalcace Liceum Akademickie w Kielcach
Pawel Gadzinski - V LO w Bielsku Bialej
Kosma Kasprzyk - XXXVIII Dwujezyczne LO w Poznaniu
Juliusz Banecki - Gdanskie Liceum Autonomiczne
Kacper Topolski - I LO w Olkuszu
Roman Gicala - I LO w Krosnie
Adam Socha - I LO w Krosnie
Dawid Kociuba - I LO w Krosnie
Karol Jurasz - I LO w Kro$nie






Kadra (od lewej): Dominik Burek, Artur Zubilewicz, Kamil Galewski, Maciej
Dziuba, Radomil Baran, Jan Fornal, Jakub Wegrecki.



Wszyscy uczniowie zostali podzieleni na trzy grupy:

1. Grupa Srednia:

Piotr Borodako
Szymon Gaczot
Roman Gicala

Jakub Gladysz

Karol Jurasz

Dawid Kociuba

Maja Kokot

Piotr Kuc

Michal Kwiatkowski
Stanistaw Majchrzak
Jakub Migdatl
Andrzej Morawa,
Mateusz Patucki
Aleksandra Pasieka
Gabriela Pietras

Jan Radominski-Lasek
Krzysztof Salata
Adam Socha

Andrzej Starzyk
Maksymilian Wdowiarz-Bilski
Mateusz Wejman
Mateusz Wojcicki
Maciej Ziobro
Grzegorz Zmija
Katarzyna Zuchowska

2. Grupa Starsza:

Jakub Adamek
Dominik Balaban
Kacper Cienkosz
Michat Horodecki
Krystyna Gasinska
Bartosz Glowacki
Michal Jarzabczyk
Piotr Kaminski
Rafal Krajewski-Siuda
Kacper Kuca
Patryk Marszalek
Kacper Paciorek
Michat Pajda
Marcin Pawlowski



Alicja Pietrzak
Mikotaj Rams
Maciej Rut

Zofia Salata
Stanistaw Sieniawski
Witek Sikora
Antoni Skoczypiec
Barttomiej Stupik
Beniamin Sniegowski
Kacper Topolski
Maria Wysoglad
Krzysztof Wéjcik
Bartosz Ziezio

. Elita:

Juliusz Banecki
Pawel Gadzinski
Kosma Kasprzyk
Filip Konieczny
Rafal Pyzik
Tomasz Slusarczyk
Radostaw Zak



Referaty

W Grupie Sredniej wygloszono referaty:

Jakub Wegrecki, Rownania diofantyczne

Jakub Wegrecki, Przegled zadan z geometrii 1
Jakub Wegrecki, Przegled zadan z geometrii 11
Artur Zubilewicz, Réwnania funkcyjne

Artur Zubilewicz, Twierdzenie Bezoute’a

Artur Zubilewicz, Trick (a —b)|(f(a) — f(b))
Artur Zubilewicz, Potega punktu wzgledem okregu
Artur Zubilewicz, Wokdél obrotéw

Jakub Adamek, Biegunowe - wprowadzenie

W Grupie Starszej wygloszono referaty:

Kamil Galewski, Maciej Dziuba, Podwdjne zliczanie
Kamil Galewski, Maciej Dziuba, Wielomiany

Kamil Galewski, Maciej Dziuba, Podobienstwo spiralne
Piotr Kubaty, Z ortocentrami

W grupie Elita wygloszono referaty:

Dominik Burek, Dziewieé okregow

Radomit Baran, Inwersja

Radomit Baran, Metoda poruszania punktow I
Radomit Baran, Metoda poruszania punktow I1
Radomit Baran, Réwnania funkcyjne

Jan Fornal, Wielomiany o szczegélnych wlasnosciach
Jan Fornal, Algorytmy w zadaniach olimpijskich

Jan Fornal, Metoda probabilistyczna
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Zawody

Przez cztery dni uczniowie pisali zawody, w czasie ktérych rozwiazywali po 3 lub 4
zadania dziennie. Tresci zadan z konkurséw oraz meczdéw, jakie odbyly sie w ostatni
dzien Warsztatow, wraz z rozwiazaniami zaproponowanymi przez uczniow i kadre,
znajduja sie w dalszej czedci ksigzki.

Najlepsze wyniki w Grupie Sredniej uzyskali:

Mateusz Wojcicki

Piotr Kuc

Karol Jurasz

Maksymilian Wdowiarz-Bilski
Krzysztof Salata

Najlepsze wyniki w Grupie Starszej uzyskali:

Bartosz Glowacki
Jakub Adamek
Michatl Jarzabczyk
Witold Sikora
Dominik Balaban
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TresSci zadan

Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. W turnieju szachowym spotkalo sie 6 oséb. Kazdy gral z kazdym, nie bylo
remisow, ale kazdy wygral co najmniej raz. Udowodnié, ze da sie tych graczy rozsa-
dzi¢ przy okraglym stole w taki sposob, ze kazdy gracz wygral z co najmniej jednym
ze swoich sasiadéw lub z co najmniej jednym sasiadem swoich sgsiadow.

2. Niech a1, a9, as, a4, as,ag, a7 beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Niech S
bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci a? + a? dla 1 < ¢ < 7 < 7. Udowodnié, ze
istnieja dwie liczby z,y € S takie, ze liczba x — y jest podzielna przez 36.

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb
rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych x,y zachodzi réwnosé

F@®) + flzy) = f(2)f(y) +yf(2) + 2f( +y)

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym I to $rodek okregu wpisanego oraz D to
punkt przeciecia prostej Al z okregiem opisanym na ABC. Punkt E lezy na okregu
opisanym na ABC, punkt F' lezy na odcinku BC oraz sa takie, ze zachodzi

IBAF = YOAE < % YBAC

Punkt M jest srodkiem odcinka F'I. Wykazaé, ze proste DM oraz E1 przecinaja sie
na okregu opisanym na tréjkacie ABC.

5. Dany jest réwnoleglobok ABCD. Okrag w o $rodku w punkcie O jest opisany
na trojkacie ABC'. Proste AD oraz C'D przecinaja okrag w odpowiednio w punktach
M oraz N. Wykazaé, ze proste BO oraz M N sa prostopadle.

6. Kwadrat o boku dlugosci 1 pokryto m? prostokatami. Dowieéé, ze obwdd
pewnego z tych prostokatéw jest wiekszy lub rowny %.
7. Rozwiazaé¢ réwnanie
p> +5n —1=n(p*+2p+6n)
gdzie p jest liczba pierwsza, a n liczba catkowita dodatnia.
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8. Niech n > 2 bedzie liczba calkowita dodatnia. Niech ay, as, ..., a,, oraz by, ba,
..., b, beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ktére spetniaja rownania

ay+as+..+a, =1, oraz b +b3+..+b2 =1
Udowodnié, ze

ar (b1 +ag) +ag (ba+as) + ... + an—1 (b1 +an) + an (by, +a1) < 1.

9. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste (z,y), x # y takie, ze

2100 _ 4100 _ 999 (5 4y

2200 200 _ 9199 (5 4y

10. Dany jest prostokat ABC'D. Punkty E i F leza odpowiednio na bokach BC
i OD, przy czym S EAF = 45° oraz BE = DF. Udowodnié, ze pole tréjkata AEF
jest rowne sumie pél trojkatow ABE i ADF.

11. Dany jest zbiér S, w ktérym jest 6 réznych liczb rzeczywistych dodatnich.
Ponadto jesli a,b € S oraz a > b, to a+b € S lub a —b € S. Wykazad, ze elementy
S tworza ciag arytmetyczny.

12. Dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej ¢, niech p(c) bedzie najwiekszym
dzielnikiem pierwszym c. Ciag {a,} dodatnich liczb catkowitych spelnia a; > 1
oraz an4+1 = an + p(ay) dla wszystkich n > 1. Udowodnié, ze w ciagu {a,} istnieje
przynajmniej jeden kwadrat liczby catkowitej dodatnie;j.

13. Rozwigzaé rownanie w liczbach calkowitych nieparzystych

y' — 144 = 2°7 425

14. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (x) spelniajace dla kazdej liczby rzeczy-
wistej x tozsamosé

(z—1) - W+l =(x+3) - W(x—-1)

15. Na bokach BC', C'A, AB tréjkata ostrokatnego ABC' leza odpowiednio punk-
ty D, E, F, przy czym FA = FFE oraz FB = FD. Udowodnié¢, ze punkt przeciecia
wysokoéci trojkata ABC lezy na okregu przechodzacym przez punkty C, D, E.

16. Uktad liczb catkowitych dodatnich ¢y, cs, ..., ¢, nazwiemy dopuszczalnym,
gdy za pomoca wagi szalkowej i dwdch kompletéw odwaznikow o ciezarach ¢y, ¢a, ..., ¢,
mozna zwazy¢ dowolny przedmiot o ciezarze bedacym liczba naturalna nie przekra-
czajaca 2(c1 +c2+ ...+ ¢,). Dla kazdej liczby n wyznaczyé maksymalng sume n liczb
tworzacych uktad dopuszczalny. Uwaga: Odwazniki mozna ktas¢ na obie szalki wagi.
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Zawody indywidualne grupy starszej

1. Znajdz wszystkie funkcje f : R — R ktoére spelniaja

f@+fy) =y+ f(x)’

dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y.

2. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkty H,O to odpowiednio ortocentrum i
srodek okregu opisanego. Symetralna odcinka AH przecina boki AB, AC' w punktach
odpowiednio P, Q. Wykazaé, ze $POA = LAOQ.

3. Zmnajdz liczbe podzbioréw zbioru {1,2,...,2000}, ktérych suma elementéw
jest podzielna przez 5.

4. Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza od 3. Liczba catkowita dodatnia n jest
dobra, jesli istnieja takie wielomiany f, g, ze

" —1= (" —z+1)f(x) + pg().

Wykazaé, ze istnieje liczba dobra mniejsza od pP — 1.

5. W kazde pole nieskoficzonej szachownicy wpisujemy liczbe catkowita, przy
czym kazda liczba jest wpisana co najwyzej raz. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej a istnieja takie dwa pola tej szachownicy majace wspélny bok, ze modut
roznicy liczb wpisanych w te pola jest wieksza od a.

6. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nier6wnosé

1 n 1 + 1 S 3
a(1+0b)  b(1+¢)  c¢(1+a)  1+abc

7. Liczba pierwsza p spelnia warunek 7 | p — 1. Wykazaé, ze istnieje taka liczba
catkowita n, ze p | n® +n? — 2n — 1.

8. Przekatne czworokata ABCD opisanego na okregu przecinaja si¢ w punkcie
P. Wykazaé, ze srodki okregéow wpisanych w trojkaty ABP, BCP,CDP, DAP leza
na jednym okregu.

9. W szesciokacie wypuklym ABCDEF przeciwleglte boki sa réwnoleglte. Udo-
wodnié, ze tréjkaty ACE i BDF maja réwne pola.
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10. Udowodnié, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n prawdziwa jest nie-

réwnosé 3

(gdzie symbol {z} oznacza czes¢ ulamkows liczby rzeczywiste] z)

11. Ciag ag,aq, ... jest zdefiniowany w taki sposob, ze ag jest dowolna liczba
rzeczywista oraz a;+1 = |a;] - {a;}. Wykazaé, ze istnieje takie N, ze dla dowolnego
n > N zachodzi ré6wnosé¢ a2 = a;.

12.Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Znajdz liczbe wielomianéw P(x) o
wspOlezynnikach ze zbioru {0, 1,2, 3} spelniajacych P(2) = n.

13. Zdefiniujmy ciag (a,)n>0 nastepujaco: ag = 3 oraz ap41 — an = nla, — 1)
dla wszystkich liczb catkowitych nieujemnych n. Znajdz wszystkie liczby catkowite
dodatnie m, dla ktérych NWD(m, a,,) = 1 dla wszystkich liczb calkowitych nieujem-
nych n.

14. Na tablicy napisane sa liczby calkowite 1000, 1001, ...,2999. Ruch polega na
wybraniu dwdéch liczb a, b znajdujacych sie w danym momencie na tablicy, zmazaniu
ich oraz napisaniu na tablicy liczby %min(a, b). Wykazaé, ze w wyniku wykonania
dowolnych 1999 ruchéw na tablicy pozostanie liczba mniejsza niz 1.

15. Symetralna odcinka BC' przecina okrag opisany na tréjkacie ABC' w punk-
tach P i Q, przy czym A i P leza po tej samej stronie prostej BC'. Niech S bedzie
srodkiem odcinka AQ oraz niech R bedzie rzutem prostokatnym punktu P na prosta
AC. Wykaz, ze punkty B, S, R, A leza na jednym okregu.

16. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej a zachodzi nier6wnosé

2
a® +a**>1
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Zawody indywidualne elity

1. Okregi Q1 i 2 o $rodkach w punktach O; i Oy sa styczne zewnetrznie w
punkcie T' oraz sg styczne do ich wspdlnej stycznej zewnetrznej ¢ w punktach A i
B, odpowiednio. Okrag 23 o srodku w punkcie Oz jest styczny do €21, (2o oraz do
prostej £ w punkcie D tak, ze Q3 znajduje sie wewnatrz tréjkata AT B. Prosta T'D
przecina ; w punkcie C. Udowodnié, ze O;C || AB.

2. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby pierwszej p > 2, wielomian
2(1+ X 4+ (1- X))

przystaje modulo p do kwadratu pewnego wielomianu o wspélczynnikach calkowi-
tych.

3. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Wyznaczy¢é najmniejsza liczbe cal-
kowita dodatnia k taka, ze w dowolnym grafie majacym 2n + 1 wierzchotkéw i co
najmniej k krawedzi, istnieje cykl (zamknigta $ciezka bez samoprzecieé) majacy pa-
rzysta liczbe krawedzi.

4. Dany jest ciag liczb calkowitych (ay,)n>1 zdefiniowany nastepujaco:
a1 =1 oraz ap41 =2"(2% —1) dla n > 1.
Udowodnié, ze n! | a,, dla wszystkich n > 1.
5. Dany jest czworokat ABC D opisany na okregu. Punkty M i N leza na odcinku
BC, przy czym N lezy na odcinku BM. Odcinki AM i DN przecinaja si¢ w punkcie

X. Udowodnié, ze srodki okregdéw wpisanych w tréjkaty NM X, ADX, ABM i CDN
leza na jednym okregu.

6. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite k dla ktérych istnieje funkcja f: Zsg —
Z~q taka, ze
fO(fn)) = fn+1) +k

dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n.

7. Niech f bedzie niestalym wielomianem o wspoélczynnikach catkowitych i niech
k bedzie liczba catkowita dodatnia. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
catkowitych dodatnich n takich, ze

f(n) = d1d2 Ca dk+1,
gdzie 1 < dy < dy < ...<di <n sg liczbami catkowitymi.
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8. Niech p bedzie liczba pierwsza. Rozpatrzmy n > p liczb catkowitych ay, as, . .., ay.
Definiujemy: fo = 1 oraz fj oznacza liczbe k-elementowych podzbioréw B C {1,2,...,n},
zep | Z a;. Udowodni¢, ze

i€B

plfo—fi+fo— .+ (=1)"fn.

9. Okrag € jest opisany na tréjkacie ABC. Niech P bedzie dowolnym punktem.
Prosta AP przecina Q w punkcie D # A. Oznaczmy przez FE i F' punkty przeciecia
BP i CP z CAi AB, odpowiednio. Zalézmy, ze okrag opisany na trdojkacie AEF
przecina  w punkcie M # A. Styczne do 2 w punktach B i C przecinaja sie w
punkcie T. Niech U # D bedzie drugim punktem przecigcia T'D z 2. Udowodnié,
ze obraz U w symetrii wzgledem prostej BC' lezy na okregu opisanym na trojkacie
DMP.

10. Dane sa liczby rzeczywiste a,b,c,d € [%,2] takie, ze abed = 1. Znalezc¢
maksymalna warto$¢ wyrazenia

()6

11. Niech S bedzie skonczonym zbiorem punktéw majacy parzysta liczbe ele-
mentéw i zadne trzy punkty w nim nie leza na jednej prostej. Udowodnié, ze S moze
by¢ podzielone na dwa zbiory &1 i So takie, ze ich otoczki wypukle maja réwna
liczbe wierzchotkow.

12. Niech f bedzie wielomianem o nieujemnych wspoétczynnikach catkowitych.
Rozpatrzmy liczbe catkowita dodatnia a i rozwazmy ciag

a1 =1, apy1 = f(a,) dla n > 1.
Zatézmy, ze zbiér dzielnikéw pierwszych, ktére dziela co najmniej jeden wyraz ciag

(an)n>1 jest skonczony. Udowodnié, ze f(X) = C - X* dla pewnych nieujemnych
liczb catkowitych C'1i k.
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Mecz matematyczny grupy mtodszej

1. Znajdz wszystkie pary liczb caltkowitych x i y, dla ktérych zachodzi

2% + 615 = 2Y.

2. Na plaszczyznie znajduje sie 20182°18 punktéw, przy czym zadne trzy nie sa

wspoéliniowe. Kazdy z tych punktéw jest w jednym z trzech koloréw: czerwonym,
zielonym lub niebieskim. Wiadomo jest, ze kazdy kolor wystepuje co najmniej raz.
Pokazaé, ze istnieje trojkat majacy wierzcholtki wsréd tych punktow, gdzie kazdy
wierzcholek jest w innym kolorze i wewnatrz tego tréjkata nie ma innych punktow.

3. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktéorym £ ACB = 45°. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, punkt H jest punktem przeciecia wy-
sokosci tréjkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadia do prostej
CO przecina proste AC i BC odpowiednio w punktach K i L. Pokazaé, ze obwod
tréjkata K LH jest réwny $rednicy okregu opisanego na tréjkacie ABC.

4. Liczby calkowite dodatnie a, b i ¢ spelniaja warunek
(a—0)?+ (b—c)* + (c — a)* = 6abc.

Pokazaé, ze liczba a® + b® + ¢ + 1 nie jest podzielna przez liczbe a + b+ c + 1.

5. Wyznaczy¢é wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych obie liczby
n™ + 1 oraz (2n)?" + 1 sa liczbami pierwszymi.

6. Dana jest kwadratowa plansza o rozmiarze 2018 x 2018. Dwéch graczy wyko-
nuje na przemian ruchy w postaci wyboru koloru czarnego lub biatego i postawieniu
pionka w tym kolorze na jakim$ pustym polu. Gre wygrywa ten, po ktérego ruchu
na planszy znajdzie sie ciag pieciu pionkéw w jednym kolorze (poziomo, pionowo lub
na skos). Stwierdzié, czy gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca.

7. Niech a,b € Z i niech ¢ < d beda takimi kolejnymi liczbami catkowitymi, ze
zachodzi 16wnoéé a — b = a?c — b?d. Udowodnié, ze |a — b| jest kwadratem liczby
calkowitej.

8. Dany jest trojkat ABC. Niech O oznacza $rodek okregu opisanego na tym
tréjkacie, a H oznacza punkt przeciecia sie wysokosci tego tréojkata. Punkt A lezy
po przeciwnej stronie prostej OH niz punkty B i C. Niech da, dp, dc oznaczaja
odleglosci odpowiednich wierzchotkéw tréjkata ABC od prostej OH. Pokazaé, ze
da=dp+dc.
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9. Dana jest plansza o rozmiarze 100 x 100. Ile maksymalnie (3,1)-skoczkéw
mozna postawié na planszy tak, aby zadne dwa skoczki siebie nie atakowaly? (3,1)-
skoczki atakujq siebie jezeli stojg na przeciwleglych wierzcholkach prostokgta o roz-
miarze 2 X 4.

10. Udowodnij, ze rownanie
m n k
(2+V5) +(3+V5) = (1+V5)
nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych m, n, k.

11. Dany jest kat ostry XOY. Wewnatrz tego kata znajduja sie punkty A i B,
przy czym zachodzi LAOX = £BOY . Niech X4, Xp oznaczaja rzuty prostopadte
punktéw A i B na prostag OX. Analogicznie, niech Y,, Yp oznaczaja rzuty pro-
stopadle punktow A i B na prosta OY. Udowodnié, ze proste AB, XAYp, XpYa
przecinaja sie w jednym punkcie.

12. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych x i y spelniajace rownanie

228 +y" =11
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Mecz matematyczny grupy starszej

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : Qy — Z, ze dla dowolnego x € Q4
mamy f(z) = f(%) oraz dla dowolnej liczby wymiernej z > 1 zachodzi réwnosé

(z+1)f(x—1) =zf(z).

2. Niech n bedzie liczba dodatnia catkowita, a x,y takimi liczbami dodatnimi,
ze 2™ +y™ = 1. Udowodnié, ze

142t Sy 1
<
(;1+x4’“)(;1+y4’“) (1-2z)(1—vy)

3. Niech k > 2 bedzie liczbg catkowita, ponadto m,n wzglednie pierwszymi
liczbami catkowitymi wiekszymi niz 1. Udowodnié, ze rownanie:

B+ af = o

ma nieskonczenie wiele rozwiazan (z1,- - ,Tr41) € VARRS

4. Znalezé wszystkie wielomiany P(x) o wsp6lczynnikach catkowitych, takie, ze
dla dowolnych liczb calkowitych a, b, ¢, takich, ze a® 4 b? # c? jest spelniona podziel-
noéé a? + v? — c¢?|P(a) + P(b) — P(c).

5. Dany jest niezerowy wielomian P(x) o wspdlczynnikach calkowitych. Udo-
wodni¢, ze istnieje N calkowite, takie, ze dla kazdego n > N liczby P(n) i 22" +1
sa wzglednie pierwsze.

6. Dany jest ciag zawierajacy 1000 réznych liczb rzeczywistych. Wykazaé, ze
istnieje w nim podciag rosnacy dlugosci 28 lub podciag malejacy dtugosci 38.

7. Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych elementy zbioru
{1,2,...,n} moga by¢ pomalowane na dwa kolory, w taki sposéb, ze spelniony jest
warunek: istnieje dokladnie 1558 uporzadkowanych tréjek a,b, ¢ ze zbioru S (a,b,c
nie musza by¢ parami rézne), w ktérych liczby a, b, ¢ sa tego samego koloru, a ich
suma dzieli sie¢ przez n.

8. Liczby calkowite dodatnie k,l, m,n sa takie, ze prostokat k£ x [ mozna cal-
kowicie pokry¢ uzywajac nienachodzacych na siebie pionowych paskéw 1 X n oraz
poziomych m x 1. Wykazaé, ze prostokat ten mozna pokry¢ uzywajac tylko jednego
rodzaju z tych paskéw.
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9. Przekatne czworokata ABCD przecinaja sie w punkcie P. Punkty O1, O3 sa
srodkami okregéw opisanych na tréjkatach APD, BPC'. Niech M, N, O beda $érod-
kami odcinkéw odpowiednio AC, BD,010>. Udowodnic, ze O jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie M NP.

10. Dany jest tréjkat ABC oraz punkt P, ktéry lezy wewnatrz niego. Z punktu
P prowadzimy prosta k prostopadila do AP, ktéra przecina prosta BC' w punkcie
X. W analogiczny sposob definiujemy proste [, m oraz punkty Y, Z. Udowodnié, ze
punkty X,Y i Z leza na jednej proste;j.

11. Dany jest tréjkat ABC, ktérego okrag opisany to €2. Punkt M jest srodkiem
tuku BC w okregu €, ktéry zawiera punkt A, natomiast punkt L jest spodkiem
dwusiecznej poprowadzonej z wierzchotka A. Prosta M1 przecina okrag {2 w punkcie
K, gdzie I to érodek okregu wpisanego w ABC. Okrag opisany na AK L przecina
BC w punkcie T. Wiedzac, ze X jest przecieciem M oraz BC, a 'Y jest przecigciem
TIi AK, udowodnié, ze XY || Al
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Rozwigzania

Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. W turnieju szachowym spotkalo si¢ 6 oséb. Kazdy gral z kazdym, nie byto
remisow, ale kazdy wygral co najmniej raz. Udowodnié, ze da si¢ tych graczy rozsa-
dzi¢ przy okraglym stole w taki sposéb, ze kazdy gracz wygral z co najmniej jednym
ze swoich sasiadéw lub z co najmniej jednym sasiadem swoich sgsiadéw.

Rozwigzanie:

Przypu$émy nie wprost, ze nie jest to mozliwe. Wynika z tego, ze pewien gracz
wygral z dokladnie jednym graczem. Oznaczmy graczy przy okraglym stole kolejno
liczbami 1,2, 3,4,5,6. Jedli 1 wygral z doktadnie jednym graczem, to musial wygrac
z 4. Wtedy jeden z uktadéw powstalych przez zamienienie 4 z 5 lub 4 z 6 spelnia
warunki zadania.

2. Niech a1, a9, as,aq4,as, ag, ar beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Niech S
bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci a? + a? dla 1 < i < j < 7. Udowodni¢, ze
istnieja dwie liczby x,y € S takie, ze liczba x — y jest podzielna przez 36.

Rozwiazanie:

Latwo zauwazy¢, ze #5 = 21. Przypusémy, ze teza nie jest spelniona. Ponadto
rozpatrujac reszty modulo 9 widzimy, ze liczby postaci a? + b?> moga przyjmowaé
wszystkie reszty poza 3 oraz 6. Zatem z Zasady Szufladkowej Dirichleta przynajmniej
3 liczby z S maja te sama reszte modulo 9. Liczby postaci a®+b? mogg dawaé jedynie
reszty 0,1,2 modulo 3, zatem jedli pewne 4 liczby daja te sama reszte modulo 9,
to wérdd nich istnieja dwie o tej samej reszcie modulo 4, wiec teza zadania jest
spelniona. Zatem wsrdd liczb, ktére daja ¢ z dzielenia przez 9 sg dokladnie 3 liczby
dla kazdego i réznego od 3 oraz 6. W szczegélnosci kazda z liczb w obrebie jednej
grupy daje inna reszte modulo 4. Zatem jest dokladnie 7 liczb nieparzystych (w
obrebie kazdej grupy jedna). Jesli wérdd liczb postaci a; jest n nieparzystych oraz p
parzystych, to w S jest np liczb nieparzystych, czyli np = 7. Jednakze n+p =7, co
daje sprzecznosé.

3. Wyznaczyé¢ wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb
rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych x,y zachodzi réwnosé

F@®) + flzy) = f(@)f(y) +yf(2) + 2f (@ +y)

Rozwiazanie:
Podstawiajac © = y = 0 dostajemy, ze f(0) = 0 lub f(0) = 2. Jedli f(0) = 2, to
dla z = 0 otrzymamy f(y) = 2—y i ta funkcja spelnia warunki zadania. Przypus$émy
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wiee, ze f(0) = 0. Wtedy dla y = 0 mamy f(2?) = zf(x), wiec w szczegdlnosci
—af(—z) = f((-2)?) = f(2?) = 2f(z), zatem —f(z) = f(—x). Podstawiajac y =
—x dostaniemy, ze 0 = f(2?) + f(—22) = f(z)f(—2) — 2 f(x), czyli f(z)[f(-2x) —
x] = 0 dla kazdego z. Wystarczy wiec sprawdzié, ze te funkcje sie nie mieszaja.
W tym celu niech f(a) = —a oraz f(b) = 0. Podstawienia x = a,y = b oraz
x = b,y = a prowadza do sprzecznosci. Zatem mamy dwie trzy funkcje spelniajace
warunki zadania: f(x) = —z, f(z) = 2 — z oraz f(x) = 0. Latwo sprawdzié, ze
wszystkie te funkcje faktycznie spelniaja wyjéciowe réwnanie.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym I to $rodek okregu wpisanego oraz D to
punkt przeciecia prostej Al z okregiem opisanym na ABC. Punkt E lezy na okregu
opisanym na ABC', punkt F' lezy na odcinku BC oraz sa takie, ze zachodzi

IBAF = YOAE < % ¥BAC

Punkt M jest $srodkiem odcinka F'I. Wykazaé, ze proste DM oraz EI przecinaja sie
na okregu opisanym na trojkacie ABC.

Rozwiazanie:

Wystarczy wykazaé, ze SMDI = SIEA. Zachodzi $BAF = JEAC, wiec
JFAI = 4IAE. Niech J bedzie érodkiem okregu dopisanego, stycznego do boku
BC. Wtedy na mocy Lematu o CZworlisciu mamy, ze D jest srodkiem odcinka I.J,
wiec YMDA = 4FJD. Wystarczy wykazaé, ze SFJA = SIEA, czyli ze FAJ jest
podobny do I FA. Latwo widaé, ze AF-AE = AB-AC = Al - AJ, co kohczy dowdd.
5. Dany jest réwnoleglobok ABCD. Okrag w o srodku w punkcie O jest opisany na

tréjkacie ABC. Proste AD oraz CD przecinaja okrag w odpowiednio w punktach
M oraz N. Wykazaé, ze proste BO oraz M N sa prostopadle.

Rozwiazanie:

Wiystarczy wykazaé, ze B lezy na symetralnej BO. Zauwazmy, ze SCAB =
JACM = {BMC = SNMA. Analogicznie SMNC = SAMB, Zatem <SBNM =
IBMN, co kohczy dowdd.

6. Kwadrat o boku diugosci 1 pokryto m? prostokatami. Dowieéé, ze obwdd
pewnego z tych prostokatéw jest wiekszy lub rowny %.

Rozwiazanie:

Pole P = ab i obwdd p = 2(a + b) prostokata o bokach dlugosci a, b zwiazane sa
nieréwnoscia

P> =4(a+b)? = 4((a — b)? + 4ab) > 16P

Gdyby wiec kazdy z rozwazanych m? prostokatéw miat obwéd mniejszy od %, to
4

pole kazdego z nich byloby mniejsze od Tle : (5)2 (czyli od #), a wiec suma ich pol

bylaby mniejsza od 1 - wbrew zalozeniu, ze pokrywaja one kwadrat jednostkowy.
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7. Rozwiazaé¢ rownanie
p> +5n —1=n(p*+2p+6n)

gdzie p jest liczba pierwsza, a n liczbg catkowita dodatnia.

Rozwigzanie:

Rozpatrujac réwnanie modulo p dostajemy, ze p | (2n—1)(3n—1). Zatem p | 2n—1
. . .. k—1
lub p | 3n — 1. W pierwszym przypadku 2n — 1 = pk, czyli wstawiajac n = 25—

dostajemy réwnanie kwadratowe
(2—k)p? —p(3k* +2k+1)—2—k=0

To réwnanie ma mieé¢ rozwigzania w liczbach catkowitych, wiec A musi byé¢ kwadra-
tem liczby catkowitej. Latwo zauwazy¢, ze dla k > 2 Zachodzi

(3k% +2k)* < A < (3% + 2k + 1)?

Zatem wystarczy sprawdzi¢ k = 1, 2. Jesli 3n—1 = pk, to postepujemy analogicznie.
Wtedy
(B3—k)p* —p2k* +2k+1)+k—-2=0

Analogicznie po przeliczeniach zachodzi
(2k% + 2k +1)2 < A < (2k? + 2k +2)?

dla k > 3. Sprawdzamy wszystkie przypadki i dostajemy, ze jedyne rozwiazanie to
p=13,n=09.

8. Niech n > 2 bedzie liczbg calkowita dodatnia. Niech aq, as, ..., a,, oraz by, b,
., bp, beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ktére spelniaja réwnania

a1+ ag+..+a, =1, oraz b2 +b3+..+b2=1
Udowodnié, ze

aq (bl —+ CLQ) + aso (b2 -+ a3) + .o+ ap_1 (bn—l -+ (ln) + an, (bn -+ al) < 1.

Rozwiazanie:

Chcemy udowodnié, ze S = >"" | a;b; + Z?:_ll a;a;41 + anay jest mniejsze od 1.

Zauwazmy, 7ze (ZZL 1a)?=1-= %" af + 22?# ala] =1— 3" aai +
anay < 5 — 30 Y. Zatem S < YU a;ib; 4+ 5 — Y| 4. Dalej mamy: Zl 1(b; —

a;)* >0—>Zz 107+ 0 0 =230 aibs >0 > 1azb <34+Yr, 2.Podsta—
2 2
wiajac otrzymujemy S < 2+ 37 413" S § <1 9. Znalez¢ wszystkie

liczby rzeczywiste (z,y), x # y takie, ze

xlOO o yIOO _ 299(1,

xZOO _ yQOO — 2199(

—y)
T —y)
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Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze jedynymi mozliwymi rozwiazaniami sa pary (2,0) i (0, 2). Oczy-
wistym jest, ze spelniaja one warunki zadania. Bez straty ogdlnosci przypusémy,
ze x > y,. Jesli jedna z x,y jest réwna 0, to druga jest rowna 2. Zatem bez stra-
ty ogdlnodci x,y sa niezerowe. Jesli x > 0 > y, to wtedy L:ywo < 299, wiec

200 _, 200 . .
2% > 29 = £ > 2. Wtedy !9 4+ 9190 = W = 2100 jest sprzeczne, wiec

r>y>0lub 0>z >y.

Zauwazmy, ze (x99 + y?9)190 > (2100 4 4100)99 Wynika to z tego, ze |z%°] >
2190 1599 > 3190 implikuje 299 + 99| > 2100 + y100] = 1.

Zatem (2% + y92)190 > (2190)99 = |99 4 99| > 299, Jest to sprzecznosé, gdyz
2% + 2%y + - 4 2y 4+ ¢ =299, co koniczy dowdd.

10. Dany jest prostokat ABC'D. Punkty E i F leza odpowiednio na bokach BC
i CD, przy czym S EAF = 45° oraz BE = DF. Udowodnié, ze pole tréjkata AEF
jest réwne sumie poél tréjkatow ABE i ADF.

Rozwigzanie:

Przypuéémy bez straty ogdlnosci, ze AB > AD. Oznaczmy przez P punkt syme-
tryczny do B wzgledem prostej AE, a przez Q punkt symetryczny do D wzgledem
prostej AF. Poniewaz ¥PAE + SQAF = YBAE 4+ YDAF = 90 — SEAF =
90° — 45° = 45° = S EAF, wiec punkty A, P,Q leza na jednej prostej. Ponadto
AQ = AD < AB = AP, a wigc punkt @ lezy na odcinku AP.

Poniewaz SAPE = YABE = 90° = SADF = SAQF, wicc odcinki PE oraz
QF sa réwnoleglte. Wiemy takze, ze PE = BE = DF = QF, wobec czego czworokat
EPFQ jest réwnoleglobokiem. W szczegélnosci wynika z tego, ze pola tréjkatéw
QEF oraz QEP sa réwne. Oznaczajac przez [F] pole figury F, uzyskujemy

[AEF] = [AQE] + [QEF] + [AQF] = [AQE] + [QEP] + [AQF| = [APE] + [AQF]
Do zakonczenia rozwigzania wystarczy zauwazyé, ze
[APE] = [ABE)]
[AQF] = [ADF]
gdyz sa to pary tréjkatéw przystajacych. W zwiazku z tym
[AEF] = [ABE] + [ADF)

co nalezalo wykazacé.

11. Dany jest zbiér S, w ktérym jest 6 réznych liczb rzeczywistych dodatnich.
Ponadto jedli a,b € S oraz a > b, toa+b € S lub a—b € S. Wykazaéd, ze elementy
S tworza ciag arytmetyczny.

Rozwiazanie:

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze S = {a,b,c,d,e, f} oraz a > b > ¢ > d >
e > f > 0. Zauwazmy, ze a + i > a dla kazdego i nalezacego do S. Zatem a — ¢ € S
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dla kazdego i. Ponadtoa >a— f >a—e>a—-d>a—c>a—b, wiecca— f =1,
a—e=c,a—d=d,a—c=¢e¢,a—b= f. Majac a = 2d i postepujac analogicznie
dostajemy, ze a, b, c,d, e, f tworzg ciag arytmetyczny o réznicy f.

12. Dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej ¢, niech p(c) bedzie najwigkszym
dzielnikiem pierwszym c. Ciag {a,} dodatnich liczb calkowitych spelnia a; > 1
oraz an4+1 = an + p(ay,) dla wszystkich n > 1. Udowodnié, ze w ciagu {a,} istnieje
przynajmniej jeden kwadrat liczby catkowitej dodatniej.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze p(ay) | any1. Zatem p(ant1) > play). Zauwazmy, ze p(a,) moze
by¢ dowolnie duze gdy n rosnie.

Niech a,, = b(an)p(ay). Oczywistym jest, ze p(an+1) > p(an), zatem b(a,) +1 >
W = b(an+1). Oraz Jesli p(ant1) = p(an), to b(ant+1) = b(an) + 1.

Zatem ciag {b(a,)} nie moze ”przeskoczy¢” nad jakakolwiek liczba catkowita.
Ponadto jest on nieograniczony: Przypusémy, ze {b(a,)} jest ograniczony. Wtedy
dla dostatecznie duzego N mamy: p(ay) > max{b(a,) | n € N}. Co jest sprzeczne,
gdyz b(an+1) = blan) + 1 > max{b(a,) | n € N}.

Zatem {b(a,)} jest nieograniczony i osiaga kazda dostatecznie duza liczbe cal-
kowita. Zatem dla pewnego N bedziemy mieé by pierwsze. Wynika z tego, ze albo
b(aN)2 albo p(ay)? wystapi w ciagu, co koficzy dowdd. 13. Rozwiazaé réwnanie w

liczbach catkowitych nieparzystych

yt — 144 = 257 + 25

Rozwigzanie:

Przypuéémy, ze istnieja takie liczby x,y. Wowczas lewa strona réwnania jest
parzysta oraz lewa jest nieparzysta. Otrzymana sprzecznosé¢ swiadczy o tym, ze to
rownanie nie ma rozwigzan.

14. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (x) spelniajace dla kazdej liczby rzeczy-
wistej x tozsamosé

(z—1) - WE+1)=(x+3) - W(x—-1)

Rozwiazanie:

Dla z := 1 otrzymujemy 0 - W(2) = 4 - W(0), a wiec W(0) = 0. Z kolei dla
x := —3 otrzymujemy —4 - W(—=2) = 0- W (—4), a wiec W(-2) = 0.

Zatem z twierdzenia Bezouta wiemy, ze istnieje wielomian Q(z) taki, ze W(z) =
z(z + 2)Q(x) dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Podstawiajac teraz do wyjéciowego réwnania dostajemy

(z—D(z+1D(z+3)Qx+1)=(x+3)(z—1)(z+1)Q(x —1),
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a wiec dla kazdej liczby rzeczywistej x réznej od —3,—1,1 otrzymujemy réwnosé
Qlz+1)=Q(z —1).

Podstawiajac kolejno x := 0,2,4,6,... otrzymujemy réwnosé¢ Q(—1) = Q(1) =
Q(3) = Q(5) = ... ianalogicznie dla = := 0, -2, —4, —6,... mamy Q(1) = Q(-1) =
Q(-3) = Q(-5).... Wielomian, ktéry w nieskoniczenie wielu miejscach przyjmu-
je ta sama warto$¢ jest wielomianem stalym. Zatem Q(z) = a dla pewnej liczby
rzeczywistej a.

Stad wiec W(x) = az(x 4+ 2). Sprawdzenie, ze jest to rozwiazanie wyjsciowego
rOwnania jest natychmiastowe. O

15. Na bokach BC', C'A, AB tréjkata ostrokatnego ABC' leza odpowiednio punk-
ty D, E, F, przy czym FA = FE oraz FB = FD. Udowodnié¢, ze punkt przeciecia
wysokoéci trojkata ABC lezy na okregu przechodzacym przez punkty C, D, E.

Rozwiazanie:

Niech K i L beda spodkami wysokoéci trojkata ABC opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkéw A i B oraz niech H bedzie punktem przeciecia tych wysokosci. Od-
bijmy symetrycznie punkt A wzgledem punktu L oraz punkt B wzgledem punktu
K, otrzymujac odpowiednio punkty M oraz N. Wéwczas proste AK 1 BL sg syme-
tralnymi odpowiednio odcinkéw BN i AM. Punkt B lezy na symetralnej odcinka
AM , wiec trojkat ABM jest réwnoramienny. Ponadto tréjkaty rownoramienne AFE
i ABM maja wspélny kat miedzy ramieniem a podstawsg przy wierzchotku A. W re-
zultacie sg one jednokladne wzgledem tego wierzchotka. Analogicznie tréjkaty BE D
i BAN sg jednoktadne wzgledem punktu B. Stad uzyskujemy réwnosci stosunkéw

AE _AF _ND
EM FB DB
Z drugiej strony, punkt H lezy na symetralnych odcinkow AM i BN. Zatem trdjkaty

AHM i NHB sa réwnoramienne. Co wigcej, miary ich katéw miedzy ramieniem a
podstawsg sg rowne, gdyz

SHAM = 4KAC = 90° — $BCA = 4LBC = $HBN

W efekcie trojkaty te sa podobne. Podobienstwo, ktére przeprowadza wierzchotki
A, H, M odpowiednio na wierzchotki N, H, B, przeksztalca punkt E na punkt D.
Wobec tego SHEM = SHDB, czyli SHEC = 180° — <HDC. Na czworokacie
HDCE mozna wiec opisa¢ okrag, co konczy rozwiazanie.

16. Uktad liczb catkowitych dodatnich ¢y, cs, ..., ¢, nazwiemy dopuszczalnym,
gdy za pomoca wagi szalkowej i dwoch kompletéw odwaznikéw o cigzarach ¢y, co, ..., ¢,
mozna zwazy¢ dowolny przedmiot o ciezarze bedacym liczba naturalna nie przekra-
czajaca 2(c1 +c2+ ...+ ¢,). Dla kazdej liczby n wyznaczyé maksymalng sume n liczb
tworzacych uktad dopuszczalny. Uwaga: Odwazniki mozna ktas¢ na obie szalki wagi.

Rozwiazanie:
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Niech p1,pa, ..., pn Oraz qi,qo, ..., ¢, bedadwoma zestawami odwaznikéw o cieza-
rach odpowiednio ¢y, ca, ..., c,. Wykazemy najpierw, ze za pomocatych dwoch ze-
stawOw mozemy zwazyC CO najwyzej %(5” — 1) przedmiotéw, niezaleznie od tego,
czy liczby ¢y, ca, ..., ¢, tworzauklad dopuszczalny, czy nie. Ustawienie odwaznikdéw
na szalkach wagi nazwiemy optymalnym, jesli dla kazdego k € { 1,2, ...,n} ciezarki
Pk 1 g nie znajdujasie na dwbch réznych szalkach wagi. Aby otrzymaé ustawienie
optymalne, dwa odwazniki py i g mozemy ustawi¢ na szalkach wagi na 5 sposobdéw
Zatem liczba wszystkich optymalnych ustawien odwaznikéw jest réwna 5. W tej
liczbie miesci sie jedno ustawienie ,puste”, w ktorym na zadnaszalke nie ktadziemy
odwaznikéw. Pozostale ustawienia mozna potaczyé w pary symetryczne, w ktérych
jedno ustawienie powstaje z drugiego przez zamiang zawartoséci obydwu szalek wagi.
Tak wiec liczba niepustych, istotnie réznych optymalnych ustawien odwaznikéw wy-
nosi £ (5" — 1), co oznacza, ze mozemy zwazy¢ co najwyzej (5" — 1) przedmiotéw o
roznych ciezarach. Zalézmy, ze liczby ¢, co, ..., ¢, tworza uklad dopuszczalny. Wéow-
czas masa najciezszego przedmiotu, jaki mozna zwazy¢, wynosi 2(cq + ¢g + ... + ¢p).

1

Poniewaz nie da si¢ zwazy¢ wigcej niz 5(5" — 1) przedmiotéw,

(5"~ 1)

[N

2(c1+co+ ...+ cpn) <

Wykazemy teraz, ze liczby ¢, = 1,c0 = 5,c3 = 5%,...,¢, = 5"~ tworzg uklad
dopuszczalny. Dla tych wartosci ¢; zachodzi rownosé

1
20+ e+t ) = 5(5" -1)

Nalezy wiec udowodnié, ze za pomocadwédch kompletéw odwaznikéw o ciezarach
1,5,52,...,5" ! mozna zwazy¢ kazdy przedmiot o ciezarze bedacym liczba naturalna
nie przekraczajaca 3(5" — 1).

Niech ¢ bedzie dowolna liczba naturalng nie przekraczajaca %(5” — 1). Wowezas
liczba ¢+ 3(5" — 1) jest mniejsza od 5. Liczbe te mozna zatem zapisa¢ w systemie
piatkowym przy uzyciu co najwyzej n cyfr. Innymi stowy

1 .
c+ 5(5”— 1) = Xa; - 5°
gdzie a; € {0,1,2,3,4}. Poniewaz
1
5(5" —1)=2(1+5+5%+..+5" 1

wiec

c=2e; -5
gdzie e; € {—2,—1,0,1,2}. Powyzsza réwnosé¢ oznacza, ze przedmiot o cigzarze c¢
mozna zwazy¢ za pomocadwoéch kompletéw odwaznikéw o ciezarach 1, 5,52, ..., 571,

co konczy dowdd. Zatem maksymalna suma zbioru n liczb dopuszczalnych wynosi
1
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Zawody indywidualne grupy starszej

1. Znajdz wszystkie funkcje f : R — R ktére spelniaja

f@+fy) =y+ f(x)’

dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y.

Rozwiazanie:

Podstawiajac = 0 dostajemy f(f(y)) = y + 2, gdzie ¢ = f(0) jest state. Na
mocy tej réwnosci, jezeli dla pewnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi f(a) = f(b),
toa+c? = f(f(a)) = f(f(b)) = b+c?,skad a = bi f jest iniekcja. Ponadto y+c? moze
przyjaé¢ dowolng rzeczywista wartoéé, a poniewaz f(f(y)) = y+c?, to f jest suriekcja.
Wiemy zatem, ze istnieje liczba rzeczywista b taka, ze f(b) = 0. Podstawiajac z := b1
y 1= f(y) w pocaatkowej réwnosei dostajemy £(b2+£(f(y)) = F(P+y-+c2) = £(y),
skad, jako ze f to iniekcja, zachodzi b2 +y +c?> =y, skad b2 +c>2 =0ib=c = 0.
Podstawiajac w poczatkowym réwnaniu 2 = 0 dostajemy f(f(y)) = y. Podstawiajac
teraz y := f(y) w poczatkowym réwnaniu dostajemy f(2% +y) = f(y) + f(z)%
Poniewaz 22 moze przyjaé¢ dowolna rzeczywista nieujemng wartoéé, to réwnanie to
implikuje, ze f jest $cisle rosnaca. Wiemy jednak, ze f(f(y)) = y. Zalézmy, ze dla
pewnego rzeczywistego y zachodzi f(y) > y. Wtedy, poniewaz f jest $cisle rosnaca,
zachodzi f(f(y)) > f(y) > y, co rodzi sprzeczno$é. Analogicznie dowodzimy, ze nie
moze zaj$¢ f(y) < y. Stad f(y) = y dla dowolnego rzeczywistego y, co, jak nietrudno
sprawdzié, spelnia podane w zadaniu réwnanie.

2. W trojkacie ostrokatnym ABC punkty H,O to odpowiednio ortocentrum i
srodek okregu opisanego. Symetralna odcinka AH przecina boki AB,; AC' w punktach
odpowiednio P, Q. Wykazaé, ze $POA = LAOQ.

Rozwigzanie:

Znanym faktem jest, ze Y BAH = SOAC. to oznacza, ze tréjkaty réwnoramienne
PAH i OAC sa podobne. Stosujac znany lemat o podobienstwie spiralnym (proste
¢wiczenie) dostajemy, ze trojkaty PAO oraz HAC sa podobne, a co za tym idzie,
JPOA = SHCA = 90° — <BAC. Analogicznie QOA == 90° — <BAC, co daje
teze.

3. Znajdz liczbe podzbioréw zbioru {1,2,...,2000}, ktérych suma elementéw
jest podzielna przez 5.

Rozwiazanie:

Wykazemy, ze odpowiedzig jest £(22090 4 2402) Rozwazmy wielomian f(z) =
(1+2)(1+2?) ... (1+2209), Istnieje bijekcja pomiedzy podzbiorami {a1, ag, - .., am}
zbioru {1,2,...,2000} a wyrazeniami % z% ...x%. Zatem liczba, ktérej szukamy,
jest suma wspoélczynnikéw tego wielomianu przy z°% gdzie k jest dodatnig liczba

catkowita. Niech S bedzie szukana przez nas suma.
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Rozwazmy liczbe z = e2™/% bedaca pierwiastkiem piatego stopnia z jedynki.
Wtedy 2° =1oraz 1 + 2+ 22 4+ 23+ 24 = 0. Stad

> )

j=1

S:

ot =

Liczby z, 22, 23, 2% i 2% sa pierwiastkami wielomianu g(z) = z° — 1, czyli

g9(z) = (x = 2)(z — 2°)(z — 2°)(z — 2*)(z - 2°)
Stad otrzymujemy
g(—1) = =2 = (=1 — 2)(~1 — 22) (=1 = 2¥)(=1 — z*)(~1 — =)
wiec
(1+2)(14+22)(1+25) (1 +2H(1 4+ 2°) =2

co implikuje f(z) = 24%°. Podobnie f(z*) = 24%0 dla k = 2,3, 4. Poniewaz f(z°) =
f(l) — 22000’ to

1 1
S — 5(4 . 400 92000) _ 5(2402 + 22000

4. Niech p bedzie liczba pierwsza wigksza od 3. Liczba catkowita dodatnia n jest
dobra, jesli istnieja takie wielomiany f, g, ze

a" —1=(a" —x+1)f(x) + py().

Wykazaé, ze istnieje liczba dobra mniejsza od pP — 1.

Rozwigzanie:
Wszystkie réwnosci beda pisane modulo wielomian o? —x+1 w Zp[z]. Z faktu, ze

dla 0 < i < p mamy p | (f) wynika, ze zp:x—l,:zrp2 =@P)P=(x—1)P=aP—-1=

z—2,2F = (@) = (z—2)P =aP — 2 =z — 3 i w wersji ogdlnej =P = x — i,
co dowodzimy indukcyjnig, tak jalk zostalo to pokazlane na podanym przyktadzie.
Widzimy teraz, ze P+ 47" — p.gp. aP" =gz —1)...(x—(p—1)) =

2P — x = —1, gdzie przedostatnia rownosé wynika z faktu, ze po obu stronach sa

wielomiany stopnia p, ktére sie zeruja dla kazdej reszty modulo p. Po podniesieniu
. . . . P_1 . . .

do kwadratu widzimy, ze liczba 2 - pp_ll jest dobra, a to w polaczeniu z warunkiem

p > 3 konczy dowod.

5. W kazde pole nieskonczonej szachownicy wpisujemy liczbe catkowita, przy
czym kazda liczba jest wpisana co najwyzej raz. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej a istnieja takie dwa pola tej szachownicy majace wspdlny bok, ze modut
roznicy liczb wpisanych w te pola jest wigksza od a.

Rozwigzanie:
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Rozwazmy dowolna szachownice n X n na naszej szachownicy, Réznica pomiedzy
najwieksza a najmniejsza liczba z tej szachownicy wynosi co najmniej n? — 1. Z
drugiej strony, zaréwno kolumny jak i wiersze, w ktorych sg te dwa pola sa oddalone
o co najwyzej n — 1, zatem istnieje Sciezka sasiednich pdl prowadzaca z jednego z
naszych pél do drugiego, ktéra ma co najwyzej 2n—1 pol. Réznica skrajnych pdl jest
réwna sumie réznic kolejnych pdl Sciezki, wiec pewna rdéznica wynosi przynajmniej
co moze by¢ dowolnie duze.

n?—1
2n—27
6. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

1 n 1 + 1 S 3
a(1+0)  b(1+¢) c¢(1+a)  1+abc

Rozwigzanie:
Dana do udowodnienia nieréwnos$é przeksztalcamy réwnowaznie do postaci

1+ abe n 1+ abe n 1+ abe S
a(1+0)  b(1+¢) c(1+a)

1+abc+a(l4+b) 1+abc+b(l4+c¢) 1+abc+c(l+a)
a(l+b) b(1+c) c(l+a)
l+a b(1+¢) 1+5b c(l+a) 1+c a(l+b)
a(l+0b) 1+ b(1+c) 1+c¢ c(l+a) 1+4+a
ale lewa strona powyzszej nieréwnosci jest suma 6 sktadnikéw, ktérych iloczyn wy-
nosi 1, zatem wystarczy zastosowaé nieréwnos¢ miedzy $rednia arytmetyczna i geo-
metryczng.

> 6

>0

7. Liczba pierwsza p spelnia warunek 7 | p — 1. Wykazaé, ze istnieje taka liczba
catkowita n, ze p | n3 +n? — 2n — 1.

Rozwigzanie:
Znajdziemy takie ¢, ze n =t + % spelnia zadany warunek (oczywiscie rozumiane
modulo p). Nasz warunek przyjmuje postaé p | t3 + 2 + ... + t% = %7__11) o ile

ptt— 1. Wystarczy wigc znalezé takie t, ze t7 — 1 dzieli si¢ przez p, ale t — 1 nie.
Oznaczajac przez g generator modulo p taka liczba jest na przyktad gL?l,

8. Przekatne czworokata ABCD opisanego na okregu przecinaja sie w punkcie
P. Wykazaé, ze $rodki okregéw wpisanych w tréjkaty ABP, BCP,CDP, DAP leza
na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Przypadek, gdy ABCD jest deltoidem, jest oczywisty. Zalézmy wiec, ze tak nie
jest. Niech Iy, I, I3, Iy, X, Y, Z, T beda srodkami okregéw wpisanych odpowiednio
w tréjkaty PAB, PBC, PCD, PDA,ABD, ABC, BCD,CDA. Oznaczmy przez O
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srodek okregu wpisanego w czworokat ABC' D. Poniewaz proste I3 X, [5Z, OY przeci-
naja sie w punkcie B, wiec tréjkaty I1Y I oraz XOZ maja $rodek perspektywiczny.
7 twierdzenia Desarguesa wynika, ze maja tez oS perspektywiczna. To oznacza, ze
punkty przeciecia par prostych (I'Y,0X), (ILY,0Z), (I1 I3, ZX) leza na jednej pro-
stej. Wobec tego proste 1[5, X Z 1 AC przecinaja sie w jednym punkcie. Analogicznie
dowodzimy, ze proste Isly, AC i X7 sg wspdlpekowe. Ostatecznie, proste 115, 131y
przecinaja sie w punkcie @ lezacym na prostej AC. Prosty rachunek odcinkéw po-
kazuje, ze okregi wpisane w trojkaty ABC, ADC sg styczne do boku BC w tym
samym punkcie. Nazwijmy go R. Korzystajac z zadania 6 z Mszany 2006 dostajemy,
ze czwoérki punktéw I, Iy, R, P oraz I3, 14, R, P leza na jednym okregu. Z potegi
punktu dostajemy teraz QI - QI = QP - QR = QI3 - QI4, co daje teze.

9. W szesciokacie wypuklym ABCDEF przeciwleglte boki sa réwnolegte. Udo-
wodnié, ze tréjkaty ACE i BDF maja réwne pola.

Rozwiazanie:

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia punktéw przeciecia gtownych przekatnych
szeSciokata: K = CFNAD, L=BENCF, M = AD N BE. Zauwazmy, ze trojkat
KLM (ktéry moze degenerowaé sie do punktu) jest zawarty wewnatrz tréjkatéw
ACFE i BDF - punkty K, L, M leza bowiem po tej samej stronie prostych AC, CE,
FEA, co trojkat ACE, gdyz sa punktami przeciecia odcinkow, z ktérych co najmniej
jeden lezy po odpowiedniej stronie.

Dla dowolnego trapezu XY ZT (XY —— ZT), ktérego przekatne przecinaja
sie w punkcie U, prawdziwa jest réwnosé pdl tréjkatéw [XYT]| = [XY Z], a wiec i
réwnosé pdl [XUT| = [YU Z]. Stosujac to spostrzezenie do trapezéw ABDE, BCEF
i CDF A dostajemy

[AEM] = [BDM],  [CEL)=[BFL], [ACK]=|FDK]

Dodajac trzy powyzsze réwnoéci stronami, a nastgpnie dodajac do obu stron wielkosé
[K LM], otrzymujemy zaleznos¢ [ACE] = [BDF].

10. Udowodnié, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n prawdziwa jest nie-

réwnosé 3

(gdzie symbol {x} oznacza czes¢ ulamkowa liczby rzeczywistej x)

Rozwigzanie:
Niech k bedzie czedcia catkowity liczby n+/7. Z niewymiernoéci liczby /7 wynika,
ze n\/7 > k. Zatem liczba
n? — k2
k= 8
V7 +k
jest dodatnia. Wobec tego 7n? — k% > 0. Ponadto kwadraty liczb catkowitych moga
dawaé reszty 0, 1, 2, 4 z dzielenia przez 7, wiec liczba 7n? — k2 jest ré7na od 11 2.
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Stad otrzymujemy

B _ T’ =k 3T 3nv7T 3
TV} = n/Tn/T — k) = VT n\ﬁ+k>n\ﬁ+k>n\ﬁ+n\ﬁ_2

11. Ciag ag,aq, ... jest zdefiniowany w taki sposob, ze ag jest dowolna liczba
rzeczywista oraz a;11 = |a;| - {a;}. Wykazaé, Ze istnieje takie N, ze dla dowolnego
n > N zachodzi réwnosé a;12 = a;. Rozwiazanie:

Rozwazmy najpierw przypadek ag > 0. Wéwczas wszystkie wyrazy ciagu sa
nieujemne. Jedli dla pewnego ¢ mamy |a;] > 1, to [ai+1] < aip1 = |a;]{a;} <
la;]. To oznacza, ze wartosci |a;] $cisle maleja do momentu, gdy ta warto$é bedzie
rowna 0. Woéwczas wszystkie wyrazy od nastepnego sa rowne 0. Przejdzmy teraz
do przypadku ag < 0. Wéwcezas wszystkie wyrazy ciagu sa niedodatnie. Widzimy,
ze 1+ |ai+1] > aiv1 = |ai]{a:} > a;. To oznacza, ze ciag |a;| jest niemalejacy.
Jest on tez ograniczony z géry przez —1, i sklada sie z liczb catkowitych , wiec od
pewnego momentu jest staty. Niech wiec N bedzie takie, ze dla dowolnego n > N
mamy |a;| = k dla pewnej stalej calkowitej k. Wéwczas tez dla n > N mamy
ans1 = lan|{an} = k(a, — k) = ka,, — k*. Nietrudno sprawdzié¢, ze wéwczas ciag
by, = a, — kk—jl spelnia zaleznos¢ b;+1 = kb;, czyli indukcyjnie mozna pokazaé, ze dla
m > n mamy b,, = k™ Nby. Zgodnie z naszym zalozeniem, ciagg a; byl od pewnego
momentu zawarty w przedziale [k, k+ 1), czyli z definicji ciagu b wnioskujemy, ze on
tez jest ograniczony z obu stron. Z réwnoéci b,, = k™ Nby widzimy, ze by = 0 lub
k = —1. W pierwszym przypadku cigg b jest stale rowny 0, wiec ciag a jest staly,
co implikuje teze zadania. W drugim przypadku widzimy, ze by,42 = by, czyli tez
Am42 = Ay, €O konczy dowod.

12.Niech n bedzie dodatnia liczba calkowita. Znajdz liczbe wielomianéw P(z) o
wspOlezynnikach ze zbioru {0, 1,2, 3} spelniajacych P(2) = n.

Rozwiazanie:

Rozwiazemy to zadanie w ogdlniejszym przypadku: Niech m i n beda dodatnimi
liczbami catkowitymi, gdzie m > 2. Znajdziemy liczbe wielomianéw P(z) o wspol-
czynnikach z {0,1,...,m? — 1}, dla ktérych P(m) = n. Wielomiany takie bedziemy
nazywacé dobrymi.

Niech P(z) = Y 3o, arz®, gdzie ax, € {0,1,...,m* — 1} dla k calkowitych nie-
ujemnych. Zauwazmy, ze kazda z liczb ax moze by¢ jednoznacznie zapisana w formie
bym—+cy dla by, e, € {0,1,...,m—1}. Jezeli P jest dobrym wielomianem, to zachodzi

oo oo oo
n=P(m)= Z bpmFtl + Z cxm® = mt + Z cpmF
k=0 k=0 k=0

gdzie t = Z;’;O bymF. Dla kazdego t, 0 < t < | =] istnieje dokladnie jeden sposéb na
zapisanie ¢ w postaci Y, bmF, jako ze jest to zapis liczby t w systemie liczbowym
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o podstawie m. Dla kazdego tak wybranego ¢, istnieje doktadnie jeden sposéb na
zapisanie liczby n —mt w postaci ZZOZO cxm® (zapis n —mt w systemie o podstawie
m). W zwiazku z tym istnieje bijekcja pomiedzy dobrymi wielomianami a liczbami ¢ z
przedziatu {0,1,..., [ |}, skad istnieje dokladnie | > | +1 dobrych wielomianéw. W

przypadku naszego zadania wystarczy wzia¢ m = 2, skad | 5] 4 1 jest odpowiedzig.

13. Zdefiniujmy ciag (a,)n>0 nastepujaco: ag = 3 oraz anp41 — an = nla, — 1)
dla wszystkich liczb catkowitych nieujemnych n. Znajdz wszystkie liczby catkowite
dodatnie m, dla ktérych NWD(m, a,,) = 1 dla wszystkich liczb catkowitych nieujem-
nych n. Rozwigzanie:

Wykazemy indukcyjnie, ze a, =2-n!+1. Dlan=0a9 =2-0141=3. Gdy a,, =
2-nl4+1,t0 ant1 = an+nla,—1) = 2n!+14+n2n!) = 2nl(14+n)+1 =2-(n+1)!4+1,
co konczy dowdd indukeyjny. Zauwazmy, ze wszystkie liczby a; sa nieparzyste, w
zwiazku z tym m = 2¢ dla ¢ catkowitego nieujemnego spetnia NWD(m, a;) = 1 dla
wszystkich liczb calkowitych nieujemnych i. Rozpatrzmy teraz liczby m, ktore nie
sa tej postaci; wtedy istnieje nieparzysta liczba pierwsza p dzielaca m. Na mocy tw.
Wilsona p|(p — 1)! + 1, wige liczba ap—3 =2 (p—3)!+1=(-1)(-2)(p—-3)!+1=
(p—1)(p—2)(p—3)!+1 = (p—1)!+1 = 0 (mod p), wiec pla,—3 i NWD(m, a,_3) # L.
W zwigzku z tym jedynymi liczbami spetniajacymi warunki zadania sa m = 2¢ dla
t calkowitego nieujemnego.

14. Na tablicy napisane sg liczby caltkowite 1000, 1001, .. .,2999. Ruch polega na
wybraniu dwoch liczb a, b znajdujacych sie¢ w danym momencie na tablicy, zmazaniu
ich oraz napisaniu na tablicy liczby %min(a, b). Wykazaé, ze w wyniku wykonania
dowolnych 1999 ruchéw na tablicy pozostanie liczba mniejsza niz 1.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze z oczywistej dla x,y > 0 nieréwnosci % + % < m
ze suma odwrotnosci liczb napisanych na tablicy nie maleje w wyniku wykonania
ruchu. Wystarczy wiec wykazaé, ze suma odwrotnosci poczatkowego ukladu liczb
jest wieksza niz 1. Zauwazmy jednak, ze dla 1 < k < 1000

1 1 4000 4000 1

2000 — k + 2000 + & 20002 — k2 ” 20002 1000

wynika,

Zatem po dodaniu liczby ﬁ i odjeciu liczby Wloo dostajemy, ze suma odwrotnosci

poczatkowego uktadu wynosi co najmniej 1+ 5555 _301W > 11idowdd jest zakonczony.

15. Symetralna odcinka BC' przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punk-
tach P i Q, przy czym A i P leza po tej samej stronie prostej BC'. Niech S bedzie
srodkiem odcinka AQ) oraz niech R bedzie rzutem prostokatnym punktu P na prosta
AC. Wykaz, ze punkty B, S, R, A leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Bez straty ogélnosci zatézmy, ze AB < AC. Jezeli AB = AC,to A=P=Ri
S = O. Poniewaz w tej sytuacji <ACB < 90°, to punkty A, B, O nie s wspéliniowe,
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wiec musza leze¢ na jednym okregu i teza zadania jest prawdziwa. W przypadku
AB > AC dowdd przebiega analogicznie.

Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na AABC. Wtedy odcinek PQ za-
wiera punkt O i OS L AQ. Poniewaz $PCR = J0OQS, to tréjkaty prostokatne
PRC i OS5Q sa podobne. Ponadto PB = PC, OB = OQ) oraz

¥BOQ = 24BCQ = 24¥QPC = LBPC

wiec tréojkaty OBQ i PBC' sa réwniez podobne.
Na mocy powyzszych podobienstw mozemy wywnioskowaé, ze czworokaty O.S BQ
i PRBC sa podobne. W szczegélnoéci L BSQ = <BRC, wiee

JARB = 180° — ¥BRC = 180° — ¥BSQ = YASB

skad ABSR jest czworokatem cyklicznym.

16. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej a zachodzi nieréwnosé

2
a® +a%*>1

Rozwiazanie:
W rozwigzaniu wykorzystamy nieréwnosé Bernoulliego, ktéra mowi, ze dla liczby
rzeczywistej x > —1 zachodzi

(I+2)*<l4ardlad<a<l
oraz
I4+x)*>14azxdlaa>1

przy czym dla o = 1 w powyzszych nieréwnosciach zachodza réwnosci, natomiast
dla a # 1 réwnoéci w powyzszych nieré6wnosciach zachodza jedynie dla z = 0.
Wykazemy, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnoéé

a’ +b>1

Nieréwno$é ta natychmiast pociaga za soba teze zadania: wystarczy przyjaé¢ b = a2.
Jezeli @ > 1 lub b > 1, to nieréwnoé¢ zachodzi w sposéb oczywisty. Przypusémy
zatem, ze a,b € (0,1). Udowodnimy, ze
b a a b
a’ > —— b > .
a+b’ a+b

Ze wzgledu na symetrie wystarczy udowodnié¢ tylko pierwsza z tych nieréwnosci. Na
mocy nieréwnosci Bernoulliego,

b

(14‘&) 1 1

>14+->-.
a a

S

Wystarczy juz tylko obie strony podnies¢ do potegi b.
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Zawody indywidualne elity

1. Okregi 21 i Q2 o srodkach w punktach O; i Oy sa styczne zewnetrznie w
punkcie T' oraz sa styczne do ich wspolnej stycznej zewnetrznej £ w punktach A i
B, odpowiednio. Okrag Q3 o srodku w punkcie Oz jest styczny do €21, {22 oraz do
prostej £ w punkcie D tak, ze Q3 znajduje sie wewnatrz trojkata AT B. Prosta T'D
przecina €; w punkcie C. Udowodnié¢, ze O1C || AB.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez r1, ra, r3 promienie okregoéw 21, s i 23 odpowiednio. Niech
X bedzie punktem przeciecia 0102 z AB. Wystarczy pokazaé, ze XT = X D, gdyz
wtedy z rownosci O1T = O1C dostajemy réwnoleglosé z tezy.

Niech X A przecina ; w punkcie Z # T. Ponadto niech XA = ¢ i T2 = k.

1
Xz 1
Wtedy XT-XZ = t? oraz T czyli XT = tv/k. Ponadto XB = k- XA = kt i
AB = XB— XA = (k- 1)t. Latwo zauwazy¢, ze AD = 2,/rir3 oraz BD = 2,/rar3.
BD
Zatem E = % = \/E, Cth
AD 1
XD=XA+AD=XA+AB — 2 —t1t(k—1)- = tVk,
AD + BD ( ) 1+vVEk

wiec XT = XD = t\/k. O

2. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby pierwszej p > 2, wielomian
2(1+X% +(1—X)”T“)

przystaje modulo p do kwadratu pewnego wielomianu o wspélczynnikach catkowi-
tych.

Rozwiazanie:

Niech
2

Q(X) = X

tatwo zauwazyé, ze g jest wielomianem o wspoédtczynnikach catkowitych. Wtedy w
F,[X] mamy

B _n-x)=
1+X (1-X)7%).

f(X)g(X) = % ((1 +XPT+1)2 - (1 —X”“)2> = % (1 FoX T 4 XPH (1 - X)(1 - XP)

Wystarczy teraz pokazaé, ze f i g sa wzglednie pierwsze w F,[X]. Gdyby mialy
wspélny pierwiastek xg, to

f(zo) =g(x9) =0 (mod p),
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wiec

pt1
f(@o) — og(wo) = 4(1 — o) 2
jest podzielne przez p, skad 29 =1 (mod p), czyli f(xg) =4 £ 0 (mod p). O

3. Dana jest liczba calkowita dodatnia n. Wyznaczyé najmniejszg liczbe cal-
kowita dodatnia k taka, ze w dowolnym grafie majacym 2n + 1 wierzchotkéw i co
najmniej k krawedzi, istnieje cykl (zamknieta $ciezka bez samoprzecie¢) majacy pa-
rzysta liczbe krawedzi.

Rozwiazanie:

Pokazemy ze jesli graf ma 2n + 1 wierzchotkéw i co najmniej 3n + 1 krawedzi to
posiada cykl majacy parzysta liczbe krawedzi.

Pokazemy indukcyjnie, ze jeli graf ma n wierzchotkéw i f(n) = [%] +1
krawedzi, to istnieje nieparzysty cykl. Dla n = 1 jest to prawda.

Przypudémy, ze pokazaliSmy to dla n — 1 wierzchotkéw, gdzie n > 2. Jedli nasz
graf ma n wierzcholkéw i f(n) krawedzi oraz wierzcholek stopnia < 1, to usuwajac
go mozemy wykorzystaé¢ zalozenie indukcyjne.

Zalozmy ze istnieja polaczone wierzchotku u i v stopnia 2. Niech u jest potaczony
z u1 1 v oraz v jest polaczony z u i vy. Jesli istnieje krawedz ujv; to mamy 4-cykl.
W przeciwnym wypadku usuwamy wierzchotki v i v i dokladamy krawedz wivy. Z
zalozenia indukcyjnego znajdujemy w nowym grafie parzysty cykl. Jesli ten cykl
uzywa krawedzi uivi to staje sie on cyklem z dodatkowymi dwoma wierzchotkami
w G, ale nadal parzystej dtugosci.

Niech P = v1vs2...v, bedzie najdluzsza $ciezka w G. Istnieja viv] 1 vyv), ze
vi i v, € P gdyz deg(v1),deg(v,) > 2 1 P jest maksymalna $ciezka. Mamy dwa
przypadki:

o Jedli deg(v1) > 3, to istnieje inna krawedZ vix, gdzie x € P i x # v}. Wtedy
krawedzie vy, v1v] i Sciezki z v1 do v} 1z v1 do x. Tworza one cykl z cigciwa,
wiec mamy parzysty cykl.

o Jedli deg(v1) = 2, wtedy deg(ve) > 3, czyli istnieje krawedz voy. Jesli y € P, to
znajdujemy znéw cykl z cieciwa jak wyzej. Je$li y € P, to jego stopien nie moze
by¢ rowny 1, jednak gdyby y byl potaczony z z ¢ P, to mieliby$my sprzecznosé
z maksymalnoécia P. Zatem z € P. Wtedy krawedzie viv], vay, yz i Sciezki z
vy do ktéregokolwiek najdalszego od wierzchotka miedzy z i v| tworzy cykl z
cieciwa, skad teza.

O

4. Dany jest ciag liczb calkowitych (ay,)n>1 zdefiniowany nastepujaco:
a1 =1 oraz ap41 =2"(2% —1) dla n > 1.

Udowodnié, ze n! | a,, dla wszystkich n > 1.
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Rozwiazanie:

Pokazemy, ze dla wszystkich liczb pierwszych p < n+1, mamy v,(ay,) > n—p+1.
Oczywiscie implikuje to teze zadania gdyz
n—1
p—1

Dla n = 1 jest to prawda. Zalézmy ze jest to prawdziwe dla n i pokazemy dla
n + 1. Niech p < n + 2 bedzie liczba pierwsza. Pokazemy, ze v,(an4+1) > n —p + 2.
Jedli p = n + 2, to mamy teze , wiec p < n+ 1. Dla p = 2 jest to jasne, wiec niech
p> 2.

Wiemy, ze n! | a,, w szczegblnosci p—1 | a,,. Na podstawie LTE oraz MTF mamy

vp(n!) <

N

n—p+1<vp(an).

Op(ans1) = 0p (27 =1) = 0 (P71 —1) > 0 (2P D)4y (p_1

O

5. Dany jest czworokat ABC' D opisany na okregu. Punkty M i N leza na odcinku
BC, przy czym N lezy na odcinku BM. Odcinki AM i DN przecinaja si¢ w punkcie
X. Udowodnié, ze érodki okregéw wpisanych w tréjkaty NM X, ADX, ABM iCDN
leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Niech Ji, Ja, J3 1 Jy oznaczaja $rodki okregdow wpisanych w trojkaty NM X,
ADX, ABM i CDN, odpowiednio. Wystarczy pokazaé, ze

§J3J1J4 + §J3J2J4 = 180°.
Poniewaz MJ; i NJp sa dwusiecznymi katéw w tréjkacie M XN, to J1J3 1 J1Jy sa
dwusiecznymi katéw przy M i N, wigc
1
LJ3J1Jy = SMJI N = 90° + §<IMXN = S J3J1J4.

Zatem wystarczy pokazaé, zeSAJoD + < J3JoJ4 = 180° lub inaczej: J, posiada
punkt izogonalnie sprzezony w czworokacie AJsJyD.

Niech I bedzie $rodkiem okregu wpisanego w czworokat ABCD. Wtedy S AIB+
JCID = 180°, czyli SMIJs + <J,ID = 180°. Ostatnia réwnoéé oznacza, ze I
posiada punkt izogonalnie sprzezony w czworokacie AJsJ4D. Ponadto,

I, AD = %%(MAD _ %iBAD _ %qBAM — YBAI — ¥BAJ; — X1 A S,

Podobnie pokazujemy réwnosé L JoDA = <IDJ,. Dlatego, punktem izogonalnie
sprzezonym punktem do punktu I w czworokacie AJ3JyD to punkt Js, i odwrotnie.
O

6. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite k dla ktérych istnieje funkcja f: Zg —
Z~ taka, ze

fUFW)) =fn+1)+k
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dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n.

Rozwigzanie:

7. Niech f bedzie niestalym wielomianem o wspolczynnikach calkowitych i niech
k bedzie liczbg catkowita dodatnia. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
calkowitych dodatnich n takich, ze

f(n) = d1d2 . -dk+1,

gdzie 1 < dy <dz <...<di <n s3 liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie:

Bez szkody zalézmy, ze f ma dodatni wspélezynnik przy najwyzszej potedze.
Zauwazmy, ze f(x+ f(x)) = f(z)g(z) dla pewnego wielomianu g o wspélezynnikach
calkowitych. Niech h(z) := x + f(z). Wtedy

5 (@) = @g@gh@) .- gD @)

Jesli deg f = s, to stopnie powyzszych wielomianéw to odpowiednio s, 52 —s, §3 —s2,

.., 8™ — 5™ L Zatem jedli s > 2, to dla odpowiednio duzego ¢ mamy

g(t) < g(h(t)) < ... < g(h™" D).

Niech teraz m = k+1, n = h¥tD (1), dy = g(t), da = g(h(t)), ..., di, = g(hF) (1))
idpr1 = g(h®(t)) - f(t). Latwo zauwazamy, ze spelniaja one warunki zadania.

Jedli s = 1, to f(z) = ax + b. Biorac parami wzglednie pierwsze d; takie ze
nwd(d;,a) i korzystajac z Chinskiego Twierdzenia o Resztach widzimy, ze uktad
am +1 =0 (mod d;) ma rozwiazanie. Biorac n = mb mamy ze f(n) = b(1 + am)
jest wielokrotnoscig dyds - d.

8. Niech p bedzie liczba pierwsza. Rozpatrzmy n > p liczb catkowitych ay, as, . .., ay.
Definiujemy: fo = 1 oraz fj oznacza liczbe k-elementowych podzbioréw B C {1,2,...,n},

zep | E a;. Udowodnié, ze
i€B

plfo—fitfa— i+ (=1)"fu
Rozwigzanie:

Dodajac do wszystkich a; odpowiednia duza wielokrotno$¢ p, mozemy zatozy¢,
ze a; > 0. Rozpatrzmy reszte z dzielenia

n

FX) = (1=X") (1= X)) (1-X%) =) (-1 > XxmB) R, [X]

k=0 BCA, #B=k

przez XP — 1, gdzie m(B) oznacza sume elementéw w B.
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Zalozenie n > p i fakt ze 1 — X | 1 — X% implikuje, ze 1 — XP = (1 — X)P dzieli
f(X). Z drugiej strony XV = XM (mod XP — 1) wtedy i tylko wtedy, gdy N = M
(mod p), wiec

p—1 n
0=fX)=> [ D (-1 > 1] X7 (mod XP —1).
j=0 \ k=0 #B=k, m(B)=j (mod p)
Wobec tego wyraz wolny fo — f1 + fo — ...+ (=1)"f,, powyzszego wielomianu jest
réwny 0 w F,. O

9. Okrag € jest opisany na tréjkacie ABC. Niech P bedzie dowolnym punktem.
Prosta AP przecina  w punkcie D # A. Oznaczmy przez E i F' punkty przeciecia
BP i CP z CA i AB, odpowiednio. Zalézmy, ze okrag opisany na trojkacie AEF
przecina @ w punkcie M # A. Styczne do 2 w punktach B i C przecinaja sie w
punkcie 7. Niech U # D bedzie drugim punktem przeciecia T'D z €. Udowodnid,
ze obraz U w symetrii wzgledem prostej BC' lezy na okregu opisanym na tréjkacie
DMP.

Rozwigzanie:

Niech: ®(C) oznacza okrag opisany na wielokacie C, V' oznacza obraz punktu
U w symetrii wzgledem BC, X to przeciecie BC' z EF, i niech Y, Z beda drugimi
punktami przeciecia BE,CF z ©(CEM) ©(BFM), odpowiednio. Poniewaz M jest
punktem Miquela BCEF, to X lezy na @(BFM), ©(CEM). Zauwazmy, ze BDCU
jest harmoniczny, wiec A(B,C;D,U) = —1 = A(B,C; P, X), skad X € AU.

Ponadto

IBY X = JACB = 4XUB = 4BV X,

wiee X € ©(BVY). Podobnie X lezy na ©(CV Z), wiec
IYVZ=9YVX +9IXVZ =9YBX +<4XCZ =<4YPZ,

zatem punkty P,V,Y,Z leza na okregu. Z drugiej strony z réwnoéci MY P =
IMCA = SMDP wynika, ze Y € ©(DMP). Podobnie, Z lezy na ®(DMP),
zatem punkty D, M, P, V.Y, Z leza na jednym okregu. 10. Dane sa liczby rzeczywiste

a,b,c,d € [%, 2] takie, ze abed = 1. Znalez¢ maksymalna wartos¢ wyrazenia

1 1 1 1
Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze przy zatozeniu abcd = 1 mamy

(o0 3) (0 2) (o 3) (o 2) = (V2o o fi 2)
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A poniewaz %75 € [i,4] , to

Zatem

o) (D)) oo 2) o

przy czy réwnosé zachodzi na przyklad dla a =2, ¢ = %, b=2,d= %

11. Niech S bedzie skonczonym zbiorem punktéw majacy parzysta liczbe ele-
mentéw i zadne trzy punkty w nim nie leza na jednej prostej. Udowodnié, ze S moze
by¢ podzielone na dwa zbiory &1 i So takie, ze ich otoczki wypukle maja réwna
liczbe wierzchotkéow.

Rozwigzanie:

Niech k(X) bedzie liczba wierzcholtkéw otoczki wypuklej conv(X) zbioru X.
Niech A = A1As... A, = conv(S), i niech T bedzie zbiorem punktéw w S, kté-
re leza wewnatrz A. Niech X7 = {Ay,..., 4} UT, Y, ={4;11,..., A, }.

Niech ¢ bedzie minimalnym indeksem ze k(X;) > Y;. Oczywiscie i < n. Jesli
i = 0, to mozemy znalezé T C T ze k(T’) = n (usuwajac punkty T jeden po
jednym). Wtedy 7" > (S '\ T”) jest szukanym rozkladem.

Zalézmy wiec, ze 1 < u < n — 1. Z minimalno$ci ¢ mamy, ze

E(Xi) =1 < k(Xiz1) < k(Yie1) — 1< k(Y5).
Wiec albo k(X;) = K(Y;) (i tworza one rozklad) lub
E(Xi) —1=k(Xio1) = k(Yio1) — 1 = k(Y)).

W tym przypadku niech X = X;, Y = Y;. Poniewaz k(X) + k(Y) jest nieparzyste,
to istnieje co najmniej jeden extra punkt M € X nie lezacy na brzegi conv(X) i
conv(Y'). Jesli M lezy na zewnatrz conv(Y'), przenosimy go z X do Y i dostajemy
rozklad. W przeciwnym wypadku wszystkie ekstra punkty leza w conv(X)Neconv(Y).
W szczegblnoscei to przeciecie jest niepuste.

Niech teraz X’ = X \ conv(Y). Wtedy wszystkie punkty X’ leza na brzegu
conv(X) (wszystkie wewnetrzne punkty conv(X) lezy réwniez wewnatrz V), zatem
E(X") < k(X)1k(X') <Ek(Y). Jesli k(X') = k(Y) wtedy X 1 S\ X’ daje rozktad.
W przeciwnym wypadku dodajemy do X’ punkty z X Nconv(Y') by otrzymaé X" z
E(X")=k(Y). Wtedy X" 1S\ X" daje szukany rozktad. O

12. Niech f bedzie wielomianem o nieujemnych wspétczynnikach catkowitych.
Rozpatrzmy liczbe catkowita dodatnig a i rozwazmy ciag

a1 =1, apy1 = f(a,) dla n > 1.
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Zalbézmy, ze zbiér dzielnikow pierwszych, ktére dzielg co najmniej jeden wyraz ciag
(an)n>1 jest skoniczony. Udowodnié, ze f(X) = C - X* dla pewnych nieujemnych
liczb catkowitych C' i k.

Rozwiazanie:

Zal6zmy, ze f(0) # 0 i rozwazmy liczbe calkowita m taka, ze dla n > m,mamy
an, > c gdzie ¢ jest stala ktéra pdzniej podamy. Przypusémy, ze zbior dzielnikow
pierwszych jakiegokolwiek wyrazu naszego ciagu to {pi,...,px} dla pewnego k > 1.
Zapiszmy kazdy a; jako iloczyn prpi(al). Dla kazdego I rozwazmy indeks j taki, ze

najwieksza potega w a; to p?pj (al). 7 zasady szufladkowej Dirichleta spoéréd wyrazow

{an,...,antr} pewne dwa maja ten sam indeks. Zatem mamy liczbe pierwsza p; i
wykladnik e; taki, ze p* | as 1 pi* | arys dla pewnegom <n < sir <k.
Zauwazmy teraz, ze

aris = [T (a) = f7(f*(a)) = f"(as) = f7(0)  (mod ay)

wiec pi* | f7(0) i poniewaz r < k, to p§* jest ograniczone przez pewna liczbe catkowita
dodatnia M ktora jest najwicksza liczbg sposrdd liczb {f*(0)}1<t<k. Jednakze pt >
min( {/as, $/a, ), zatem biorac ¢ := MP¥ daje to sprzecznoéé z tym, ze wyrazy ciggu
ap, sa nieograniczone.

Jesli £(0) =0, to f(X) = Xbg(X) dla pewnego b > 1 wiec

FHUX) = (X)) g(f X))

Niech P oznacza zbiér liczb pierwszych dzielagcych co najmniej jeden wyraz ciggu
(an)n>1. Wezmy p € P. Zauwazmy, ze

FHX) = F(f(X) = f(0) =0 (mod f/(X))

dla wszystkich j > 0. Wezmy N odpowiednio duze takie, ze axi1 = fV(a) dzieli sie
przez wszystkie liczby ze zbioru P.

Rozpatrzmy j > N i zauwazmy, ze jesli p 1 g(0) to v,(g(f7(0))) =0 ajesli p | g(0)
to v, (f71(0)) > v,(f7(0)) itd. dla j odpowiednio duzych v,(f7(0)) > v,(g(0)).
Zatem v, (g(f7(0))) = v,(g(0)) jest ograniczony z géry. Poniewaz wszystkie dzielniki
g pochodza ze zbioru P to g(f7(0)) jest ograniczone. Jest to niemozliwe dla j — oo
chyba, ze g jest wielomianem stalym. O
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Mecz matematyczny grupy mtodszej

1. Znajdz wszystkie pary liczb caltkowitych x i y, dla ktérych zachodzi
z® + 615 = 2V,

Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze nie ma rozwigzan, dla ktorych y < 0, gdyz prawa strona
rownosci jest wowczas nie wigksza niz 1, a lewa strona jest wieksza niz 615. Zalézmy;,
zey > 1.

Rozwazmy to réwnanie modulo 3. Zauwazmy, ze x° moze przystawaé tylko do
011 oraz 615 = 3-5-41, zatem lewa strona réwnosci moze przystawac tylko do 0
i 1. Natomiast prawa strona rownosci przystaje do 1 lub 2. Stad wiec obie strony
rownosci musza przystawac do 1, a jest tak tylko, jezeli y jest liczba parzysta. Niech
y =2y

Podstawiajac do réwnoéci w zadaniu otrzymujemy:

2

’ 2 ! !
3.5.41 = 615 = 2V — g2 — (2@/) —x2:<2y —x) (2y +x).

Ponadto (2?/ — x) + (29/ + :c) = 2v'+1, Szybkie sprawdzenie pokazuje, ze jest
tak tylko jezeli zapiszemy 615 =5 - 123. Stad wiec:

¥ -z =5 v —x =123
’ lub ’
2Y +x =123 2Y +x =5
W obu przypadkach sumujac obustronnie dostajemy o'+l — 198 = 27, czyli 2" = 26
oraz y = 12. Podstawiajac te wartoéci do réwnan dostajemy dwa mozliwe rozwia-
zania, x = —59 lub = = 59. Bezposrednio sprawdzajac dostajemy, ze spelniaja one

pierwotne réwnanie. Zatem jedynie pary (12,—59) i (12,59) spelniaja pierwotne
rownanie.

2. Na plaszczyznie znajduje sie 20182°18 punktéw, przy czym zadne trzy nie sa

wspoéliniowe. Kazdy z tych punktéow jest w jednym z trzech koloréw: czerwonym,
zielonym lub niebieskim. Wiadomo jest, ze kazdy kolor wystepuje co najmniej raz.
Pokazaé, ze istnieje tréjkat majacy wierzchotki wsrdd tych punktéw, gdzie kazdy
wierzcholek jest w innym kolorze i wewnatrz tego tréjkata nie ma innych punktéw.

Rozwigzanie:

Wybierzmy tréojkat, ktéry ma wszystkie wierzchotki w réznych kolorach oraz je-
go pole jest mozliwie najmniejsze. Oczywiscie taki tréjkat istnieje, poniewaz liczba
tréjkatéw o wierzchotkach w réznych kolorach jest skonczona. Gdyby wewnatrz tego



trojkata znajdowatl sie jaki$ inny punkt, to mogliby$Smy zamienié¢ jeden z wierzchot-
kéw trojkata na ten punkt, dzigki czemu otrzymaliby$my mniejszy trojkat spetnia-
jacy warunki zadania. Zatem ten tréjkat jest szukanym tréjkatem.

3. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym LACB = 45°. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, punkt H jest punktem przeciecia wy-
sokosci tréjkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadia do prostej
CO przecina proste AC' i BC odpowiednio w punktach K i L. Pokazaé, ze obwdd
tréjkata K LH jest réwny érednicy okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwiazanie:

Niech Ha, Hp, Hc oznaczaja spodki wysokosci opuszczone z odpowiednich
wierzcholkéw tréjkata. Niech ponadto K’ i L' oznaczaja odbicie punktu H wzgledem
prostych AC i BC. Zauwazmy, ze leza one na okregu opisanym na tréjkacie ABC.
W istocie, zachodza réwnosci:

AK'CA=KHCA=KHcCA=AKHpBA = {K'BA.

Analogicznie dla punktu L'.

Ponadto L HgCB = 45°, ABHgC = 90°, zatem £ K'BC = {HgpBC = 45°, a
wiec L KOC = 2-45° = 90°. Zatem punkt K’ lezy na prostej prostopadlej do CO
w punkcie O, czyli na prostej K L. Otrzymujemy wiec, ze odcinek K'L’ to $rednica
okregu. Poniewaz K’ i L’ to odbicia punktu H wzgledem bokéw trdjkata, to zachodza
réwnosci |[KH| = |KK'| i |LH| = |LL'|, a wiec

|[KH|+|KL|+|LH|=|KK'| +|KL|+ |LL'| = |[K'L|,

co nalezalo udowodnié.

4. Liczby catkowite dodatnie a, b i ¢ spetniajg warunek
(a—b)*+(b—c)*+ (c—a)* = 6abe.

Pokazaé, ze liczba a3 + b® + ¢ + 1 nie jest podzielna przez liczbe a + b+ ¢ + 1.

Rozwiazanie:
Skorzystamy ze znanej tozsamosci (Girarda-Newtona):

A+ P+ =(a+b+c)(a®+b*+c*) — (ab+be+ca)(a+b+c)+3abe. (1)
Przeksztatcajac réwnosé z treéci dostajemy:
a? 4+ b% + ¢ — ab — be — ca = 3abe,
Podstawiajac to do wzoru (1) otrzymujemy:
a4+ 03+ =(a+b+c)(a® + b+ ? —ab— be— ca) + 3abe

=3abc(a+b+c+1).
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Zatem a +b+c+11a®+b% + ¢® + 1, co nalezalo pokazaé.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych obie liczby
n™ + 1 oraz (2n)?" + 1 sa liczbami pierwszymi.

Rozwiazanie:

Dla n =1 obie liczby sg pierwsze. Zalézmy, ze n > 2.

Jezeli n jest liczba nieparzysta, to pierwsza z liczb jest liczba parzysta wigksza
niz 2, zatem jest liczbg zlozong. Zatézmy wiec, ze n = 2Fm, gdzie k > 11 m jest
liczba nieparzysta. Jezeli m > 1, to stosujac wzory skréconego mnozenia dostajemy

n" 4 1= ((ka)2k>m 1= ((ka)Qk + 1) (..),

a wiec liczbe mozna zapisaé jako iloczyn dwoch liczb wigkszych od 1.
Zachodzi wigc n = 2F. Jezeli 2 | k, to 24 (k +1) i

k k+1
(2n)2" +1 = (241)% 1= (22k) 1R = (22’“ + 1) (..),

a wiec ponownie otrzymujemy liczbe ztozona.
Jezeli 21 k, to

W= (29 4 1= (22")k+1k = (2 +1) (),

a wiec jest to liczba zlozona.
Ostatecznie, jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest n = 1.

6. Dana jest kwadratowa plansza o rozmiarze 2018 x 2018. Dwéch graczy wyko-
nuje na przemian ruchy w postaci wyboru koloru czarnego lub biatego i postawieniu
pionka w tym kolorze na jakim$ pustym polu. Gre wygrywa ten, po ktérego ruchu
na planszy znajdzie si¢ ciag pieciu pionkéw w jednym kolorze (poziomo, pionowo lub
na skos). Stwierdzié, czy gracz pierwszy ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze gracz drugi ma strategie wygrywajaca. Jego strategia wyglada na-
stepujaco: jezeli moze dostawié piaty pionek do pewnego ciagu, robi to i wygrywa; w
przeciwnym razie wybiera kolor przeciwny do koloru, ktéry wybral jego przeciwnik
w poprzednim ruchu i stawia pionek na polu symetrycznie odbitym wzgledem $rod-
ka planszy. Oczywistym jest, ze jezeli nie mégt dostawié¢ piatego pionka, to po jego
ruchu réwniez nie bedzie to mozliwe, ze wzgledu na symetrie ustawienia pionkow.
Zatem strategia ta zapewnia zwyciestwo graczowi drugiemu.

7. Niech a,b € Z i niech ¢ < d beda takimi kolejnymi liczbami catkowitymi, ze
zachodzi 16wno$é a — b = a?c — b?d. Udowodnié, ze |a — b| jest kwadratem liczby
calkowitej.
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Rozwiazanie:
Zapiszmy d = ¢ + 1 i podstawmy:

a—b=a’c—b*(c+1)=d’c—b*c+b*=(a—b)(a+b)c—0b
a stad
b’ = (a —b)(c(a+b) —1).

Oczywidcie jezeli p jest liczba pierwsza i p | (a —b), to p | b2, czyli p | b, a wiec
p| (a—>b)+2b= (a+b). Stad wiec NWD(a — b,c(a +b) — 1) = 1. Jednak kazda
liczba pierwsza wystepuje parzysta liczbe razy w wyrazeniu b2, a wiec wystepuje tez
parzysta liczbe razy w kazdym z wyrazen a — b i c(a + b) — 1. Stad wiec |a — b] jest
kwadratem liczby calkowitej.

8. Dany jest trojkat ABC. Niech O oznacza $rodek okregu opisanego na tym
tréjkacie, a H oznacza punkt przeciecia sie wysokosci tego trdojkata. Punkt A lezy
po przeciwnej stronie prostej OH niz punkty B i C. Niech da, dp, dc oznaczaja
odlegtoéci odpowiednich wierzchotkéw tréjkata ABC od prostej OH. Pokazaé, ze
da =dp + dc.

Rozwiazanie:

Lemat (Euler). Niech M 4 oznacza §rodek odcinka BC. Wéwczas |AH| = 2|M40|.

Dowdd lematu. Niech Mp oznacza $rodek odcinka C'A oraz niech H, 1 Hp ozna-
czaja srodki odcinkéw AH i BH. Oczywiscie HaHp || AB || MaMp, a wigc zachodzi
réwnosé

1
|HaHp| = 5|AB| = [MaMp|.

Ponadto M4O || AH i Mg || BH. Zatem tréjkaty HHaHp i OMsMp sa przysta-
jace. Stad dostajemy réwnosé |AH| = 2|HaH| = 2|M 40|, co nalezalo dowies¢.

Niech teraz Xa, Xp, X¢ i X oznaczajg rzuty kolejno punktow A, B, C i
M4 na prosta OH. Oczywiscie trojkaty AHX 4 1 MaOX); sa podobne i zachodzi
|AX 4| = 2|M 4 X |. Ponadto, czworokat BX g X C to trapez prostokatny i zachodzi
|IMaXn| = 3(|BXg|+|CXc|). Stad wiec otrzymujemy:

dyg = |AXA| = 2|MAXM| = |BXB| + |CXO‘ =dp+dc,

co nalezalo udowodnié.

9. Dana jest plansza o rozmiarze 100 x 100. Ile maksymalnie (3,1)-skoczkéw
mozna postawié na planszy tak, aby zadne dwa skoczki siebie nie atakowaly? (3,1)-
skoczki atakujq siebie jezeli stojg ma przeciwleglych wierzchotkach prostokgta o roz-
miarze 2 X 4.

Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze jak ustawimy skoczki w co drugiej kolumnie, to dosta-
niemy poprawne ustawienie skoczkow, ktore pokrywa potowe podl.

Pokazemy teraz, ze nie da sie tego zrobi¢ lepiej.

W tym celu ponumerujmy pola prostokata 2 x 6 w nastepujacy sposob:
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11352 |4|6
214161135

Oczywistym jest, ze skoczek ustawiony w pewnym polu atakuje drugie pole z ta-
ka sama cyfra. Oznacza to, ze nie mozna wypelnié¢ takiego prostokata wiecej niz
szescioma skoczkami.

Nastepnie ponumerujmy pola prostokata 4 x 8 w nastepujacy sposéb:

1 914 (10| 7 |13 8 |16
103 13,6 |11 4 |14 | 7
2 |11 | 5 |14] 3 |12| 6 | 15
9 (1 |12 2 |15] 5 |16 | 8

Podobnie jak poprzednio, kazda liczba wystepuje dwukrotnie i skoczek postawiony w
pewnym polu atakuje drugie pole o tym samym numerze. Wynika stad, ze prostokata
o rozmiarze 4 x 8 réwniez nie da sie wypelnié¢ wieksza liczba skoczkéw niz potowa
liczby pol.

Zauwazmy przy tym, ze z prostokatéw 2 x 6 mozna utworzy¢ prostokat 4 x 6, a z
dwdch takich prostokatéw i jednego o rozmiarze 4 X 8 mozna utworzy¢ prostokat o
rozmiarze 4 x 20. Natomiast ze 125 takich prostokatow mozna utworzy¢ prostokat o
rozmiarze 100 x 100, co oznacza, ze nie mozna pokry¢ go skoczkami w liczbie wickszej
niz potowa liczby jego pél.

Zatem mozna postawié na tej planszy maksymalnie 5000 (3, 1)-skoczkéw.

10. Udowodnij, ze rownanie
(2+\/5)m+ (3+\/5)n = (4+\/5)k

nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych m, n, k.

Rozwiazanie:
Zalézmy nie wprost, ze istnieje rozwiazanie tego réwnania. Korzystajac z rozwi-
nigcia dwumianowego otrzymujemy

m n k
(2+\/5) +<3+\/5) 7(4+\/5> = A+ BV,
gdzie A i B to pewne liczby calkowite. Oczywiscie zakladajac, ze liczby m, n, k

speliaja réwnoéc z zadania, otrzymujemy A = B = 0.
Gdy zamienimy dodawanie na odejmowanie liczb w nawiasach, to otrzymamy:

(2-v8)" +(3-v5)" - (4-v5) =a-BVi=0.

Okazuje sie jednak, ze |2 — /5| < %, 0<3—-+v5<1lorazd—+5 > %, zatem
2-VB)m <1, 0<(3—V5)" <1oraz (4—V5)F >3 astad:
(2—%5)m+(3—\/5)"<1+1=§< (4—\/5)k
2 2 ’
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a wiec sprzeczno$é z zalozeniem, ze liczby m, n, k spelniaja réwnosé z zadania.

11. Dany jest kat ostry XOY. Wewnatrz tego kata znajduja sie punkty A i B,
przy czym zachodzi LAOX = £BOY . Niech X4, Xp oznaczaja rzuty prostopadte
punktéw A i B na prostg OX. Analogicznie, niech Y4, Yp oznaczaja rzuty pro-
stopadte punktéw A i B na prosta OY. Udowodnié¢, ze proste AB, X4Yg, XpYa
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Sposob 1. Zadanie mozna rozwigzaé¢ analitycznie. Bez straty ogdélnosci mozna
zalézyé, ze o$ wspoélrzednych x jest dwusieczna kata XOY. Wéwczas prosta OX
jest postaci y = px + g i ze zwgledu na symetrie wzgledem osi wspolrzednych x,
prosta OY ma réwnanie y = —pz — g. Poniewaz proste OA i OB odpowiednio
tworza réwne katy z prostymi OX i OY, to oznacza, ze sa odbite symetrycznie
wzgledem dwusiecznej kata XOY . Mozemy je zatem zapisac kolejno jako y = rx + s
iy=—-rz—s.

Dalej mozna wybra¢ dowolne punkty lezace na prostych OA i OB, wyznaczy¢
ich rzuty na proste OX i OY i nastepnie wyznaczy¢ punkt przeciecia prostych z tezy
zadania. Te cze$¢ pozostawiamy Czytelnikowi.

Sposéb 2. Niech C oznacza rzut punktu O na prostag AB. Oczywiscie punkty O,
A, X 4, Ya, C lezg na jednym okregu, ktérego srednicg jest odcinek OA. Analogicznie
dla piatki punktéw O, B, Xp, Yp, C. Oznaczmy te okregi kolejno przez wa i wg.

Zauwazmy rowniez, ze punkty X4, Xp, Ya, Yp leza na jednym okregu. Istotnie,
zachodzg réwnosci £ X Y40 = £ X A0 = LYpBO = £YpXpO i analogicznie
AY 21X 40 = £XgYpO. Zatem trojkaty X 4Y40 i YpY 4O sa podobne i na punktach
X4, Xp, Y4, Yg mozna opisaé¢ okrag. Oznaczmy go przez w.

Dalej, érodek okregu w lezy na prostej AB.

Jest tak, poniewaz czworokaty ABXpX 4 oraz ABYgRY, to trapezy prostokatne, a
wiec odleglosé srodka odcinka AB od kazdego z punktéw X4, Xg, Ya, Y5 jest taka
sama. Niech $rodek tego okregu bedzie oznaczony przez M.

Niech teraz Z oznacza punkt przeciecia prostych X 4 Xp oraz Y Yp. Zauwazmy,
ze jest on érodkiem potegowym okregdow w, w4, wp, zatem w szczegdlnosci lezy na
prostej OC.

Niech D oznacza punkt przeciecia prostych X Yp i XpYa. Jako, ze punkt Z
lezy na przecigciu przekatnych czworokata X 4 XpYgpYy, to punkt D jest biegunem
prostej OZ wzgledem okregu w, zatem prosta M D jest prostopadia do prostej OZ.
Wiemy jednak, ze prosta OZ jest rowniez prostopadla do prostej AB i na prostej
AB lezy punkt M. Zatem proste AB i M D pokrywaja sie. Stad wiec proste X 4Yp,
XpYa i AB przecinaja sie w jednym punkcie, co nalezato dowiesé.

12. Znajdz wszystkie pary liczb calkowitych x i y spelniajace rownanie
225 +¢y" =11
Rozwiazanie:
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Zauwazmy, ze 6 - 7+ 1 = 43 jest liczba pierwsza. Mozliwe reszty modulo 43 to:

22% mod 43 € {0,2,8,22,27, 32,39, 42},
11 — 5" mod 43 € {4,5,10,11,12,17,18}.

Zatem nie istnieja rozwiazania tego rownania w liczbach catkowitych.
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Mecz matematyczny grupy starszej

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : Q4 — Z, ze dla dowolnego xz € Q4
mamy f(z) = f(%) oraz dla dowolnej liczby wymiernej x > 1 zachodzi réwno$é

(@+1)f(z—1) =zf(z).

Rozwiazanie:
Z réwnosci 3f(1) = 2f(2) wynika, ze f(1) jest liczba parzysta. Oznaczmy a =

@. Udowodnimy indukcyjnie, ze dla liczby wymiernej r zapisanej w postaci nie-

skracalnej jako % mamy f(r) = a(p + q). Indukcja bedzie ze wzgledu na sume p + g.
Start indukcji dziala. Zalézmy, ze dla wszystkich liczb wymiernych, w ktérych suma
licznika i mianownika jest mniejsza od p + ¢ nasza rownos$é¢ zachodzi. Wykazemy, ze
f(r) =alp+ q). Jako, ze f(r) = f(%), to wystarczy pokazaé ta réwnosé dla r > 1.
Wéwcezas liczba r — 1 zapisana w postaci ’%q rowniez ma postaé¢ nieskracalng oraz

(p—q)+q=p<p+q. To oznacza, ze

pta
fry = CAOIED L L ap+a)

r

co konezy dowéd indukeyjny. To oznacza, ze f (%) = 1 dla liczb wzglednie pierwszych
p,q oraz pewnej calkowitej stalej a.

2. Niech n bedzie liczba dodatnia catkowita, a x,y takimi liczbami dodatnimi,
ze z" 4+ y™ = 1. Udowodnié, ze
SR et 1
<
(kzzl 1 +x4k)(; 1 +y4k) (1—2)(1-vy)

Rozwigzanie:

1+a®
1+a
(1 —a)(1 —a®) > 0, czyli jest zawsze prawdziwa. Mamy wiec

Nieréwnosé

< % dla liczby dodatniej a < 1 jest réwnowazna nierdwnosci

R L "Ll =1 11—z 1—y» 1

co nalezato pokazad.

3. Niech k > 2 bedzie liczbg catkowita, ponadto m,n wzglednie pierwszymi
liczbami catkowitymi wiekszymi niz 1. Udowodnié, ze rownanie:

A R W



ma nieskoficzenie wiele rozwigzan (z1,--- ,xzpy1) € ZFHL.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, zauwazmy najpierw, ze jak (x1, - - , Tx+1) spelnia warunki zadania,
to dla dowolnego s mamy, ze (s"x1,- - s"xk, $™xk+1) tez spelnia warunki zadania,
zatem naszym celem jest znalezienie jednego rozwiazania. Wezmy 1 = 9 = -+ =
x¥ = x, przy czym x ma dana liczbe pierwsza p w rozkladzie u razy, ze jak dodamy
do um wv,(k), to dostaniemy wielokrotno$é n (jest to mozliwe na mocy Chinskiego
Twierdzenia o resztach). Wéwcezas suma ich m-tych poteg da nam n ta potege,

poniewaz te wszystkie liczby sa dodatnie, to dostajemy teze zadania.

4. Zmalezé wszystkie wielomiany P(x) o wspélezynnikach catkowitych, takie, ze
dla dowolnych liczb calkowitych a, b, ¢, takich, ze a® 4+ b? # ¢? jest spelniona podziel-
noéé a? + v? — ¢?|P(a) + P(b) — P(c).

Rozwiazanie:

Pokazemy najpierw, ze jesli wielomian trzech zmiennych P(x,y, z) i wspdlczynni-
kach catkowitych spetnia zaleznosé: a? +b% — ¢2|P(a, b, ¢) dla dowolnych catkowitych
a, b, c, takich, ze a®+b? # c?, to wielomian P(z,y, z) jest podzielny przez x?+y? —22.
Podzielmy wielomian P(x,y, 2) przez wielomian 22 + y? — 22 tak byla reszta miala
stopienn po zmiennej z co najwyzej 1. Oznaczmy te reszte przez R(x,y, z). Zauwaz-
my, ze P(x,y,2) = (2% + y? — 22)W(z,y, 2) + R(z,y, 2) oraz wielomiany W i R
majg wspolczynniki caltkowite. Podstawmy za y, z jakie$ liczby b, ¢ oraz za x liczbe
a, gdzie a >> y, z. Wowcezas a? +b? — c?|R(a, b, ¢). Oczywiscie R(a, b, ¢) jest mniejsze
niz a? +b% — 2, zatem R(a, b, c) = 0, dla nieskoficzenie wielu a to zachodzi, czyli dla
dowolnego a mamy R(a,b,c). Poniewaz b i ¢ tez sa dowolnie dobrane, to mozemy
stwierdzi¢, ze wielomian R jest zerowy. Podstawiajac b = ¢, dostajemy, ze zacho-
dzi podzielno$é¢ a?|P(a) dla dowolnego a calkowitego dodatniego. Zatem mozemy
stwierdzi¢, ze wielomian P jest podzielny przez 2, innymi slowy istnieje wielomian
Q(z) € Z]x] taki, ze P(z) = 2?Q(z). Oczywiscie z tego, co wezesniej powiedzielismy
wielomian 22Q(x) + y2Q(y) — 22Q(z) jest podzielny przez z? + y? — 2. Poniewaz
dlaz = u? —v? y = 2uv i z = u? + v? wyrazenie 22 + y? — 22 sie zeruje, wiec
(u? —v?)2P(u? — v?) + (2uv)? P(2uwv) = (u? +v?)? P(u? +v?). Jedli stopien wielomia-
nu P jest dodatni, to dla duzych u, v mamy, ze (u? —v?)?P(u?—v?)+(2uv)? P(2uv) <
(u? — v2)2P(u? + v?) + (2uv)?P(u? + v?) = (u? + v?)?P(u? + v?), co jest niemoz-
liwe. Zatem Q(x) jest stala, widzimy, ze wielomian Q(x) = k € Z spelnia warunki
zadania, czyli P(z) jest réwne ka?.

5. Dany jest niezerowy wielomian P(x) o wspdlczynnikach calkowitych. Udo-
wodnié, ze istnieje N calkowite, takie, ze dla kazdego n > N liczby P(n) i 22" +1
sa wzglednie pierwsze.

Rozwiazanie:

Udowodnimy najpierw, ze dowolny dzielnik pierwszy liczby 22" + 1 przystaje do
1 modulo 2"+, Zauwazmy, ze podzielnosé p|22" + 1 implikuje nam p|22" —1, czyli
zaréwno p — 1 jak i 2”71 musza byé podzielne przez rzad 2 modulo p. W zwiazku
z tym rzad 2 musi by¢ potega dwojki, jesli to bedzie 2%, gdzie k < n, to p|22" — 1,
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wiec p|22n — 1, co pozwala nam stwierdzié, ze p|2, co jest niemozliwe. Zatem rzad
2 modulo p réwna sie 2", W zwiazku z tym dowolny dzielnik rézny od 1 liczby
22" + 1 jest co najmniej réwny 2"*! + 1. Zauwazmy, ze dla duzych n liczba P(n)
jest mniejsza niz 2"+ + 1, gdyz prawa strona roénie wyktadniczo, natomiast liniowa
wielomianowo, zatem dla duzych n jedynym dzielnikiem liczb P(n) i 22" + 1 jest
jedynka, co chcieliSmy udowodnié.

6. Dany jest ciagg zawierajacy 1000 réznych liczb rzeczywistych. Wykazaé, ze
istnieje w nim podciag rosnacy dtugosci 28 lub podciag malejacy dtugosci 38.

Rozwigzanie:

Oznaczmy liczby w ciagu przez aq, aq, ..., aip00- Oznaczmy przez r;, m; dlugosci
odpowiednio najdtuzszych podciagdédw rosnacych i malejacych, ktore zaczynaja sie
od a;. Jasne jest, ze dla ¢ < j jedli a; < ay, to r; > r; oraz gdy a; > aj, to
m; > m;. To oznacza, ze pary (r;,m;) sa parami rézne. Jako, ze 1000 > 27 - 37, to
na pierwszej wspolrzednej mamy przynajmniej 28 réznych mozliwosci lub na drugiej
mamy przynajmniej 38 réznych mozliwosci. W obu przypadkach dostajemy teze
zadania.

7. Wyznacz wszystkie liczby caltkowite dodatnie n, dla ktérych elementy zbioru
{1,2,...,n} moga byé pomalowane na dwa kolory, w taki sposéb, ze spelniony jest
warunek: istnieje dokladnie 1558 uporzadkowanych tréjek a,b, ¢ ze zbioru S (a,b,c
nie musza by¢ parami rézne), w ktérych liczby a, b, ¢ sa tego samego koloru, a ich
suma dzieli sie przez n.

Rozwiagzanie:

Powiedzmy, ze mamy kolorowanie na bialo i czarno, przy czym jest doktadnie
x liczb bialych i y czarnych. Policzymy liczbe tréjek, ktére maja sume elementéw
podzielng przez n oraz nie sa jednokolorowe. W takiej tréjce (, y, z) dokladnie jedna
z par (z,v), (y, 2), (z,x) jest taka, ze pierwsza liczba jest biala, a druga czarna. Z
drugiej strony, majac taks pare, chcac dobra¢ do niej trzecia liczbe, jest ona wybrana
na doktadnie jeden sposéb oraz moze by¢ na kazdej z trzech pozycji. To oznacza,
ze liczba szukanych tréjek dwukolorowych to 3xy. Laczna liczba tréjek o sumie
podzielnej przez n to n?, gdyz wybierajac pierwsze dwie z nich trzecia moze byé
dobrana na dokladnie jeden sposéb. Mamy zatem, ze liczba tréjek jednokolorowych
ton? —3zy = (x +vy)? — 3zy = 22 — ry +y2. Z drugiej strony jest to dokladnie 1558.
Wynika stad, ze liczby x,y sa parzyste, jednak wtedy 4 | 2% — xy + y?, ale 4 { 1558.
To oznacza, ze taka liczba n nie istnieje.

8. Liczby catkowite dodatnie k,l,m,n sa takie, ze prostokat k x [ mozna cal-
kowicie pokry¢ uzywajac nienachodzacych na siebie pionowych paskéw 1 x n oraz
poziomych m x 1. Wykazaé, ze prostokat ten mozna pokryé¢ uzywajac tylko jednego
rodzaju z tych paskow.

Rozwiazanie:
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Niech w, v beda pierwiastkami pierwotnymi odpowiednio n—tego i m—tego stop-
nia z jedynki. W polu znajdujacym sie w ¢i—tej kolumnie i w j-tym wierszu wpiszmy
liczbe wiy?. Z faktu w +w? + ...+ w" = v+ 92+ ... + 9™ = 0 wynika, ze kazdy
pasek zajmuje pola, ktérych suma jest réwna 0. To oznacza, ze suma liczb wpisanych

1
wszystkie pola szachownicy to 0. Z drugiej strony jest ona réwna w’y(“j_‘f)(%).
Widzimy wigc, ze przynajmniej jeden z nawiaséw musi by¢ réwny 0, zatem n | k lub

m | . W obu przypadkach teza jest oczywista.

9. Przekatne czworokata ABC D przecinajg sie w punkcie P. Punkty O, O3 sa
srodkami okregéw opisanych na tréjkatach APD, BPC. Niech M, N, O bedg $rod-
kami odcinkéw odpowiednio AC, BD, O105. Udowodnié, ze O jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkacie M N P.

Rozwiazanie:

Niech S bedzie drugim punktem przeciecia okregdéw opisanych na trdjkatach
APD,BPC. Wéwczas < SAD = 4SPB = J{SCB i podobnie <SDA = 4<SBC.
To oznacza, ze S jest srodkiem podobienstwa spiralnego przeksztalcajacego odcinek
AD na odcinek C B. Podobienstwo to przeksztalca punkt O; na punkt Os. To ozna-
cza, ze istnieje podobienstwo spiralne o $rodku w punkcie S przeksztalcajaca punkt
O; na punkt D oraz Oy na B, czyli odcinek 0102 na odcinek DB. Widzimy wiec,
ze przeksztalca tez punkt O na punkt N. Jako, ze tréjkaty SOO2, SN B sa podobne
spiralnie, to tréjkaty SON oraz SO2B réwniez sa podobne spiralnie. Oczywiscie
025 = O9B, czyli tez OS = ON. Analogicznie OS = OM. Ponadto prosta 0104
jest symetralng odcinka PS, czyli OS = OP, co w polaczeniu z wczesniejszymi
rownosdciami daje teze zadania.

10. Dany jest trojkat ABC oraz punkt P, ktéry lezy wewnatrz niego. Z punktu
P prowadzimy prosta k prostopadia do AP, ktéra przecina prostg BC' w punkcie
X. W analogiczny sposéb definiujemy proste [, m oraz punkty Y, Z. Udowodnié, ze
punkty X,Y i Z leza na jednej proste;j.

Rozwiazanie:

Niech w bedzie dowolnym okregiem o §rodku w punkcie P. Niech prosta a bedzie
biegunowa punktu A, natomiast punkt (BC') biegunem prostej BC'. Analogicznie
definiujemy b, ¢, (C'A), (AB). Wéwczas trojkat (BC)(C A)(AB) ma boki zawierajace
sie¢ w prostych a, b, c. Oznaczmy przez x biegunows punktu X. Wéwczas x przecho-
dzi przez punkt (BC). Ponadto z L PX | PA L a, co oznacza, ze x jest prosta
zawierajaca wysokosé tréjkata (BC)(C A)(AB). Rozumujac analogicznie dla y, z do-
stajemy, ze proste x,y,z przecinaja sie w jednym punkcie, a co za tym idzie, ich
bieguny sa wspotliniowe, co nalezalo pokazaé.

11. Dany jest tréjkat ABC, ktérego okrag opisany to €2. Punkt M jest srodkiem
tuku BC w okregu €, ktéry zawiera punkt A, natomiast punkt L jest spodkiem
dwusiecznej poprowadzonej z wierzchotka A. Prosta M1 przecina okrag 2 w punkcie
K, gdzie I to érodek okregu wpisanego w ABC. Okrag opisany na AK L przecina
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BC w punkcie T'. Wiedzac, ze X jest przecieciem M I oraz BC, a'Y jest przecieciem
TIi AK, udowodnié, ze XY || Al

Rozwiazanie:

Pokazemy najpierw, ze punkt 7" jest punktem stycznosci okregu A-miztilinear z
okregiem 2. Rozwazmy inwersje o sSrodku w punkcie A i promieniu v ABAC zlozona
z symetrig wzgledem dwusiecznej kata BAC. W takim przeksztatceniu mamy B — C
oraz C — B. Roéwniez Q) — BC i odwrotnie oraz AB — AC i odwrotnie. Obraz
okregu A-mixtilinear musi by¢ styczny do prostych AB i AC' i BC, przy czym musi
sie znajdowaé po przeciwnej stronie BC co A, czyli ten obraz to okrag dopisany
do boku BC. W zwiazku z tym punkt T przejdzie w tym przeksztalceniu na punkt
stycznosci okregu dopisanego, ktory oznaczmy przez W. Punkt I przejdzie na punkt,
ktéry lezy na dwusiecznej kata BAC. Latwo zauwazyé, ze AB - AC = Al - AJ,
czyli I — J. Obraz punktu M bedzie lezal na prostej BC oraz bedzie lezal na
dwusiecznej kata zewnetrznego BAC. Oznaczmy to przeciecie jako U, zatem M +—
U. Jezeli chcemy pokazaé, ze M, I i K sa wspotliniowe, to wystarczy pokazaé, ze
obrazy tych punktéw w przeksztalceniu beda lezaly na jednym okregu wraz z A.
Tymczasem JUAJ = 90° = JUWJ, wiec rzeczywiscie punkty U, A,J i W sa
wspélokregowe. Niech NV bedzie takim punktem na okregu €2, ze MN jest jego
Srednica, jesli wezmiemy inwersje w N, ktéra przeksztalca €2 na prosta BC, to okrag
opisany na trojkacie AKL przejdzie na samego siebie, czyli K — T. Pokazemy
jeszcze, ze SAIT = 90°. Niech B’ i C' to érodki tukéw odpowiednio AC i BC
okregu Q. Stosujac twierdzenie Pascala dla szeSciokata BCC'KNA dostajemy, ze
punkt stycznoéci AB z A-mixtilinearem, punkt I oraz T leza na jednej prostej, czyli
dokladnie to, co chcieliémy uzyskaé. Zauwazmy jeszcze, ze Y KX = SAKM =

M = JITK, czyli czworokat YT X K jest cykliczny, a zatem JTY X =
<ITKX ITKM = 90° Zatem zaréwno XY jak Al sa prostopadte do IT, czyli
XY || AL
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Referaty

Podwdjne zliczanie
Maciej Dziuba, Kamil Galewski

1. W balu uczestniczylo 20 kawalerow i 20 dam. W kazdym z 99 tancéw tanczyta
dokladnie jedna para, za kazdym razem inna. W kazdej parze tanczyla dama z
kawalerem. Dowie$¢, ze istnieje takich dwoch kawaleréw i takie dwie damy, ze kazdy
z tych dwéch kawaleréw zatanczyl z obiema tymi damami.

Rozwiazanie:

Niech L oznacza liczbe tréjek osob sktadajacych sie z damy oraz dwoéch kawa-
leréw, ktorzy z nia tanczyli. Ponumerujmy damy liczbami od 1 do 20 i oznacz-
my przez a; liczbe tancéw damy o numerze i. Wéwezas dama o numerze ¢ jest w
doktadnie %ﬁl) takich tréjkach. To oznacza, ze laczna liczba takich tréjek to

ai(a;—1) as(az—1) azo(az0—1) __
7 T e 2 2
Lacznie bylo 99 tancow, wiec a3 +az + ...+ azg = 99. Z nieréwnosci miedzy srednia

kwadratowg i arytmetyczna dostajemy, ze L > (220). Skoro L jest wieksze od licz-
by par kawaleréw, to pewna para kawalerow nalezy do dwéch tréjek, co daje teze
zadania.

aj+al+..+a3y  aitast..tas _ ait+a3+..+a3,
2 2 - .

2. Niech S bedzie zbiorem n punktéw na plaszczyznie. Wiadomo, ze zadne trzy z
nich nie sg wspélliniowe. Ponadto dla kazdego punktu zbioru S istnieje przynajmniej
k punktéw, ktére maja od niego taka sama odleglosé. Wykaz, ze k < v/2n + 1.

Rozwiazanie:

Niech T oznacza liczbe obiektéw skltadajgcych sie z takiego punktu A i pary
punktéw B,C, ze AB = AC. 7 tresci zadania wiemy, ze do kazdego punktu A
mozemy dobra¢ co najmniej (g) takich par punktéw, a co za tym idzie T' > n - (’;) 7
drugiej strony, majac pare punktow B, C, wszystkie pasujace do niej punkty A leza
na symetralnej odcinka BC, czyli z warunku z zadania wiemy, ze sa co najwyzej dwa
takie punkty. Mamy zatem 2(3) >T>n- (g) Po przeksztalceniu tej nieréwnosci
dostajemy k(k—1) < 2n—2 < v/2n(v/2n + 1), skad juz wynika teza, gdyz wszystkie
liczby sa tu dodatnie.

3. Niech n bedzie liczba parzysta, a S zbiorem skladajacym si¢ z n punktéw.
Wiadomo, ze dla kazdych dwo6ch punktéw X,Y ze zbioru S istnieje taki punkt



Z €8S, 72e XZ =YZ. Wykaz, ze istnieja takie cztery rézne punkty P, A, B,C, ze
PA=PB=PC.

Rozwiazanie:

Niech n = 2k. Tak samo jak w poprzednim zadaniu, oznaczmy przez T liczbe
obiektow skladajacych sie z takiego punktu P i pary punktow B,C, ze PB = PC.
Wiemy, ze dla kazdej pary punktéw B, C istnieje punkt P tworzacy z nimi szukany
obiekt. To oznacza, ze T > (Z) = k(2k — 1). Widzimy teraz, ze pewien taki punkt
P nalezy do przynajmniej [%] = k. Punktéw réznych od niego jest 2k — 1,
czyli wéréd par punktéw pasujacych do P pewien punkt sie powtorzy. Powiedzmy,
ze jest to punkt A i ze pary A, B oraz A, C pasowaly do P. Wéwczas P, A, B, C jest
szukana czwérka punktéw.

4. W mam talent wzigto udziat m uczestnikéw, ktérych oceniato n > 3 sedziow,
gdzie n jest liczba nieparzysta. Kazdy sedzia ocenial kazdego kandydata mowiac
czy jest na TAK, czy na NIE. Kazda para sedzidow zgadzala sie w maksymalnie k

> ok n—1
ocenach. Wykaz, ze > > "=,

Rozwigzanie:

Niech L oznacza liczbe trojek skltadajacych sie z uczestnika oraz dwéch sedzidw,
ktérzy ocenili go tak samo. Tres¢ zadania méwi nam, ze L < k - (72’) WeZmy teraz
dowolnego uczestnika. Powiedzmy, ze dostal on a ocen TAK oraz b ocen NIFE,
przy czym a + b = n. Taki uczestnik jest w dokladnie (‘21) + (g) trojkach. Niech
m = 2t+1. Wartos$¢ wyrazenia (g) + (g) jest catkowita dodatnia oraz oraz skonczona,
wiec mozemy wybraé takie a, b, dla ktérych wartosé tego wyrazenia jest minimalna.
Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze a > b. Zastepujac ta pare para a — 1,b+ 1 wartos¢
naszego wyrazenia nie zmniejszy si¢, co po prostych przeksztalceniach prowadzi do
réwnosci a = b+ 1, czyli ostatecznie (3) + (5) > (*31) + (£) = . Mamy wiec

mt? < L<k- (Z), co po prostych przeksztatceniach prowadzi do tezy zadania.

5. Laczymy przeciwlegte boki szachownicy 8 x 8 otrzymujac nowa szachownice w
ksztalcie powierzchni bocznej walca. Wykaz, ze nie da sie ustawi¢ na tej szachownicy
o$miu hetmanow tak, by zadne dwa sig¢ nie bily.

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze takie ustawienie jest mozliwe. Ponumerujmy wiersze i kolumny sza-
chownicy po kolei liczbami od 1 do 8. Popatrzmy na sume wszystkich 16 wspélrzed-
nych z odmiu pol zajmowanych przez hetmany. Zaréwno na pierwszej jak i na drugiej
wsp6lrzednej liczby sa param i rézne, wiec szukana suma wynosi 2(1+24...4+8) =
72. 7 drugiej strony nietrudno zauwazy¢, ze wszystkie przekatne w jednym z kie-
runkéw moga byé utozsamianie z sumg wspolrzednych pél modulo 8. Na kazdej z
nich jest doktadnie jeden hetman, wiec suma wszystkich 16 wspéirzednych modulo 8
wynosi 1+2+...4+8 = 36, co nie jest liczba podzielng przez 8, ale 8 | 72. Otrzymana
sprzeczno$é¢ konczy dowdd.

96



6. Udowodnij, ze wéréd dowolnych pieciu 500—elementowych podzbioréw zbioru
1000—elementowego istnieja takie dwa, ktérych czesé wspoédlna liczy przynajmniej
200 elementéw.

Rozwiazanie:
Niech L oznacza liczbe trojek sktadajacych sie z pewnego elementu oraz dwéch
podzbioréw 500—elementowych, ktére zawieraja ten element. Niech x1, xo, ..., T1000

oznacza tysiac rozpatrywanych przez nas elementéw oraz niech y; oznacza licz-
b(g 500—elementowych podzbioréw z zadania zawierajacych element x;. Zauwazmy,
ze 2100 ; = 5 -500 = 2500, jako ze kazdy element 500—elementowego zbioru
zostanie thzony w tej sumie dokladnie raz, a tych podzbioréw jest 5. Ponadto
L = 2210010( ) poniewaz dla kazdego elementu z; dwa zbiory 500—elementowe,
do ktérych on nalezy, mozemy wybraé¢ na (y) sposoby. Postaramy sie znalezé ta-
kie wartosci y;, dla ktorego warto$¢ L jest mozliwie najmniejsza. Zauwazmy, ze

230?0( ) = 221000(% Cy) = 221000 2 1.9500 = 221000 2 _ 1250, co

przyjmuje najmniejsza warto$é¢ wtedy, gdy Zzoqo y? jest mozliwie najmniejsze. Ro-

zumowanie bedzie analogiczne do tego z poprzedniego zadania. Wezmy taki uktad y;,
dla ktorego suma kwadratéw jest najmniejsza. Gdyby pewne dwie z tych liczb réznity
sie o co najmniej 2, to Zwiekszajac mniejsza o 1 i zwiekszajac mniejsza o 1 dostajemy
mniejsza sume kwadratéw przy zachowanej sumie liczb (wystarczy rozpisaé i pordw-
na¢). To oznacza, ze minimalng sume kwadratéw dostajemy majac wérdd liczb 500
dwdjek oraz 500 tréjek. Widzimy teraz, ze L = 21000 (%) = 500((3) + (3)) = 2000.
Istnieje (g) = 10 par podzbioréw, czyli ktéras para jest w przynajmniej dwustu
tréjkach, co nalezato pokazad.
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Wielomiany
Maciej Dziuba, Kamil Galewski

1. Wykaz, ze jezeli dowolny wielomian postaci 28 +ax®+bx?+cz+d ma wszystkie
pierwiastki rzeczywiste, toa =b=c=d = 0.

Rozwigzanie:
Poniewaz wspétczynniki przy 2° i 2* w tym wielomianie sa réwne 0, to na mocy

wzorow Viete’a
6
E x; =0, E z;x; =0
i=1 1<i<;<6

gdzie x; sg pierwiastkami tego wielomianu. Stad

6 6

doai =0 ) =2-( Y, @) =0

i=1 i=1 1<i<j<6

Poniewaz wszystkie liczby x; sa rzeczywiste oraz suma ich kwadratow jest rowna 0,
tox; =0dlade {1,2,...,6}. To natomiast implikuje, ze wielomian z zadania jest
réwny 2%, czylia=b=c=d = 0.

2. Znalez¢ wszystkie wielomiany postaci anpz™ + an_12" * +...4+a12 + ag, gdzie
a; € {—1,1} (0 < i < n), ktérych wszystkie pierwiastki sa rzeczywiste.

Rozwiazanie:

Na mocy wzoréw Viete’a zachodzg wzory

2x2 xizl
Ap— Uy
2t +ad 4ol = (@) = 2D wary) = (-2 -2 <3
i i<j " "

Jednakze na mocy nieréwnosci pomiedzy Srednig arytmetyczna a geometryczng za-
chodzi

o2 a2 < it ai+.. a2 p 3
n n

skad n < 3. Gdy n = 3, w powyzszej nieréwnosci zachodzi réwnosé, co jest mozliwe
jedynie dla |z1| = |z2| = |z3] = 1. Rozpatrzenie przypadkéw pokazuje, ze jedyne
wielomiany trzeciego stopnia spetniajace warunki zadania to (23) — x4 (22 — 1) oraz
—((2®) — 2 £ (22 — 1)). Rozpatrzenie n = 1 lub n = 2 jest proste - rozwigzania to
r—1o+1, —2x—-1, —2+1,22+z—1, —(z2+2-1)



3. Wielomian P o wspélczynnikach catkowitych spelnia réwnosci |P(a)| = |P(b)| =
|P(c)] = 1 dla pewnych trzech parami réznych liczb calkowitych a,b,c. Wykaz, ze
nie istnieja calkowite pierwiastki tego wielomianu.

Rozwiazanie:

Zal6zmy, ze istnieje catkowite d, ze P(d) = 0. Poniewaz dla dowolnego wielomia-
nu o wspdlezynnikach rzeczywistych W i dowolnych réznych liczb catkowitych a,b
zachodzi a — b|W (a) — W(b), to kazda z liczb a — d, b — d, ¢ — d musi dzieli¢ 1, co
nie moze zaj$¢. Uzyskana sprzecznosé konczy dowdd.

4. Wykaz, ze kazdy wielomian o wspolczynnikach rzeczywistych jest réznica
dwoch rosnacych wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych.

Rozwiazanie:

Niech W bedzie rozpatrywanym przez nas wielomianem o wspoltczynnikach rze-
czywistych. Rozwazmy wielomian A(z) = (W'(z))? + 1, gdzie W’(z) jest pochodna
z wielomianu W (z). Niech @ bedzie dowolnym wielomianem, ktérego pochodna jest
A(z). Nietrudno zauwazy¢, ze @) jest rosnacy, jako ze jego pochodna - A - jest za-
wsze dodatnia. Ponadto wielomian W (x) 4+ Q(x) jest rosnacy - gdyby bowiem jego
pochodna réwna (W'(z))? + 1 + W/(z) byla w pewnym momencie mniejsza badz
réwna 0 dla pewnego = = a, to biorac dowolne b takie, ze (W’ (b))% + 1+ W'(b) > 0
dostajemy na mocy ciaglosci, ze pomiedzy a i b istnieje pierwiastek wielomianu
(W'(2))? + 1+ W'(x). Wtedy W’(c) bylby rozwiazaniem réwnania 2% +z + 1 = 0,
co nie moze zajsé¢, jako ze to rownanie kwadratowe ma ujemny wyrdznik. Skoro
wielomiany W (z) 4+ Q(x) oraz Q(x) sa rosnace, to W(z) = (W(z) + Q(z)) — Q(z)
jest szukanym przez nas przedstawieniem W w postaci réznicy dwdch rosnacych
wielomianéw.

5. Znajdz wszystkie wielomiany o wspotczynnikach rzeczywistych f takie, ze dla
kazdej tréjki liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniajacych ab + bc + ca = 0 zachodzi
nastepujaca réwnosé

fla=b)+ fb—c)+ flc—a)=2f(a+b+¢)

Rozwigzanie:

Widzimy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x trojka 6z, 3z, —2x spelnia waru-
nek ab 4 bc + ca = 0, zatem mamy réwnosé¢ f(3z) + f(5x) + f(—8x) = 2f(7z).
Obie strony sa wielomianami, ktore sa zawsze réwne, wiec musza to by¢ takie
same wielomiany. Zapisujac wielomian f w postaci a,x™ + ... + a1 + ag moze-
my poréwnaé wspétezynniki stojace przy x' po obu stronach i dostajemy réwnosé
31+ 5° + (=8) = 2 7. Nietrudno sprawdzié, ze dla odpowiednio duzych i liczba
(—8)% ma wigkszy modut niz liczba 2 - 7% — 3* — 5¢ (mozna z obu stron wyciagnaé 8°
przed nawias). Z kolei sprawdzajac matle ¢ dochodzimy do wniosku, ze jedyne moz-
liwe wartosci ¢ spelniajace podana réwnoéé to 2 oraz 4. To oznacza, ze jedynie przy
2 oraz 2 wielomian f moze mieé¢ niezerowe wspétczynniki. Z drugiej strony mozna
sprawdzié, ze wielomiany postaci pz* +qz? spelniajg podany warunek dla dowolnych

99



liczb rzeczywistych p, . Robimy to sprawdzajac, ze wielomiany z#, 22 spetniaja po-
dany warunek oraz, ze dowolna kombinacja liniowa dobrych wielomianéw réwniez
jest dobra.

6. Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia n > 1 o wsp6tczynnikach catkowitych
oraz niech k bedzie dodatnig liczba catkowita. Rozpatrujemy wielomian Q(z) =
P(P(...P(P(x))...)), gdzie P wystepuje k razy. Wykazaé, ze istnieje co najwyzej n
takich liczb catkowitych ¢, ze Q(t) = t.

Rozwiazanie:

Zal6zmy nie wprost, ze istnieja parami rézne liczby calkowite aq,aq,...an41,
ktére sa punktami stalymi wielomianu Q. Z faktu a — b | P(a) — P(b) dla do-
wolnych liczb caltkowitych a,b dostajemy, ze dla a; # a; wszystkie liczby ciagu
a; — aj, P(a;) — P(a;), P(P(a;)) — P((a;)),...,Q(a;) — Q(a;) = a; — a; wszystkie
wyrazy sa niezerowe oraz kazdy wyraz dzieli nastepny. Wiemy jednak, ze skrajne
wyrazy sa réwne, zatem moduly wszystkich tych liczb sa réwne, czyli w szczegdlno-
§ci a; — a; = £P(a;) — P(a;). Gdyby jednak istnialy jednoczesnie pary, w ktérych
mamy rézne znaki, to istnialyby tez takie pary majace jeden wspdlny element. Bez
straty ogélnosci zalézmy, ze a; —as = P(a1) — P(az) oraz a; — as = P(as) — P(aq).
Dodajac te réwnosei stronami dostajemy 2a; — ay — ag = P(a3) — P(az). Prawa
strona jest jedna z liczb a3z — as, a2 — as. Oba przypadki prowadza do sprzeczno-
Sci z tym, ze ay jest rézne od as i as. To oznacza, ze dla kazdej pary ¢,j mamy
a; —a; = P(a;) — P(a;) lub dla kazdej pary a; — a; = P(a;) — P(a;). Rozwazymy
tylko pierwszy przypadek, drugi jest analogiczny. Po wstawieniu j = 1 dostajemy
P(a;) —a; = P(a1) — ay. Oznaczajac ¢ = P(a1) — a1, R(z) = P(x) — z — ¢ widzimy,
ze wielomian R ma stopien n, a kazda z liczb a; jest jego pierwiastkiem. Tych liczb
jest wiecej niz n, co prowadzi do sprzecznosci, ktora konczy dowdd.

7. Niech P bedzie wielomianem o wspélczynnikach catkowitych. Wykaz, ze jezeli
P(P(...P(x)...)) = = dla pewnej liczby caltkowitej « (P wystepuje n razy), to
P(P(z)) = «.

Rozwiazanie:

Rozwazmy nastepujacy ciag: ©o = = i 541 = P(zy) dla k > 0. Zalézmy, ze
) = xo. Wiemy, ze

di = 01 — x| P(@ig1) — P(x;) = Tipo — Tigp1 = dia

dla wszystkich ¢, co razem z dj, = d + 0 daje |do| = |d1]| = ... = |d]|.

Zaltézmy, ze dy = dg = d # 0. Wtedy dy = d (w przeciwnym razie xs = xp i
xo nigdy nie wystapi ponownie w ciagu x,, co rodzi sprzecznosé¢). Podobnie d3 = d
itd., skad xx = o + kd # xo¢ dla wszystkich k, sprzecznos¢. Stad di = —dy, wiec
To = Xg.

8. Wykaz, ze jezeli dla pewnego wielomianu P o wspoétczynnikach rzeczywistych
P(P(z)) jest kwadratem pewnego wielomianu o wspélezynnikach rzeczywistych, to
P(x) réwniez jest kwadratem pewnego wielomianu o wspélczynnikach rzeczywistych.
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Rozwiazanie:

Wielomian P(P(x)) jest kwadratem pewnego wielomianu, wiec ma stopiefn pa-
rzysty, co oznacza, ze wielomian P réwniez ma stopien parzysty. Oznaczmy przez
Z1, 29, - - - , 2n, Wszystkie pierwiastki zespolone wielomianu P, gdzie n jest stopniem P.
Rozwazmy najpierw przypadek, w ktérym pewien pierwiastek jest nieparzystokrot-
ny. Wowczas sa przynajmniej dwa takie. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze z1 # zo
maja krotnosé nieparzysta. Wielomian P(z) jest iloczynem czynnikéw postaci  — z;,
zatem P(P(x)) jest iloczynem czynnikéw postaci P(z) — z;. Dla z; # z; wielomiany
P(z) — z, P(x) — z; rbznig si¢ o stala rézna od 0, czyli sa wzglednie pierwsze. To
oznacza, ze P(x) — z1, P(z) — z2 sa kwadratami wielomianéw o wspélczynnikach
zespolonych, powiedzmy Q2, R?. Wéwcezas 21 — 22 = Q? — R2 = (Q — R)(Q + R).
Wielomiany, Qr, Q+ R sa stale, czyli Q, R tez, a co za tym idzie P jest wielomianem
statym. Jest to stata bedaca liczba rzeczywista nieujemna, zatem P jest kwadratem
wielomianu stalego. Teraz rozwazmy przypadek, w ktérym kazdy pierwiastek ma
krotno$é parzysta. Dla dowolnego pierwiastka nierzeczywistego z, liczba 2z’ beda-
ca jej sprzezeniem réwniez jest pierwiastkiem P. Dzielac P przez (z — z)(x — 27),
majacy wspoélczynniki rzeczywiste, dostajemy wielomian o wspoélczynnikach rzeczy-
wistych. Powtarzajac to rozumowanie dostaniemy, ze krotnos¢ kazdego pierwiastka i
jego sprzezenia sa takie same. Biorac wielomian bedacy pierwiastkiem z wielomianu
P mozemy go zapisa¢ w postaci iloczynu czynnikow = — z;, a wszystkie nierzeczy-
wiste pierwiastki mozemy ze soba polaczy¢ dostajac czynniki bedace wielomianami
o wspdlezynnikach rzeczywistych. Oznacza to, ze wielomian bedacy pierwiastkiem z
P ma wspélczynniki rzeczywiste, co konczy dowdd.
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Podobienstwo (spiralne) tréjkatéw
Maciej Dziuba, Kamil Galewski

1. Niech ABCD bedzie czworokatem oraz niech F i F' beda punktami na odcin-
kach odpowiednio AD i BC, przy czym g—g = ?—g. Potprosta F'E przecina pélproste
BA i CD odpowiednio w punktach S i T. Wykaz, ze okregi opisane na tréjkatach
SAE, SBF, TCF, TDE przechodza przez pewien punkt wspélny.

Rozwigzanie:

Niech M bedzie Srodkiem podobienstwa spiralnego S ktore przeksztalca A na
B i D na C. Wtedy przeksztalca ono AD na BC oraz E na F, jako ze dzielg one
odcinki odpowiednio AD i BC' w tym samym stosunku. Stad S przeksztalca odcinki
AFE na BF oraz ED na FC. Implikuje to, ze M jest wspdlnym punktem Miquela
czworokatéw ABFE 1 EFCD. Stad lezy on na okregach opisanych na tréjkatach
SAE, SBF, TCF, TDE.

2. Niech ABCDE bedzie pieciokatem wypukltym, w ktérym < BAC = 4CAD =
IDAEFE oraz YABC = SACD = SADE. Przekatne BD i CFE przecinaja sie w
punkcie P. Wykaz, ze prosta AP potowi odcinek CD. Rozwiazanie:

Niech wy i w9 beda okregami opisanymi odpowiednio na tréjkatach BAC i DAE.
Zauwazmy, ze trojkaty BAC, CAD oraz D AFE sa parami podobne. Rozwazmy podo-
bienstwo spiralne przeksztalcajace tréjkat ABC na tréjkat ADE. Z podstawowych
wlasnosci podobienstwa spiralnego wynika, ze P jest drugim punktem przeciecia wq
i wo. Poniewaz

SCBA =<4DCA

oraz

SADC = SAED

to C'D jest styczne do obu wy i ws. Stad srodek odcinka C'D ma réwna potege punktu
wzgledem obu tych okregéw, wiec lezy na ich osi potegowej - prostej AP.

3. Niech N bedzie érodkiem tuku ABC okregu opisanego na tréjkacie ABC oraz
niech NP, NT beda stycznymi do okregu wpisanego w AABC poprowadzonymi
z punktu N (P i T leza na okregu wpisanym). Proste BP i BT przecinaja okrag
opisany na AABC po raz drugi w punktach odpowiednio Py i Ty. Wykaz, ze PP, =
TT.

Rozwigzanie:



Zauwazmy, ze
SIBN = SIPN = SITN = 90°.

Stad BPITN jest pieciokatem wpisanym w okrag. Ponadto [P = IT, co oznacza,
ze BP i BT sa sprzezone izogonalnie w kacie <ABC. Stad, z symetrii, NP, = NT;.
Zauwazmy, ze NP = NT oraz

IPNT = ¥PBT = ¥P,BT, = <P,NT}

wiec SPNP,. Zatem tréjkaty NPP;, NTT, sa przystajace. Stad PP, = TTy, co
konczy dowdd.

4. Niech ABC bedzie tréjkatem ostrokatnym, przy czym AB # AC. Punkt J
jest srodkiem okregu dopisanego do tréjkata ABC stycznego do boku BC, natomiast
punkt E jest punktem stycznosci tego okregu dopisanego i prostej BC'. Proste BC' i
AJ przecinaja si¢ w punkcie D. Okregi opisane na trojkatach ABC i ADE przecinaja
si¢ w punkcie F' # A. Wykaz, ze SAFJ = 90°.

Rozwigzanie:

Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze AB > AC; wtedy punkty F'i C leza po przeciw-
nych stronach prostej AB. Niech okrag dopisany do tréjkata ABC' styczny do boku
BC bedzie styczny do prostych AB i AC' odpowiednio w punktach P i (). Poniewaz

JEFA=<ADC = SCBA+ $BAD = 4CFA + <BAD,

to
JEFC = YEFA — YCFA = YBAD — %<IBAC

Poniewaz ¥ BFC = ¥BAC, to prosta FE jest dwusieczna kata BFC' i dostajemy,
- BF _BE _BP

CF CE CQ
Na mocy tej réwnoéci oraz faktu <FBP = 180° — SFBA = 180° — SFCA =
JFCQ mozemy wywnioskowaé, ze tréjkaty FBP oraz FCQ sa podobne. Oznacza
to, ze JFPA = 4FQA. Stad czworokat AF PQ jest cykliczny. AJ jest $rednicy tego
okregu, bo YAPJ = $AQ.J = 90°. Stad wnioskujemy SAF.J = 90°.

5. Niech ABC bedzie tréjkatem, w ktérym AB = AC # BC oraz niech I bedzie
srodkiem jego okregu wpisanego. Prosta BI przecina AC w D, natomiast prosta
przechodzaca przez D i prostopadla do AC przecina AI w E. Wykaz, ze odbicie
punktu I wzgledem prostej AC' lezy na okregu opisanym na trdjkacie BDE.

Rozwiazanie:

Niech I’ bedzie odbiciem I wzgledem prostej AC oraz niech D’ bedzie drugim
punktem przeciecia AI z okregiem opisanym na AABD. Poniewaz AD’ jest dwu-
sieczng kata BAD, to punkt D’ jest érodkiem tuku BD i DD’ = BD' = CD'.
Oczywiscie A, E, D’ leza na prostej AI w tej kolejnosci.
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Zauwazmy, ze zachodzg réwnoéci SED'D = SAD'D = SABD = JIBC =
JICB. Poniewaz D’ jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie BCD, mamy
JEDD' = 90° — 4D'DC = 4CBD = JIBC. Dwie powyzsze obserwacje poka-
zuja, ze trojkaty ED’'D i ICB s podobne. Stagd mamy

BC BC DD’ BD'
CI' CI DE DE

Dostajemy takze
IBCI' = $BCA+JACI' = $BCA+4ICA = 4BCA+<DBC = {BDA = <BCD'.

Stad mamy, ze trojkaty BCI' i BD'E sa podobne, wiec tréjkaty BCD' i BI'E
réwniez sa podobne. Skoro BC'D’ jest réwnoramienny, dostajemy BE = I'E.

Poniewaz DFE jest dwusieczna zewnetrzng kata S BDI’ oraz EI' = EB, mamy
ze E lezy na okregu opisanym na trdjkacie BDI'.

64



Réwnania diofantyczne
Jakub Wegrecki

1. Rozwiaza¢ réwnanie w liczbach catkowitych dodatnich
(Bx +4y)(4x + by) =77

Rozwiazanie:
Zachodzi 4z + 5y > 3z +4y > 1, wiec 3z 44y = 7% oraz 4z + 5y = 7°. Zauwazmy,
ze
7% =3z + 4y < 4z + 5y = 7° < 21z + 28y = 7(3x + 4y) = 7!

Zatem b nie jest liczba catkowita, co jest sprzeczne. Zatem réwnanie nie ma rozwia-
zan.

2. Rozwiaza¢ réwnanie w liczbach catkowitych dodatnich
2" + 777 = a”

Rozwiazanie:
Oczywidcie 3 | 777, wiec 2" i x? maja takie same reszty z dzielenia przez 3.
Wiadomo, ze reszty z2 to 0 lub 1, a reszty 2" to 1 lub 2. Zatem 2" przystaje do

1 modulo 3, co zachodzi tylko wtedy gdy n jest parzyste, wiec 2 | n, wigc n = 2k.
Zatem

(x—2")(z+2") =777=3.-7-37
Zatem (z—2%) = 1lub 3 lub 7 lub 3-7 lub 3-37 lub 7-37. Sprawdzamy te przypadki

i otrzymujemy wynik.
3. Rozwiaza¢ réwnanie w liczbach catkowitych dodatnich
72? =1+ y2 4 22

Rozwiazanie:

Rozpatrujac réwnanie modulo 8, dostajemy, ze = jest parzysty. Niech x =27 - k,
gdzie k jest nieparzyste oraz r > 0. Wtedy

PP = (2R D R L (PR (T (TR = 1)



Zauwazmy, ze 7 — 1 jest postaci 8k + 6, wiec ma dzielnik pierwszy postaci 4k +3 w
nieparzystej potedze. Znany lemat méwi nam, ze y? + 22 takiego dzielnika mieé nie
moze.

4. Znalez¢ wszystkie liczby pierwsze p oraz liczby calkowite dodatnie ¢, ktére
spelniaja réwnanie
P -pt+l=¢’

Rozwiazanie:

Latwo zauwazyé, ze p > q. Z réwnania wynika, ze p(p — 1) = (¢ — 1)(¢*> + ¢ + 1),
oraz NWD(p,g—1)=1gdyzp > q—1. Zatem ¢q—1 | p—1. Zatem p = (¢—1) - k+1
dla pewnego catkowitego k. Podstawmy do wyjSciowego réwnania i przeksztalémy:

PHql -+ —k+1)=0

Zeby to réwnanie mialo rozwiazanie, to A = k* — 6k2 + 4k — 3 musi by¢ kwadratem
liczby catkowitej. Dla k < 3 mamy A < 0. Dla k > 2 mamy (k*—1)2 > A > (k*-3)2
Czyli A = (k* —2)? lub A = (k? — 3)2. Rozpatrujac te przypadki dostaniemy, ze
q =T oraz p = 19.

5. Rozwiazaé¢ réwnanie w liczbach catkowitych dodatnich
=23 4=y +32 4y

Rozwiazanie:

Niech L i P oznaczaja odpowiednio lewg i prawa strone danego réwnania. Za-
uwazmy tez na wstepie, ze dla dowolnej calkowitej liczby t stuszne sg zwiazki t2 —t >
0 oraz t> +t > 0. Dlax = 0 i dla # = 1 zachodzi réwno$¢ L = 0. Liczba P jest z
kolei suma trzech nieujemnych sktadnikow, przy czym pierwsze dwa sg réwne zeru
jedynie dla y = 0. Wobec tego zaleznos¢ P = 0 jest spelniona tylko dla y = 0. W re-
zultacie uzyskujemy dwa rozwiazania (z,y) danego réwnania: (0,0) i (1,0), a innych
rozwiazan z niewiadomag x réwna 0 lub 1 nie ma. Od tego momentu zakladamy, ze
liczba calkowita x jest rézna od 0 i 1. Prawdziwa jest wiec nieréwnoéé 22 — z > 2.
Korzystajac z zaleznosci 22 —x > 2 oraz y%2 —y +4 > 4 dostajemy L > (22 —x —1)?
oraz P < (y*+2)? Zatem 22 —z — 1 < y? + 2. Ponadto z zaleznoéci z2 — z > 2 oraz
y?+y>0mamy L < (22 —2)2 —1oraz P> (y*> +1)? — 1. Zatem 2% — 2z > 3% + 1,
wiec 22 — z = y? + 2. Korzystajac z réwnoéci L = P dostajemy, ze jedyne pary to
(—2,2) oraz (3,2).

6. Rozwiaza¢ réwnanie w liczbach catkowitych dodatnich
27 417 =y

Rozwigzanie:

7 tozsamosci a*b* = (a — b)(a® + a®b + ab® +b®) dla a = y* i b = 2 wynika, ze
liczba y'6 — 167 jest podzielna przez 17. Zatem y'% i 16” daja te same reszty modulo
17. Modulo 17 widzimy (z Malego Twierdzenia Fermata), ze x jest parzyste. Zatem
17 = (y2 —22)(y% +2%), czyli 1 = y? — 2% oraz 17 = y? + 2. Czyli z = 6 oraz
y=3.
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Algorytmy

Jan Fornal

1.Dana jest tabela 2 x n. W jej komérki wpisane sa liczby rzeczywiste dodatnie.

Suma liczb w kazdej kolumnie wynosi 1. Udowodnié¢, ze mozna wybraé¢ po jednej

liczbie z kazdej kolumny, tak aby dla kazdego wiersza suma liczb wybranych z tego
n+

wiersza byla nie wigksza niz *7=.

Rozwiazanie:

Zalézmy, ze liczby wystepuja w pierwszym rzedzie w kolejnosci niemalejacej,
wtedy w drugim rzedzie kolejne liczby beda coraz mniejsze. Powiedzmy, ze liczby
w pierwszym rzedzie to kolejno aq,as,--- ,a,, z kolei w drugim rzedzie mamy po
kolei by, bo, - -+ ,b,. Rozpatrzmy najmniejsze takie k, dla ktorego Z?:l a; > ”TH.
Gdyby takie k nie istnialo, to wtedy bierzemy wszystkie liczby z pierwszego rzedu i

< Zf:l @i

warunki zadania beda spetnione. Teraz aj < z > "4—'*];1. Wiemy, ze by, = 1 —ag,
czyli stosujemy szacowania: > ., b; < (n+1—k)by = (n+1—k)(1 —ay) =

(n+1—k)1— % _ 5(n:—1) - (n+1iz+4k2 < 5(n:1) _ 4k(:k+1) _ nT“' Widzimy

. . . . k—1 . n . . se n+l
zatem, ze obie liczby: > /1 a; 1 ) ;_, b; sa nie wigksze niz “=.

2.Dane jest sze$¢ pudetek By, Bs, Bs, B4, Bs, Bg, ponadto w kazdej jest doktadnie
jedna moneta. Na pudetkach mozemy wykonywaé nastepujace operacje:
1. Jesli By dla 1 < k < 5 zawiera co najmniej jedng monete, to usuwamy jedng
monete z By, i dodajemy dwie do Bg11
2. Jedli By, dla 1 < k < 4 zawiera co najmniej jedng monete, to usuwamy jedna
monete z By, 1 zamieniamy zawarto$¢ Biy1 i Bi4o.
Pokazaé, ze w wyniku takich operacji mozemy sprawic, béy pudetka By, By, Bs, By, Bs
byly puste, natomiast Bg zawierata dokladnie 20202020 monet.

Rozwigzanie:

Najpierw oznaczmy operacje, ktére juz mamy jako T'1 i T2. Zauwazmy, ze moz-

na wykonaé nastepujacy ciag operacji: [a,2°,0] n [a,0,20%1] Ly [a — 1,2b%1 Q).

Powtarzajac to doktadnie a razy dojdziemy z [a,2°,0] do [0,29"?,0]. Nazwijmy ten

ciag operacji jako T'3. Zauwazmy jeszcze, ze dla a,b > 1 mozemy wykonaé naste-

pujacy ciag operacii: [a,b,0,0] = [a,b — 1,2L,0] =3 [¢,0,2°,0] =3 [a — 1,2°,0,0].

Oznaczmy te operacje przez T4. Zauwazmy jeszcze, ze [a, 0,0, 0] O [a —1,2,0,0],
2

.2

stosujac teraz a — 1 razy operacje T4, dochodzimy do [0,222 ,0,0], przy czym
...22

taki tancuch poteg ma a dwdjek. Powiedzmy, ze [a, 0,0, 0] L [0, 22* ,0,0]. Zatem

za pomoca ruchéw T'1,T2,T3,T4,T5 bedziemy chcieli dojsé do sytuacji, ze tylko w



Bg sa monety i jest ich dokiadnie 20202020°*° Zaczynajqc od poczattku idziemy

(1,1,1,1,1,1) 2 [1,1,1,1,0,3) 2 [1,1,1,0,3,0] =2 [1,1,0,3,0,0] = [103000}

[0,2,3,0,0, 0] [O 0,7,0,0,0]. Teraz korzystajac z T'5 dostajemy 0,0,0,2%° "~ ,0,0]
przy czym w tej wiezy mamy 7 dwéjek. Jesli T = 20202020 to latwo zauwazyé, ze
taka wieza jest wigksza niz % i parzysta, czyli przy pomocy ruchu 72 mozemy dojs¢
do [0,0,0, Z, 0,0]. Nastepnie korzystajac z ruchu T'1 dochodzimy do [0, 0,0, 0,0, 71,
czyli dostajemy zadana konfiguracje monet.

3. Pan Pawel ma trzy konta w banku, w kazdej z nich ma calkowita liczbe
dolaréw. Pan Pawel moze tylko przelewac pieniadze z konta, w ktérym jest a dolaréw,
na konto, w ktérym jest b dolaréw, tak, aby po przelewie na pierwszym koncie byto
a — b dolaréw, a na drugim 2b dolaréw (pod warunkiem, ze a > b). Udowodnié, ze
Pan Pawel moze dokonywaé tych przelewoéw w taki sposob, by ostatecznie w jednym
koncie nie byto dolaréw.

Rozwigzanie:

Zal6zmy, ze liczba dolaréw na tych trzech kontach to odpowiednio A, B i C.
Naszym celem bedzie pokazanie, ze zawsze mozemy wykonaé pewien ciag operacji,
aby zmniejszyé wyrazenie min(A, B, C). Zalézmy, ze w pewnym momencie mamy
A < B < C. Tam gdzie jest A dolar6w powiemy, ze jest pierwsze konto, na drugim
koncie jest B dolaréw i na trzecim koncie C' dolaréw. Chcemy dojs¢ do sytuacji, w
ktérej na pewnym koncie bedzie mniej niz A dolaréw. Niech B = gA+r, gdzie r jest
mniejsze niz A. Powiedzmy, ze ¢ ma nastepujaca reprezentacje w systemie binarnym:
q = mo+2mq +4mo + - - - + 2Pmy,. Wykonamy teraz nastepujace k + 1 ruchéw: jesli
m; jest réwne 1 to i + 1-szym ruchu przestawiamy 2°A dolaréw z drugiego konta na
pierwsze. W innym razie przelewamy w i 4+ 1 ruchu 2°A dolaréw z trzeciego konta
na pierwsze. Po wykonaniu tych k + 1 ruchéw na pierwszym koncie bedziemy mieli
doktadnie 281 A dolaréw, a drugim koncie doktadnie r dolaréw. W zwigzku z tym
dojdzie do zmniejszenia minimalnej liczby dolaréw na jednym koncie, a co za tym
idzie w pewnym momencie na pewnym koncie nie bedzie ani jednego dolara.

4. Na spotkaniu dotyczacym zagrozen wspblczesnego Swiata spotkalto sie 100 oséb
z 25 panstw. Z kazdego kraju jest 4 reprezentantéw, wszyscy zasiedli do okraglego
stotu. Wykazaé, ze mozemy podzieli¢ te 100 0os6b na cztery grupy po 25 oséb, tak
aby zadne dwie osoby z tej samej grupy nie siedzialy obok siebie ani nie byty z tego
samego panstwa.

Rozwiazanie:

Pokazemy najpierw pewien lemat, albo inaczej powiedziawszy sposob, w ktory
bedziemy dzieli¢ osoby do grup.
Lemat: W grupie mamy 2n osob, osoby te sa polaczone krawedziami koloru czer-
wonego i koloru niebieskiego. Z kazdej osoby wychodzi dokladnie jedna krawedz
niebieska i jedna czerwona. Wéwczas mozemy podzieli¢ osoby na dwie réwnoliczne
grupy, tak aby w obrebie kazdej z nich nie bylo zadnych krawedzi. Dowdd tego le-
matu jest jednak oczywisty, gdyz graf utworzony przez osoby i krawedzie obu typu
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bedzie sie sktadal ze spéjnych sktadowych, a kazda spdjna tak naprawde bedzie cy-
klem dlugosci parzystej, czyli zadany podzial jest mozliwy.

Teraz podzielmy kazde z panstw na dwie podgrupy po dwie osoby. Miedzy osobami
z jednej grupy narysujmy krawedz czerwona. Z kolei krawedzie niebieskie narysujmy
co druga kolejng pare na okraglym stole. Na mocy lematu dzielimy tych ludzi na
dwie grupy po 50 oséb bez zadnych krawedzi. Teraz z kazdego panstwa istnieja dwie
osoby, ktére sa w jakiejs jednej grupie. PoprowadZzmy tam nowe czerwone krawedzie.
7Z kolei nowe niebieskie krawedzie poprowadzmy miedzy tymi kolejnymi osobami na
okraglym stole, gdzie wczeéniej nie poprowadziliémy takiej krawedzi. W taki sposéb
dzielimy kazda z tych 50-osobowych grup na cztery 25-osobowe grupy. Co wiecej,
taki podzial na gwarantuje juz, ze nie ma dwéch oséb w tym samym panstwie, po-
nadto nie ma dwdch sasiadujacych oséb na okraglym stole z tej samej grupy. To
prowadzi do konca rozwiazania.

5. W Rabce znajduje si¢ pewna liczba sklepéw z choinkami. Niektére z tych
sklepow sa polaczone za pomoca jednokierunkowych drég. Wiadomo, ze dla kazdego
sklepu istnieja doktadnie dwie drogi zaczynajace sie w tym sklepie. Pokazaé, ze
wszystkie sklepy mozna podzieli¢ na maksymalnie 1014 grup, tak aby nie istnialy
dwa sklepy potlaczone droga z tych samych grup, ponadto nie istnieja takie dwie
drogi i grupy A, B, ze jedna droga prowadzi ze sklepu grupy A do sklepu grupy B,
a druga prowadzi ze sklepu grupy B do sklepu grupy A.

Rozwiazanie:

Najpierw pokazemy, ze jesli w grafie G liczba krawedzi wychodzacych z G wynosi
maksymalnie 6, to graf jest 13-kolorowalny. Wynika to bowiem z indukcji: w grafie
G istnieje wierzcholek stopnia nie wigkszego niz 12, z indukcji kolorujemy graf G
bez tego wierzcholka, a nastepnie ostatni wierzcholek kolorujemy w taki sposob, w
jaki nie jest pomalowany zaden z pozostalych sasiadujacych wierzchotkéw. Mozemy
ten lemat zaaplikowaé¢ do naszego zadania: grupujemy sklepy na 13 rozlacznych
grup w taki sposob, by zadne dwa sklepy miedzy ktorymi jest Sciezka o dlugosci
maksymalnie 2 nie byly w tej samej grupie. Nastepnie dokonujemy jeszcze jednego
podzialu w obrebie kazdej z grup: dzielimy kazda z grup na 78 podgrup w zaleznosci
do jakich grup naleza sklepy wychodzace z danego sklepu. W ten sposéb uzyskamy
podzial na 13 - 78 = 1014 grup. Zalézmy, ze istnieje Sciezka ze sklepu z grupy A do
sklepu z grupy B i vice versa. Wéwczas ze jak mamy Sciezke ze sklepu typu A do
sklepu typu B, to ze sklepu typu B musi by¢ odpowiednia $ciezka do sklepu typu A,
gdzie A1 A’ naleza do jednej z tych wigkszych 13 grup. To przeczy konstrukeji tych
13 grup. W ten sposéb uzasadniliémy fakt, ze konstrukcja spelnia warunki zadania.

6. Powiemy, ze liczba calkowita dodatnia n jest m-przedstawialna, jesli jest moz-
liwe, aby uzyskaé¢ n przez m cyfr oraz szesciu operacji +, —, X, +,, @ (& oznacza
zlaczenie dwoch liczb, na przykiad 16 @ 73 = 1673). Udowodnié, zZe istnieje liczba
calkowita dodatnia N, taka, ze kazda liczba N-cyfrowa jest N — 1-przedstawialna.

Rozwiazanie:
Najpierw udowodnimy nastepujacy lemat:
Lemat: Jedli liczba | ma m > 2 cyfr oraz jest podzielna przez 7°, to jest m — 1
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przedstawialna.

Dowdéd: Zauwazmy, ze 7° > 10000, ale poniewaz [ = 7° - t, to ¢t ma mniej niz n — 3
cyfr, czyli t jest n — 3 przedstawialna, a zatem [ = 7° - t jest m — 1-przedstawialna.
Zauwazmy teraz, ze jak wezmiemy liczbe k-cyfrowa, ktora jest k — 1-przedstawialna,
to po dopisaniu pewnych cyfr do poczatku i konca tej liczby (tak, aby na korficu otrzy-
macé liczbe majaca k + [ cyfr), otrzymana liczba bedzie k 4+ [ — 1-przedstawialna. W
zwigzku z tym na mocy naszego lematu wystarczy dla dowolnej liczby N-cyfrowej
znalezé podciag cyfr, ktéry bedzie podzielny przez 7°. Niech N > 4-75. Wéweczas pa-
trzymy na nastepujace ciagi: ejezese1, €3€7€6€5€4€3€2€1, -+ + ,€4.75€4.75_1 * + - €1, gdzie
€1, €2, -+ oznaczaja kolejne cyfry od prawej liczby N-cyfrowej. Albo jedna z tych
liczb bedzie podzielna przez 7°, wtedy albo teza zadania bedzie dzialaé na mocy le-
matu, ewentualnie ten cigg bedzie sktadal sie z samych zer, i wtedy przedstawimy ten
ciag jako 10 podniesione do odpowiedniej potegi. W innym razie pewne dwie z liczb
beda dawaty taka samg reszte modulo 7°, czyli ich réznica bedzie podzielna przez
7°. Dostajemy inny cigg cyfr podzielny przez 7° i powtarzamy nasze rozumowanie.
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Algorytmy

Jan Fornal

1.Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Turniejem nazywamy graf pelny skie-
rowany o n wierzchotach, taki, ze miedzy dowolnymi dwoma réznymi wierzchotkami
jest dokladnie jedna krawedz. Sciezka Hamiltona to $ciezka dlugosci n — 1, ktéra
przebiega przez wszystkie wierzcholki grafu. Wykazaé, ze istnieje turniej, w ktérym
jest m wierzchotkéw i co najmniej 2,?%1 Sciezek Hamiltona.

Rozwiazanie:

Najpierw wybierzmy skierowanie wszystkich krawedzi grafu G o n wierzchotkach,
kierunek kazdej krawedzi wybieramy niezaleznie z réwnym prawdopodobienstwem.
Wezmy wszystkie permutacje zbioru wierzchotkéw G. Wéowcezas wartosé oczekiwana
liczby Sciezek Hamiltona bedzie réwna sumie wartosci oczekiwanych zmiennych lo-
sowych X, gdzie X, przyjmuje warto$¢ 1, gdy wierzcholki w permutacji m tworza
Sciezke Hamiltona, albo 0, gdy tak sie nie dzieje. Powyzsza wlasno$é¢ wynika z li-
niowosci wartosci oczekiwanej. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze n pewnych wierz-
chotkéw w okreslonej kolejnosci tworzy Sciezke Hamiltona wynosi 2%17 doktadnie
taka sama jest warto$¢ oczekiwana X, dla dowolnej permutacji 7. W zwiazku z
tym wartos$¢ oczekiwana liczby Sciezek Hamiltona w calym grafie jest réwna 2,?—,'1
Istnieje taki wybor skierowan krawedzi, aby tych Sciezek bylo co najmniej 2:}—11, co
chcieliSmy pokazad.

2.Dany jest graf G majacy n wierzchotkow, ktore sa ponumerowane liczbami od
1 do n, oznaczmy przez d; stopien i-tego wierzcholtka. Udowodnié¢, ze istnieje zbior
wierzchotkéw X C V(G), w ktérym zadne dwa nie sa ze soba polaczone, ponadto

jego moc jest nie mniejsza niz
>
pt d; +1

Rozwiazanie:

Wybieramy najpierw z rownym prawdopodobienstwem permutacje zbioru n wierz-
chotkéw grafu G. Dla kazdej permutacji bedziemy w nastepujacy sposéb wybierali
niezalezny zbior grafu G: do niezaleznego zbioru wrzucimy wszystkie takie wierz-
chotki, ktére polaczone sa tylko z wierzchotkami, ktére wystepuja pdzniej w naszej
permutacji. Latwo zauwazy¢, ze kazdy taki zbiér f(G) bedzie niezalezny. Bedziemy
chcieli obliczy¢ wartosé wyrazenia E[|f(G)|]. Wiadomo, ze E[|f(G)|] = >, E[Xi],
gdzie X; oznacza zmienna losowa przyjmujg wartosé 1, gdy i-ty wierzcholek grafu
G jest w zbiorze f(G), albo 0 w przeciwnym razie. Prawdopodobienistwo tego, ze



wierzcholek o numerze ¢ w permutacji trafi przed swoimi sasiadami wynosi %ﬂ

W zwiazku z tym E[|X;|] = P(X;) = ﬁ7 czyli E[|f(G)]] = Z? | T11 +1 Dla pew-
nej permutacji wyrazenie | f(G)| przyjmie warto$¢ nie mniejsza niz E[|F( )], a to

chcieliémy doktadnie pokazaé.

3.Dany jest zbiér X, ktory zawiera 259 punktéw na okregu. Punkty te ponume-
rowane s od 1 do 2°°° w pewnej kolejnoéci. Pokazaé, ze mozna wybraé 100 parami
roztacznych tukéw o konicach w zbiorze X, takich, ze suma liczb na koncach tukéw
jest taka sama dla kazdego tuku.

Rozwiazanie:

W rozwiazaniu bedziemy korzystali z rezultatu uzyskanego podczas poprzednie-
go zadania. Pokolorujmy najpierw wszystkie tuki w zaleznosci jaka wynosi suma
liczb na koncach tukéw. Jedli 2n = 2599, to suma koncéw tukéw moze przyjmowaé
wartosci: 3,4,5, -+ ,4n—1, czyli bedziemy potrzebowali 4n — 3 koloréw. Powiemy, ze
miedzy dwoma tukami tego samego koloru jest krawedz, jezeli przecigcie tych tukdw
(rozumianych w kategorii zbioréw domknietych) jest niepuste. Zalézmy, ze pomiedzy
koficami pewnego tuku jest doktadnie ¢ punktéw. Wtedy stopien takiego tuku wy-
nosi co najwyzej i. Niech G, bedzie grafem, ktérego wierzchotkami beda tuki koloru
¢, natomiast f(H) oznacza moc najwiekszego niezaleznego zbioru H. Woéwczas na
mocy poprzedniego zadania: ). f(G.) > 2n Z?:_ll L W zwiazku z tym dla pewne-
go koloru bedziemy mieli, ze f(G.) > 122 ?:_11% >y ! 1. Latwo oszacowaé
sume 7' L 2z dolu przez 249 (korzystamy z znanego triku Zf”nH 1> W

249

zwiazku z tym f(G.) > > 100, czyli dowiedliémy tezy zadania.

4. Udowodnié, ze istnieje stata ¢ mniejsza niz 1, taka, ze dla kazdego wielokata
P o polu 1 istnial wektor o dlugosci ﬁ, tak aby otrzymany obraz translacji @
wielokata P mial te wlasnosé, ze P N @Q ma pole nie wieksze niz c.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f(6) pole figury P N Q dla translacji o kierunku 6. Jezeli poka-
zemy, ze E f(0) < ¢, to z wlasnosci wartosci oczekiwanej dostaniemy teze zadania.
Niech Ag bedzie losowo wybranym punktem z P, natomiast A; bedzie tez loso-
wo wybranym punktem w odleglosci ﬁ od Ag. Zauwazmy, ze zachodzi rownosé
E f(0) = P(A; € P). Zalézmy, zZe teza zadania nie dziala, innymi slowy mozemy
uczyni¢ to prawdopodobienstwo dowolnie bliskie 1. Teraz niech A bedzie losowo
wybranym punktem w odlegtoéci — 100 0d A1. Poniewaz rozktad A; nie ma skoficzone;
gestosci prawdopodobienstwa w zadnym punkcie, mozemy powiedzie¢, ze P(Ay € P)
tez jest dowolnie bliskie 1. Kontynuujemy ten proces, poprzez definiowanie punktéw
Az, Ay, -+, Aigo tak jak wezedniej Ay i Ao, Réwniez tak jak w przypadku Az, moze-
my sprawi¢, aby P(Ajpo € P bylo dowolnie blisko 1. Teraz ustalamy Ag, oraz niech
X znajduje si¢ w okregu jednostkowym o érodku Ay poza P. Prawdopodobienstwo,
ze A1go trafi nam w otoczenie X jest dodatnie, poniewaz punkty Ag, ktére zawieraja
otoczenie X w promieniu 1, tez maja gestosé¢ dodatnia, to z dodatnim prawdopo-
dobienstwem otrzymujemy, ze Aigp jest poza P. To nas prowadzi do sprzecznosci z
tego, co powiedzieliémy o P(Ajp € P).
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5.Niech G bedzie grafem, ktéry ma e krawedzi i n wierzchotkéw, ponadto spet-
niona jest nieréwnos¢ e > 4n. Udowodnié, ze liczba przecie¢ krawedzi grafu G jest
nie mniejsza niz %.

Rozwigzanie:

Dla dowolnego grafu G oznaczmy przez cr(G) liczbe przecieé krawedzi grafu
G, V(G),E(G),F(G) to klasycznie zbiér wierzchotkéw, krawedzi i $cian grafu G
(Sciany rozwazamy tylko dla graféw planarnych). Zauwazmy, ze jesli graf jest pla-
narny, to wtedy |V(G)| — |E(G)| + |F(G)| = 2 oraz 3|F(G)| < 2|E(G)|. Z tych
dwéch faktéw mozemy dojsé do réwnosei |E(G)| < 3|V(G)| — 6. Rozwazajac teraz
juz wszystkie grafy mozemy doj$¢ do nieréwnosci: cr(G) > |E(G)| — 3|V(G)| + 6 >
|E(G)|—3|V(G)] (gdyby pierwsza nieréwnos¢ nie dzialata to wtedy usuwajac te kra-
wedzie, ktore maja przeciecia, doszlibySmy do grafu planarnego, w ktérym nieréw-
nosé¢ |E(G)| < 3|V(G)| — 6 nie zachodzilaby). Teraz bedziemy wybierali wierzchotki
grafu G z prawdopodobienstwem réwnym p, gdzie p pdzniej ustalimy. W ten sposéb
uzyskamy nowy graf H, w ktérych krawedzie beda nalezaly do |V(G)| oraz beda
indukowane z H w spos6b naturalny. Oczekiwana liczba wierzchotkéw E[|V (H)|]
wynosi p|V(G)|, oczekiwana liczba krawedzi E[|E(H)|] to po prostu p?|E(G)|, a
oczekiwana liczba przecieé krawedzi to E|cr(H)|] = p*|cr(G)|. Poniewaz dla dowol-
nego wyboru H wyrazenie |er(H)| — |E(H)|+ 3|V (H)| przyjmuje warto$¢ dodatnia,
to warto$¢ oczekiwana réwniez bedzie dodatnia dla takiego wyrazenia. Wynosi ona
dokladnie p*ler(G)| — p?|E(G)| + 3p|V(G)| > 0. Jedli wezmiemy p = %, to
dostaniemy teze zadania.

6.Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej k > 2 istnieje graf prosty G, w ktérym
kazdy wierzcholek ma stopien nie wiekszy od k, nie istnieje cykl krétszy niz k oraz
stosunek liczby krawedzi do liczby wierzchotkéw wynosi co najmniej Wklg'

Rozwigzanie:

Jesli k < 2019, to biorac odpowiednio duza $ciezke prosta, dostajemy graf, ktéry
spelnia warunki zadania. Teraz skupmy si¢ na przypadku k& > 2019. Ustalmy od-
powiednio duze n, ponadto dla kazdej krawedzi losujemy z prawdopodobienstwem
%, czy ma naleze¢ do naszego grafu. Zauwazmy, ze liczba krawedzi otrzymanego
grafu reprezentuje nam rozklad Bernoulliego, powiedzmy, ze liczba krawedzi jest

reprezentowana przez zmienna losowa X. Warto$¢ oczekiwana liczby krawedzi wy-

nosi E[X] = @, natomiast wariancja Var[z] = W Z nieréwnosci Cze-
byszewa prawdopodobienstwo tego, ze X — E[X] > 2Var[X] wynosi co naj-
mniej 4 Latwo zauwazy¢, ze 2Var[ ] < M, czyli prawdopodobienstwo tego

X > % k(" ) jest wieksze niz Z Niech X; oznacza liczbe cykli dtugosci wigk-

szych niz k oraz X2 oznacza sume wyrazen (deg(v) — k) po wszystkich wierzchotkach
v o stopniu wiekszym niz k. Zauwazmy, ze dla kazdego grafu G mozemy w ten sposéb
skonstruowaé graf G’, ktéry ma X — X1 — X krawedzi, wszystkie cykle o dlugosci nie
mniejszej niz k oraz wszystkie wierzchotki o stopniu maksymalnie k. Zauwazmy, ze
wszystkich potencjalnych cykli o dtugosci t jest eon ), ;- Zatem prawdopodobienstwo,
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t
n! k. Zatem

ze wybierzemy wszystkie krawedzie cyklu dlugosci ¢ to =

zatem warto$¢ oczekiwana X jest zalezna tylko od k. Zatem prawdopodobienstwo

tego, ze X1 < 4E[X1] < en jest wieksze niz 3. Teraz oszacujemy wyrazenie E[X,].

Niech p = % Prawdopodobienstwo tego, ze dany wierzcholek ma stopien ¢ wynosi

(nzl)Pt(l —p)"~ =L Zatem widzimy, ze

n—k—1
n
EIX,] = t k+t 1— nfkflft.
[Xo] =n ;:1 (k+t>p ( D)

Dalej widzimy, ze prawa strona jest réwna

n(l _p)n—l(ril(t(nkk)t(n;l) _Tilk(nkk)tcl; 1>+

t=0
k

-G (" )

t=

Wyrazenie (1 — p)"~! mozna szacowaé dla duzych n jako e . Ze wzoréw dwumia-

k(nfl) n_\n—2
nh) (ie)

n;_kk, co jest rzedu eF, czyli pomnozone

nowych Newtona dostajemy, ze pierwsza z tych sum to

, a druga to
k(-22)"1, czyli ich réznica to (F25)" 2 -

przez ne”® da nam co$ rzedu n. Zauwazmy, ze

k

k t
ne ™t (k —1)(= f k)i(” R 1) <ne S (k- t)%.

t=0 t=0

Dalej widzimy, ze prawa strona to po prostu ne‘kkl—:rl. Szacujac ze wzoru Stirlinga

dostajemy, ze to jest réwne ny/ 24, czyli mniejsze niz 2£. Zatem E[X5] mozna osza-

2 50 °
nk 7Zatem z prawdopodobiefistwem co najmniej % X5 < 35'6’“

cowal przez ;. . Mozemy
sprawi¢, by zarowno X bylo duze oraz X7 i X5 byly male, wtedy X — X7 — X5 >
%k - X1 — % > % (gdyz X, bedzie tylko zalezal od k. Dla takiego wyboru grafu
liczba krawedzi bedzie wigksza niz %, czyli odpowiedni stosunek bedzie spetnial

warunki zadania.

7.Dany jest graf dwudzielny G, ktéry ma n wierzchotkéw. Przy kazdym wierz-
chotku jest lista, ktéra zawiera wiecej niz logan koloréw. Udowodnié, ze istnieje takie
kolorowanie, ze kazdy wierzchotek jest pokolorowany przy uzyciu jednego z koloréw
z odpowiadajacej listy, ponadto zadne dwa wierzcholki polaczone krawedziami nie
sg pomalowane przy uzyciu tego samego koloru.

74



Rozwiazanie:

Zal6zmy, ze V(G) = AU B oraz miedzy wierzcholtkami A i B nie istnieja zadne
krawedzie. Zauwazmy najpierw, ze lista wszystkich koloréw na wszystkich listach ma
skonczenie wiele elementéw. Dla kazdego koloru z generalnej listy wybieramy jedna
z grup A lub B z prawdopodobienstwem %, potem kolorujemy wszystkie wierzchotki
z wybranej grupy, ktére jeszcze nie zostaly pomalowane, oraz maja odpowiedni kolor
na swojej lidcie. Zalezy nam zatem na pokazaniu, ze istnieje taki wybor tych grup
dla odpowiednich koloréw, zeby kazdy wierzcholek zostal pomalowany. Niech X;
oznacza zdarzenie odpowiadajace nie pomalowaniu i-tego wierzchotka. Wystarczy
pokazad, ze P(U, X;) < 1. Widzimy, ze P(X;) = &, gdzie ¢ oznacza liczbe koloréw
na liscie i-tego wierzcholka. Poniewaz t > logan, czyli P(X;) < %, czyli P(U_, X;) <
Yo P(X;) < 1, co koficzy rozwigzanie.

8.Niech Ay, Ag,--- , A, oraz By, , B, beda skonczonymi zbiorami liczb catko-
witych dodatnich. Wiadomo, ze A; oraz B; sa rozlaczne dla kazdego i € {1,2,--- ,n}
natomiast gdy 4 # j, to przecigcie A; N B; jest niepuste. Wykazac, ze:

n

1
Z (‘Aq‘,H’lBi') <l

i=1 \ |4,

Rozwigzanie:

Wezmy zbiér S bedacy suma mnogodciowa wszystkich zbioréow A; oraz B;. Na-
stepnie losowo wybieramy permutacje elementéow S. Niech p; oznacza prawdopodo-
bienstwo tego, ze w permutacji wszystkie elementy A; wystapia przed elementami

z B;. Nietrudno sprawdzi¢, ze p; = W Ponadto nie jest mozliwe aby jedno-
[A;]

cze$nie wystepowaly wszystkie wartosci z A; a potem z B; dla dwoch réznych i. Na

podstawie tego stwierdzamy, ze Y., p; < 1, co implikuje nam teze zadania.
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Wielomiany

Jan Fornal

1. Dany jest wielomian P(x) € Z[x] stopnia parzystego. Wspdlczynnik wioda-
cy wielomianu P jest kwadratem liczby catkowitej dodatniej. Wiadomo réwniez, ze
istnieje nieskonczenie wiele liczb n € Z, dla ktérych P(n) jest kwadratem liczby
catkowitej. Pokaza¢, ze wielomian P jest kwadratem innego wielomianu o wspél-
czynnikach catkowitych.

Rozwigzanie:
Zalézmy, ze P(x) = a?x®" +ag, 122"~ 1 +-- -+ a1z + ag. Teraz znajdziemy takie
liczby wymierne b, _1,b,_a,- - , by oraz wielomian Q(z) = ax™+b,_12" 1+ +by,

tak aby wielomiany P(z) oraz Q(x)? mialy takie same wspélezynniki przy ¥, gdzie
k > n. Zauwazmy, ze wspélczynniki przy x?"~! w wielomianach P(z) oraz Q(z)? sa
rowne, gdy asp—1 = 2ab,_1. W ten sposéb mamy zdefiniowana liczbe b,,_1. Nastep-
nie poréwnujemy wspélezynniki przy 2?72, otrzymujac ag,—2 = 2ab,_2 + b2_1,
zatem mozemy réwniez okresli¢, ile wynosi liczba b,_s. W podobny sposéb wy-
liczamy b,,_3,--- ,bo, dostajac, ze stopien wielomianu R(z) = P(x) — Q(x)? jest
réwny co najwyzej n — 1. Powiedzmy, ze ¢t € Z jest taka liczba, ze tQ(x) ma tylko
wspélezynniki catkowite, wéwcezas t2P(z) = (tQ(x))? + t?R(x). Ponadto jak wez-
miemy z takie, ze P(z) jest kwadratem liczby calkowitej, to albo R(z) = 0, albo
[t?R(z)| > 2/tQ(z)| — 1. Poniewaz stopiefi lewej strony nieréwnosci wynosi maksy-
malnie n — 1, a prawej n, to ta nieréwno$¢ zachodzi jedynie dla skoficzonej liczby x.
Zatem jedli istnieje nieskoniczenie wiele x spelniajacych warunki zadania, to istnieje
tez nieskonczenie wiele z, dla ktérych R(x) = 0, stad wnioskujemy, ze wielomian
R jest zerowy. Teraz otrzymujemy, ze P(x) = Q(x)?, gdzie P ma wspoblczynni-
ki catkowite, a @ wymierne. Korzystajac z lematu Gaussa stwierdzamy, ze () ma
wspotezynniki catkowite, czyli to co chcieliSmy uzyskac.

2. Dany jest wielomian P(z) € Z[z], ktéry dla dowolnej liczby catkowitej przyj-
muje warto$é bedacag kwadratem liczby catkowitej. Pokazaé, ze wielomian P jest
kwadratem innego wielomianu o wspétczynnikach catkowitych.

Rozwiazanie:

Rozpatrzmy rozklad wielomianu P(x) na czynniki pierwsze P(z) = a ]}, Qi(x)™,
gdzie wszystkie wielomiany @); sa nierozkladalne. Najpierw wykazemy, ze nie istnieje
«;, ktore jest nieparzyste. Zalézmy, ze tak nie jest. Woéwczas dla takiego ¢ bierzemy
odpowiednio duza liczbe pierwsza p oraz k, tak, aby p|@;(k). Taka liczba pierwsza
istnieje na mocy twierdzenia Schura, ktére méwi ze dla kazdego niestatego wielo-
mianu istnieje nieskonczenie wiele takich pierwszych. Wiemy, ze @Q;(z) jest wzgled-
nie pierwsze Q;(x) dla j # i oraz z Qj(x). Zatem dla kazdego z tych wielomianéw



mozemy zastosowaé algorytm Euklidesa w taki sposob, by uzyskaé¢ wielomiany A i
B o wspolczynnikach calkowitych oraz stata M, zeby A(x)Q;(z) + B(z)Qi(x) = M
(dla kazdego j mamy niekoniecznie takie same wielomiany A, B i stala M), réwniez
Ai(z)Q;(x) + B;(x)Q}(x) = M;. Biorac p wigksze od wszystkich takich M, M; oraz
a, dostajemy, ze p nie dzieli zadnej z liczb Q; (k) oraz Q}(k). Teraz mozemy stwier-
dzi¢, ze wykladnik p-adyczny liczby P(k) jest réwny wykladnikowi p-adycznemu
liczby Q;(k) pomnozonej przez «;. Zatem p?|Q;(k), gdyz wyktadnik p-adyczny licz-
by Q;(k) jest dodatni i parzysty. Réwniez mozemy taki sam argument zastosowaé
dla Q;(k + p), gdyz p|Qi(k + p). W zwiazku z tym ze wzoru Taylora dostajemy,
ze Qi(k +p) = Qi(k) + pQ.i(k) (mod p?), co pozwala nam stwierdzié¢, ze p|Q%(k).
Wtedy by$my musieli mie¢ p|M;, ale M; jest rézne od 0 i p > |M;|, co prowadzi
nas do sprzecznosci z warunkiem o nieparzystoéci ai;. W zwiazku z tym wszystkie o
sg parzyste. Szybko tez stwierdzamy, ze a tez musi by¢ kwadratem, skad dostajemy
teze zadania.

3. Udowodni¢ powyzsze dwa twierdzenia dla trzecich i wyzszych poteg.

Rozwigzanie:
Patrz rozwiazania do zadan 11 2.

4. Dany jest wielomian dwéch zmiennych P(z,y) € Z[z,y]. Liczbe & € Z nazwie-
my przyjemna, jesli istnieje takiy € Z, ze P(x,y) = 0. Wiemy, ze kazdy nieskonczony
ciag arytmetyczny liczb calkowitych zawiera przynajmniej jedna liczbe przyjemna.
Pokazaé, ze istnieje wielomian T'(x) € Q[z], taki, ze P(x,T(x)) jest wielomianem
Zerowym zmiennej x.

Rozwiazanie:

W rozwiazaniu skorzystamy bez dowodu z dwéch faktow:

Lemat 1. Dane sg liczby catkowite dodatnie k < n i m oraz wielomiany o wspél-

czynnikach calkowitych Pi(x1,- -, @), -, Pp(z1,- -, 2,). Wowczas istnieje nie-
skoniczenie ciagdw o wyrazach w liczbach calkowitych ai,as, - ,ag, dla ktérych
wielomiany P;(a1,as, - ,ak, Tpt1, -+ ,Zn) sa nierozkladalne dla ¢ € {1,2,--- ,m}.

Warto wspomnieé¢, ze to twierdzenie jest znane jako twierdzenie Hilberta o nieroz-
ktadalnosci.

Lemat 2. Dany jest nierozkladalny wielomian P(z) € Z[z] stopnia wiekszego niz 1.
Wéwezas istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, takich, ze nie istnieje k, dla
ktorego p|P(k)

Teraz rozpatrzmy rozklad wielomianu P(x,y) na czynniki pierwsze P(z,y) = a ], Qi(z,y)™,
gdzie @); sa wielomianami nierozkladalnymi. Dla danego wielomianu przez stopien
y-owy bedziemy rozumieli najwieksza potege y, ze istnieje wyraz w ); z ta pote-
ga. Zauwazmy, ze mozemy wywali¢ z wielomianu P(x) wszystkie czynniki Q;, ktére
maja wspolczynnik y-owy réwny 0. Wynika to stad, ze moga si¢ one zerowaé w
skoniczone]j liczbie iksow, a co za tym idzie, kazdy ciag arytmetyczny bedzie nadal
zawieral jedna liczbe przyjemna, nawet poza tym skonczonym zbiorem. Pokazemy,
ze istnieje i, ze stopien y-owy wielomianu @); wynosi jeden. Gdyby tak nie bylo,
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to znajdujemy xo takie, ze wielomiany @Q;(xo,y) sa nierozkladalne z lematu pierw-
szego, ponadto pilnujemy, aby stopnie y-owe @Q; byly rowne odpowiednio stopniom
Q;. W zwiazku z tym wielomiany dla kazdego ¢ istnieje p;, takie, ze p; nigdy nie
dzieli Q;(xo,y) (lemat 2). Wezmy z = ¢ (mod p1ps2 - pr), wtedy P(z,y) = 0 jest
réwnowazne temu, ze Q;(z,y) = 0, dla pewnego i, czyli 0 = Q;(z,y) = Qi(xo,v)
(mod p;), co daje sprzeczno$é¢ z tym co zalozyliémy na podstawie lematu 2. Po-
wiedzmy teraz bez straty ogélnosci, ze stopnie y-owe wielomianéw Q1,Q2, -+ ,Q;
sg rowne 1, a wielomianéw Qjy1,Q 42, -, @k sa wicksze niz 1. Bedziemy chcieli
powiedzie¢, ze dla ktoéregos z @;, gdzie i < j istnieje nieskonczenie wiele liczb przy-
jemnych. Ponownie jak wczesniej zdefiniujmy odpowiednie zg, tak aby wielomiany

Qj+1(x0,Y), -+, Qr(xo,y) byly nierozkladalne oraz liczby pji1,--- ,pr. Wowczas
ciag * = x¢ (mod pjy1---pr) zawiera tylko liczby przyjemne ktéry$ z wielomianéw
Q1,- -+ ,Qj. Poniewaz tych liczb przyjemnych jest nieskonczenie wiele, to ktérys @;

bedzie mial nieskonczenie wiele liczb przyjemnych. Zalézmy bez straty ogélnosci, ze
i=1. Wtedy Q1 (z,y) = A(x)y + B(x). Poniewaz istnieje nieskonczenie wiele liczb
catkowitych k, takich, ze A(k)|B(k), to z mozemy stwierdzi¢, ze A i B jako wielo-

miany si¢ dziela, czyli podstawiajac y = igg = T'(x) dostajemy, ze P(x,T(x)) =0.

5. Wielomian P(x) o wspdlczynnikach catkowitych ma te wlasnosé, ze dla kaz-
dego x € Z istnieje u calkowite, ze P(x) = u® + u. Pokazaé, ze istnieje wielomian
Q(z)Z[z], dla ktérego zachodzi réwnoéé: P(z) = (Q(z))? + Q(x)

Rozwiazanie:

Stosujemy dowdd zadania 4 dla wielomianu W (z,y) = v + y — P(x). Z niego
wynika przede wszystkim, ze wielomian W (x,y) musi mieé¢ czynnik bedacy wielo-
mianem pierwszego stopnia zmiennej y. Nietrudno zauwazy¢, ze jesli potraktujemy
ten czynnik jako wielomian zmiennej y, to bedzie mial wspdlczynnik przy y réwny
1, gdyz wielomian y* 4+ y — P(x) jako wielomian zmiennej y jest moniczny. Zatem
mamy, ze y— Q(z)|y> +y— P(z), wiec mozemy powiedzieé nie tylko, ze wielomian @,
ktéry istnieje na mocy zadania 4 bedzie mial wspdlczynniki wymierne, lecz nawet
caltkowite. To konczy rozumowanie.

6. Rozstrzygnaé czy istnieje nieskonczony zbior A liczb catkowitych dodatnich,
ze dla dowolnych parami réznych a, b, ¢ ze zbioru A liczba abc + 1 jest kwadratem
liczby calkowitej dodatnie;j.

Rozwiazanie:

Wezmy parami rézne liczby liczby a,b,c,d € A i rozwazmy wielomian P(z) =
(xab + 1)(xbc + 1)(xed + 1)(xda + 1) jego stopien wynosi 4, wspélezynnik wioda-
cy to (abed)? oraz dla kazdego x € A {a,b,c,d} jest to kwadrat liczby calkowitej.
Jesli zbiér A jest nieskonczony, to z zadania pierwszego stwierdzamy, ze P(x) jest
kwadratem innego wielomianu, czyli moze mie¢ on dwa pierwiastki dwukrotne, al-
bo jeden czterokrotny. Tymczasem ab # bc, czyli ab = cd oraz bc = ad, te dwie
réwnoéci doprowadzaja nas do b? = d?, czyli b = d, sprzecznoéé. Zatem nie istnieje
nieskoniczony zbiér A spelniajacy warunki zadania.
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7. Pokazaé, ze réwnanie (z + 1)(x +2)--- (z + k) = y? ma nieskoficzenie wiele

rozwigzan:
a) gdzie k jest parzyste,
b) gdzie k jest nieparzyste.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze pierwszy podpunkt wynika w sposob jasny z zadania nr 1, czyli
mozemy sie tylko skupié¢ na podpunkcie drugim. Zauwazmy, ze jesli wyrazenie (z +
D(z+2)-- (x4 k) jest kwadratem, to kazda z liczb  + 1,2 + 2,--- ,z + k mozna
przedstawié¢ jako z + i = ¢;d?, gdzie ¢; jest bezkwadratowe i ma dzielniki pierwsze
mniejsze niz k. Gdyby p|c; oraz p > k, to mozemy latwo stwierdzi¢, ze p|c; dla
innego j, czyli p|(x + ) — (x + j), co nam daje, ze pli — j. Jednakze i — j jest

mniejsze niz k, a wiec dostajemy sprzecznos¢. W zwiazku z tym ciag c1,¢2, -+, Ck
moze przyjmowaé skonczenie wiele réznych wartosci, czy dla nieskonczonej gamy
rozwiazai T liczby ¢1,ca, -+ ,cx beda takie same. Réwniez dla iloczynu S = (x +

a1)(z + az) -+ (x4 as) = csd, gdzie s = | %], liczba cg jest bezkwadratowa i ma
dzielniki pierwsze mniejsze niz k. Gdyby plcs oraz p > k, to wtedy dla pewnego
i p|ca;, & my wiemy, ze tak byé juz nie moze. Oczywidcie tez jesli x1 i xo naleza
do T, to liczby S; = (1 + a1) -+ (21 + as) oraz Sy = (x2 + ay) - -+ (x2 + as) maja
taka sama czes¢ bezkwadratowa. Réznych mozliwosci wyboru ciagu ai,--- ,as jest
dokltadnie (’;) Jezeli pokazemy, ze 27*F—1) < (];)7 to z zasady szufladkowej Dirichleta
dostaniemy, ze istnieja takie dwa iloczyny Sp i So, ktére dla kazdego x € T beda
mialy taka samg cze$¢ bezkwadratowa. Tymeczasem 27— < 2° 7 < f—_:l < (f),
co wynika z tatwych szacowan, czyli takie dwa iloczyny rzeczywiscie istnieja. Jesli
S1 = (z+a1) -+ (x+as) oraz So = (x+by) - - - (z+bs) maja taka czesé bezkwadratowa
dla kazdego x € T, to P(z) = (x+a1)--- (z+as)(z+b1)--- (x+bs) jest kwadratem
dla nieskoniczenie wielu . Korzystajac z zadania pierwszego, P(x) jest kwadratem
innego wielomianu, czyli wszystkie jego pierwiastki sa co najmniej dwukrotne. W
zwiazku z tym ciagi aj,as,--- ,as 1 by, -+ ,bs musza mie¢ dokladnie takie same
elementy, ale to nam daje sprzeczno$é z naszym wyborem.
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Roé6wnania funkcyjne

Radomil Baran

1. Udowodnié, zZe nie istnieje funkcja f : Ry — R, taka, ze

f@)? > flz+y)(f(x) +y),

dla wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich x, y.
Rozwiazanie:

Przypus$émy, zZe istnieje taka funkcja. Wtedy

f(@)y

flx)— fla+y) > ——.

(z) = flz +y) 7@+
Dostajemy stad, ze f jest $cisle malejaca funkcja. Dla pewnego = € R, wybierzmy
taka liczbe catkowita dodatnia, ze nf(z + 1) > 1. Wtedy

k+1. _ fz+E). 1
T4+ =) = T+ > n n > —
u n) iy ) fla+5)y+1 7 2n

n
dla kazdego calkowitego nieujemnego k < n, bo f(x + %) > flz+1) > % Sumujac
takie nieréwnosci dla k =0,1,...,n — 1 mamy

f@) = fl@e+1)>

Wybierzmy teraz taka liczbe caltkowita m, ze m > 2f(x). Wtedy

DO =

f@) = flx+m) = (fa) — fla+ 1)) +...+ (flx+m—1) - flx+m)) >

m
2
czyli f(z +m) < 0, sprzecznosé, ktéra dowodzi, ze nie ma takich funkcji f.

2. Znalez¢ wszystkie funkcje f: Ry — Ry takie, ze

@) + f(f(2) =22 +5,
dla wszystkich z € R,.

Rozwiazanie:

Dla danego x niech ag = z, axy+1 = f(ax). Mamy wtedy rekurencje

ak+3 + ag42 = 2ar + 5.



Odejmujac to od réwnosci
ks + Qg3 = 20541 + 5

dostajemy
Qpts = Qg2 + 20541 + 2ay.

Réwnanie charakterystyczne ma postaé¢ 2t = 22 +2z+2, czyli (z—1)%(2%+22+2) =
0, tzn. 1 jest pierwiastkiem podwéjnym a pozostate dwa to v/2(cos T+isin §). Zatem

k km . km

ar = co + c1k + 22 (co cosz +03smz),
dla pewnych stalych cg, c1, co 1 c3, ktore zalezg tylko od pierwszych czterech wyrazéw
tego ciagu. Rozwazmy podciagi o indeksach przystajacych do 0, 2, 4 i 6 modulo 8.
Wiedzac, ze wyrazy tego ciagu sa dodatnie mozna przez analize granicy wykazad,
ze cp 2 0,c3 20, c0 <0, c3 <0, czyli cog =c3 =0. Zatem apy1 = ar + c1, zatem z
pierwszego réwnania rekurencyjnego dostajemy c; = 1, czyli f(x) = o + 11 jest to
jedyna taka funkcja.

3. Wykazaé, ze jesli a < 1 to nie istnieje funkcja f : Ry — Ry, ktéra spelnia

1
f(f(x)"‘m):x-ﬂh

dla wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich z, a dgdy a > 1 to jest nieskonczenie
wiele takich funkcji.

Rozwiazanie:
Rozwazmy a < 1. Przypusémy, ze istnieje taka funkcja. Niech
() = F@)+ 7
g(x) = f(z) + —.
f(x)

Jedli f(z) > 1 to wstawiajac y = f(x)—a > 0 w gléwnym réwnaniu mamy f(g(y)) =
f(x). Jednak warunek z zadania oznacza, ze f jest réznowartosciowa, czyli x =
g(y) > 2. Zatem f(x) < 1 dla kazdego = € (0;2) z co najwyzej jednym wyjatkiem.
Dla z € (0;2) mamy

V= iy — 0> 02 = Fo) > 2.0() = fo. 5+ a = f(9() = flgla)) = 2+
Czyli 2 < z =z < 2, sprzeczno$¢. Rozwazmy teraz a > 1. Niech f bedzie dowolna
silnie rosnaca funkcja ciagta na przedziale [0; 2],dla ktérej f(0) = 11 f(2) = a. Wtedy
warunek z zadania jednoznacznie wyznacza, ze f jest silnie rosnaca ciaglta funkcja
na calej dziedzinie. Zeby to pokazaé¢ wezmy g(z) = f(z) + ﬁ i zdefiniujmy ciag
{an}22, przez: agp =0, an = g(an—1). Przypudémy, ze f jest silnie rosnaca funkcja
ciagla na przedziale (a,_1, a,] wiekszym niz 1. Wtedy latwo sprawdzié, ze g(x) jest
silnie rosnaca funkcja ciagla na tym przedziale z g(a,—1) = ap i g(an) = apy1. Zatem
dla kazdego = € (an, an1] istnieje doktadnie jedno y € (an—1,ay,] takie, ze z = g(y)
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i wtedy f(z) = y + a. Z indukcji dostajemy, ze f jest zdefiniowana na wszystkich
liczbach dodatnich i spetnia warunek zadania.

4. Znalez¢ wszystkie funkcje f: Ry — Ry, ktore sa rosnace na przedziale [1, 00)
oraz

flayz) + f(2) + fy) + £(2) = f(Vay) f(Vyz) f(Vzz),
dla wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich x, y i z.
Rozwiazanie:
¥y oy

Zastgpujac x, y 1 z przez 2, £ i zy mamy

2f () + 1)+ () = F(1)F @) (w).
Dla y = 1 mamy 3f(z) + f(1) = f(1)*f(z). W szczegdlnodci 4f(1) = f(1)3, czyli

jako, ze f(1) > 0 to f(1) = 2. Zatem f(z) = f(1) i otrzymang na poczatku réwnosé
mozna zapisaé

fwwzﬂmﬂm—ﬂ§>

Dalej, poniewaz e > 1, to f(e) > f(1) = 2, czyli f(e) = e*+e~* dla pewnego a > 0.
Korzystajac z tego, ze f(2?) = f(z)? — 2, z indukcji mozemy pokazaé, ze

f(€2—n) — ea27" +€—a27"’

dla kazdego n naturalnego. Pamietajac jednak, ze

PR = f(ETM () = femTYE,

dostajemy z indukcji

f(6m2_") _ eamZ_" + efam2_"’

dla dowolnych liczb naturalnych m i n. Poniewaz Zbioér liczb postaci m2™" jest gesty
w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich oraz funkcja f jest rosnaca na przedziale
[1;00) to wnioskujemy, ze na tym przedziale jest réwna z® 4+ x~ . Poniewaz jednak
f(@) = f(%), to mamy te réwnos¢ dla kazdego & > 0. Latwo sprawdzi¢, ze podana
funkcja spelnia warunki zadania.

5. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : Ry — Ry, ktére spelniaja

f(f(@) + f(y) = zyf(x +y)

dla wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich x,y.

Rozwiazanie:
Jedynym rozwigzaniem jest f(z) = L. Udowodnimy to poprzez nastepujace fakty.
Niech P(xz,y) oznacza podstawienie x i y do gléwnego réwnania.
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Fakt 1: 22 f(x) jest nieograniczona z gory.
Dowdd : Zatézmy przeciwnie i niech a bedzie tym ograniczeniem.

Dla kazdego k > /5 ( 7> mamy f(k) < %2)
Z P(1 —x,14 x), widzimy, ze (0, f(2)] € f(R).
Zatem istnieje takie [, ze f(I)+ f(k) = f(2), i z naszego zalozenia mamy [ < %

Ostatecznie, P(k,l) = f(f(2)) = kif(k+1) < +%—,
TH2t%

mozemy sprawié aby iloraz % byl dowolnie duzy, czyli f(f(2)) < 0, sprzecznosé.

7 Faktu 1 dostajemy nastepujacy wniosek:

Whniosek 2: f(x) jest surjekcja.

Dowod Dla dowolnej liczby dodatniej r niech s bedzie liczba dodatnia spetniajaca

czyli zbiegajac k — oo,

s2f(s) > 4r. Teraz, niech t = g (o> Wtedy
s s s s
P(i—t7§+t), f(f(g—t)'*‘f(i‘w))—’“

A stad mamy surjektywnosé f.

Fakt 3: Jedli liczby a,b, ¢, d spelniaja a < b,c < d, f(a) = f(b), i f(c) = f(d), to
a=cib=d.
Dowdd: Zalézmy przeciwnie. Bez straty ogdlnosci a = min{a, b, ¢, d}.
Jedli a # ¢, to P(c — a,a), P(c — a,b),P(d — a,a), P(d — a,b) = f(c+b—a)=
f(d4+b—a) P(b,d), P(b,c) = df(b+d) = cf(b+c) P(a,c+b—a), P(a,d+b—a) =
(c+b—a)f(b+c)=(d+b—a)f(b+d) = c(d+b—a)=dlc+b—a) =
(¢ —d)(b—a) = 0. Czyli sprzecznosé.
Zatem a = ¢, wiec b # d.
Ostatecznie patrzac na czwérke (a', b, ', d’) = (a,b, min{b, d}, max{b,d}) zamiast

a (a,b,c,d), ta sama metoda implikuje, ze a = min{b, d}, czyli sprzecznosé.

Fakt 3 implikuje, ze istnieje co najwyzej jedna para liczb rzeczywistych dodatnich
(a,b) taka, ze a < b1i f(a) = f(b).

Fakt 4: f(x) jest réznowartosciowa.
Proof: Zal6zmy, ze nie jest 1 wezmy takie liczby (a,b), ze a < bi f(a) = f(b).
P(z,a),P(xz,b) = af(z+a)=0f(x+b) = flz+(b—a))=3f(x)Vr>a
Oznaczmy t = b—a > 0ic = § < 1, wtedy niech [ bedzie dodatnia liczba rzeczywista,
spelniajaca nastepujacy uklad nieréwnosci:

l>a

l2

T >

(+1)*
4

Cus2t? o
(l+2t)

> >a(l+1)

Wtedy istnieja =1, z2, x3, x4 > a takie, ze

T, + 29 =1

r3+xa =1+t

2 2
c” (142t
T1T9 = 7( )

4
c(l+2t)?
Tr3Tyg = ( 4)
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Mamy wiec z122f (21 + 22) = 324 f (x5 + 24) = h*f(2h) gdzie h = L2

Zatem, z P(x1,x2), P(x3,24), P(h,h) 1 Faktu 3, dostajemy, ze istnieja dwa rézne
multizbiory {y1, 92}, {21, 22} takie, ze y1,y2, 21, 22 > ai f(y1)+f(y2) = f(21)+f(22).
Ostatecznie widzimy, ze f(y1 +t) + f(y2 +1t) = f(z1 +t) + f(z2 + 1) i f(y1 +2t) +

fly2 +2t) = f(z1 + 2t) + f(22 + 2t). Cayli,

yiyaf(yr +y2) = z1z2f (21 + 22)
(1 + 1) (Y2 + ) f(y1 +y2) = (21 + ) (22 + 1) f(21 + 22)
(y1 +2t)(y2 +20) f(y1 + y2) = (21 + 2t) (22 + 28) f (21 + 22)

Rozwiagzujac uklad réwnan dostajemy y; +y2 = 21 + 22, Y192 = 2122 = {y1,¥2} =
{z1, 22}, sprzecznosé.

Fakt 5: 22 f(x) jest écidle rosnaca.
Dowdd: Zalézmy, ze istnieja takie a > b, ze a®f(a) < b?f(b), wtedy af(a) < bf(b) i
fla) < f(b).
Niech p = 248 wiedy p < b, a wiee P(p,a —p), P(p,b—p) = f(f(p) +
fla=p))=f(f(p) + f(b—p)) = a=b, sprzecznosc.

Whiosek 6: f(x) jest $ci$le monotoniczna.
Dowdd: Poniewaz f jest bijekcja wystarczy udowodnié, ze f jest ciggla.
Poniewaz x2 f(x) = 4f(2f(5)) jest surjekcja, a takze jest Scifle rosnaca z Faktu 5 to
22 f(x) musi by¢ ciggla, wiec takze f musi byé ciagla.

Fakt 7: f(z) =
Dowdd: Rozwazmy 2 przypadki:

e f(x) jest Scisle rosnaca.
W tym przypadku mamy

Yy € (0,1), fF(f(1) < fFUF) + ) =yf(1 +y) <yf(2)

To oczywiscie implikuje, ze f(f(1)) < 0, sprzecznosé. Zatem w tym przypadku
nie ma takiej funkcji.

o f(x) jest $ci$le malejaca.
W tym przypadku mamy P(1,1) = f(1) =1
Teraz, dla kazdej pary liczb rzeczywistych dodatnich ¢ < b mamy P(a —
k. k),P(b—k, k) = (a—k)f(a) < (b=k)f(b)VEk € (0,a) = af(a) <bf(d)
Zatem f(x) > 1 dla wszystkich > 11 f(z) < L dla wszystkich z < 1.
Dla kazdego t > 1, wybierzmy T > 1 tak zeby + + 7 < 1, wtedy P(t,T) =
i 2> fG+ 1) 2 f(FO+ f(D) =tTf(t+T) > 7
Cayli, f(; + 7) = f(f(t) + (D)) = ¢+ 7 =f) + f(T) = [f(t)=1.
7 drugiej strony dla kazdego t < 1, wybierzmy T < 1 tak zeby t +T < 1
wtedy P(t,T) = #5 < f(3+ %) < f(f(t) + f(T) =tTf(t+T) < %
Cayli, f(; + 7) = f(f(O + F(T) = ¢+ =FfO+(T) = f)=1¢
Zatem f(z) = = tak jak chcieli$my.

)

1
T
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Inwersja

Radomil Baran

Lematy pomocnicze

W zadaniach bedziemy wykorzystywaé dobrze znane witasnosci inwersji oraz naste-
pujace lematy

Lemat 1. Punkty P i Q sq izogonalnie sprzezone w tréjkgcie ABC. Punkt I jest
Srodkiem okregu wpisanego lub dopisanego do tréjkgta ABC. Okrgg w jest styczny
do prostych AP i AQ, a jego Srodkiem jest I. Wykazaé, Ze drugie styczne do w z
punktow P i Q przecinajq sie na prostej BC.

Rozwiazanie:

Niech D bedzie przecieciem drugich stycznych z P i Q do w. Z twierdzenia dual-
nego do inwolucyjnego twierdzenia Desarguessa wiemy, ze istnieje inwolucja rzutowa
na peku prostych z wierzchotka B, ktéra przeksztalca BA na BD, BP na BQ i
styczne z B do w na siebie. Jednak Dwie ostatnie pary sa tez obrazami w syme-
trii wzgledem dwusiecznej kata S ABC, a inwolucja rzutowa jest wyznaczona przez
2 pary punktéw (lub prostych), wiec proste BD i BA musza tez by¢ symetryczne
wzgledem dwusiecznej Y ABC, czyli D € BC.

Lemat 2. Punkt D lezy na boku BC trdjkgta ABC. Okrgg w jest styczny do od-
cinkow AD i BD w punktach X ©Y oraz do okregu opisanego na tréjkgcie ABC w
punkcie Z. Niech jeszcze I bedzie Srodkiem okregu wpisanego w trojkgt ABC. Wtedy
punkty I, X 1Y sq wspdtliniowe oraz punkty A, I, X i Z lezg na jednym okregu.



Rozwiazanie:

Niech M bedzie srodkiem tuku BC. Wtedy punkty M, I i A sa wspéliniowe.
Jednak réwniez jednokladno$é, o érodku w Z przeksztalcajaca w na okrag opisa-
ny na ABC przeksztalci Y na M bo prosta styczna do okregu opisanego przez M
jest réwnolegla do BC. Zatem M, Y i Z sa wspotliniowe. Niech J bedzie punktem
przeciecia prostych AM i XY. Chcemy zeby I = J. Niech jeszcze prosta ZX prze-
cina okrag opisany na ABC w punkcie N. Wtedy z jednoktadnosci w Z wiemy, ze
XY || MN. Zatem 4AZX =
angleAMN = $XJM, czyli punkty Z, X, J i A leza na jednym okregu. Za-
uwazmy teraz, ze SXZY = DY X = IDXY = JAXJ = JAZJ, czyli tez
LJZY = SAZX = <X JM, zatem z podobienstwa tréjkatéw M.JY i M ZJ mamy
MJ? = MY - MZ = MB?, gdzie ostatnia réwnoé¢ wynika z przeprowadzenia in-
wersji wzgledem okregu o srodku w M i promieniu M B = MC. Zatem MJ = M B,
czyli z lematu trojliscia mamy, ze J = I, co konczy nam rozwigzanie lematu.

Lemat 3. Pieciokgt ABCDE jest wpisany w okrgg Q. Punkty I i I sq $rodkami
okregow wpisanych w trojkgty CAD i CBE, a okrgg U jest okregiem stycznym do
prostych AD, BE i wewnetrznie do tuku BD okregu 2, ktory zawiera C' w punkcie
T. Wykazaé, ze punkty C, Iy, Is i T lezqg na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Niech M i N beda $rodkami tukow AD i BE, niezawierajacych punktu C. Wtedy
C, Iy i M sa wspdlliniowe C, I i N sa wspoélliniowe. Niech jeszcze P i @ beda
punktami stycznosci okregdéw wpisanych w CAD i CBE z bokami AD i BE. Wtedy z
jednokladnoéci o $rodku w T" wiemy, ze T, P i M sa wspéiliniowe. Podobnie T, Q i N
sg wspoétliniowe. Z lematu o tréjlidciu oraz z inwersji o $rodkach w M i promieniu M A
i N i promieniu NB. mamy MP - MT = MI? i NQ - NT = NI3. Z jednokladnogci
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~ ‘ednak. ze NQ _ MP j N — VNQNT _ /NQ _ /MP _ VMP-MT _
wienmy jednax, z€ yr = s, CZYU N7 = T N7 T\ NT =\ MT = MT

]]\\%,1, zatem trojkaty M1, T 1 NI,C sa posobne, czyli <IIqTI2 = JIMTN = <I,CIs,
co koniczy rozwiazanie lematu.

Lemat 4. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkgt ABC. Punkty I, Iy, i
1. sq Srodkami okregow dopisanych do ABC, stycznych do bokéw odpowiednio BC,
CA i AB. Punkty A*, B* i C* sq punktami symetrycznymi do A, B i C' wzgledem
bokéw odpowiednio BC, CA i AB. Wykazaé, Ze okregi opisane na trojkgtach A*I,1,
B*II i C*1.I przecinajg sie w jednym punkcie, réznym od I.

Rozwiazanie:

Wprowadzmy oznaczenia: w-okrag opisany na tréjkacie ABC, Q-okrag opisany
na trojkacie A*I1,, Q-przeciecie AA* z Q, L-przecigcie Al z BC, M-przeciecie Al
z w, O-srodek w, N-przecigcie BI z w, F-odbicie O wzgledem N, P-przecigcie A*L
z OM, E-przeciecie OM z Q (M lezy miedzy O i E), $BAC = o, SCBA = 3,
YACB = v, R-promien w.

Z prostego przeliczenia na katach mamy, ze trojkaty ABI i AI,C sg podobne zatem
AB-AC = Al-Al,. Zauwazmy ponadto, ze po inwersji wzgledem okregu o srodku A i
promieniu VAB - AC zlozonej z symetria wzgledem dwusiecznej kata ¥ BAC punkt
O przejdzie na A* (bo przed inwersja OB = OA = OC czyli po inwersji AB = B0/,
AC = C0O").Czyli AO-AA* = AB-AC = AI-Al, = AQ-AA*, gdzie ostatnia réwnosé
wynika z potegi punktu A wzgledem ). Zatem AQ = AO, czyli tez I1Q = I0O.
Oczywiscie A*L = AL i1 ML = LP zatem A*L-LP = AL-LM = BL-LC =
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IL - L1,, gdzie ostatnie dwie réwnosci wynikaja z potegi punktu L wzgledem w i
okregu opisanego na BIC (na ktérym lezy I,). Zatem P lezy na 2. Mamy wiec
~ A'E = SA*PM = SJOMA = STAQ =~ A*I,— ~ IQ, wiec IQ = I E, czyli
OI = El,. Wynika z tego, ze OM = ME. Niech teraz D bedzie drugim punktem
przeciecia okregu o $rodku w O i promieniu 2R z Q (E lezy na tym okregu, co przed
chwila pokazalidmy). Jesli D = E to latwo dostaé, ze & = 60° i mozemy powtdrzyé
proces dla innych wierzchotkéw, chyba, ze ABC' jest réwnoboczny ale wtedy teza
lematu jest oczywista. Niech wiec D # E. Analogicznie do tego co zrobiliémy przed
chwila mozemy pokazaé, ze F lezy na okregu opisanym na B*II, czyli IB*F =
180° — SFI,N = 180° — INIO = L’gﬁ + SII,E oraz angleIDF = %PA* —
JFDA* = %PA* — g + v — 90°. Laczac te dwie réwnoéci dostajemy SIB*F +
LIDF = 180°, czyli wielokat DIB*F1I, jest cykliczny. Podobnie udowadniamy, ze
DII.C* jest cykliczny co daje teze lematu.

Zadania i rozwigzania

1. Dany jest czworokat ABCD. Wykazaé, ze istnieje taki punkt P, ze okregi
opisane na tréjkatach APB i CPD sa styczne oraz okregi opisane na tréjkatach
APD i BCP sa styczne. Rozwiazanie:

Rozwazmy inwersje wzgledem punktu P. Nasz warunek przeksztalca si¢ wtedy
w to, ze czworokat A'B’'C'D’ jest réwnoleglobokiem (X’ to obraz X w inwersji). Z
wlasnoéci inwersji mamy YAPC = SA'D'C' + YADC i SAPC = 360° — $ABC —
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JA'B'C’, czyli $APC = L($ABC — $ADC), z dokladnoscia do kata 180° oraz
4BPD = %(iBAD — 4 BCD), z dokladnoécia do kata 180°. Czyli punkt P musi le-
ze¢ na odpowiednich okregach, gdyz te katy sa stale. Wystarczy wiec wziaé przeciecie
tych okregow.

A

.
=

B

2. Okrag w o érodku I jest wpisany w trojkat ABC. Okrag Q to okrag opisany na
tréjkacie AIB. Okregi w i Q) przecinaja sie w punktach X i Y. Punkt Z jest punktem
przeciecia wspolnych stycznych do okregow w i 2. Wykazaé, ze okrag opisany na
tréjkacie XY Z jest styczny do okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwiazanie:

Niech T bedzie $rodkiem tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC'. Z lematu
o trojlisciu wiemy, ze T jest Srodkiem 2. Niech teraz F' bedzie punktem stycznosci
okregu w z bokiem AB, a V bedzie punktem przeciecia prostej F'T z okregiem
opisanym, réznym od T'. Niech punkty X; i Y7 beda takimi punktami na okregu 2,
ze lezg one na wspoélnych stycznych do okregéw w i Q. Wtedy 41V, Z = IV, X =
Y1 X11 i podobnie SIY1Z = $X Y11, wiec I jest érodkiem okregu wpisanego w
tréjkat X1Y1Z, czyli w jest okregiem wpisanym w ten trojkat. Zatem jesli Z; bedzie
srodkiem X;1Y; to bedziemy mieli, ze Z € w. Ale Z; jest obrazem punktu Z w
inwersji wzgledem (). Zauwazmy jeszcze, ze w tej inwersji prosta BC' przejdzie na
okrag opisany na ABC, wiec punkt V przejdzie na punkt F. Czyli punkty X, Y,
Z 1V beda lezeé na jednym okregu, ktory jest obrazem w w inwersji wzgledem €.
Jednak w jest styczne do BC', wiec jego obraz inwersyjny, czyli okrag z tezy bedzie
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styczny do obrazu BC, czyli do okregu opisanego na ABC. Co nalezalo udowodnic.
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3. Punkty I i O sa $rodkami odpowiednio okregu wpisanego i opisanego na
tréjkacie ABC. Punkty P i @ sa izogonalnie sprzezone w tym tréjkacie, przy czym
JAPI = 90°. Punkt R lezy na symetralnej odcinka AP, w taki sposéb, ze AR 1 AQ.
Symetralna odcinka AI przecina prosta OR w punkcie X. Wykazaé, ze JIQA =
IXAI

Rozwiazanie:

Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o sSrodku w punkcie A i promieniu v AB - AC
zlozong 7 symetria wzgledem dwusiecznej kata ¥ BAC. Po zastosowaniu wlasno$ci
inwersji zauwazamy, ze zadanie przeksztalci si¢ do nastepujacej formy: Dany jest
tréjkat ABC. Punkt I jest $rodkiem okregu dopisanego do boku BC tréjkata ABC.
Punkt P jest taki, ze YAIP = 90°. Punkt @ jest izogonalnie sprzezony do punktu
P. Punkt R lezy na prostej prostopadlej do AQ przechodzacej przez A, przy czy,
AP = PR. Punkt O jest odbiciem punktu A wzgledem prostej BC. Punkt X lezy na
okregu opisanym na tréojkacie AOR, przy czym Al = I X. Wykazaé, ze proste AX i
Q1 sa réwnolegle. Niech w bedzie okregiem opisanym na czworokacie ARXO. Niech
teraz O', X' i R’ beda $rodkami odcinkéw AO, AX i AR. Wtedy punkty A, O, X' i
R’ leza na jednym okregu. Oznaczmy go przez w’. Niech W bedzie punktem przecie-
cia w' z BC, réznym od O'. Wtedy AO’Q = 90°, czyli SAR'W = SAX'W = 90°.
Wiemy jednak tez, ze PA = PR, czyli $PR'A = 90°, zatem punkty P, W i R’ sa
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wspo6liniowe. Podobnie TA = IX, czyli $IX'A = 90°, zatem punkty I, W i X’ sa
wspélliniowe. Zeby wykazaé, ze proste QI i AX sa réwnolegle wystarczy, ze poka-
zemy, ze SQJX' = 90°, czyli, ze LQJW = 90°. Mamy jednak PW 1 AR 1 AQ,
czyli proste PW i AQ sa réwnolegle. Niech teraz o bedzie okregiem o srodku w I,
stycznym do AP i AQ. Na mocy poprzedniej réwnoleglosci widzimy, ze prosta PW
jest styczna do o. Zatem z lematu 1 wiemy, ze prosta QW réwniez jest styczna do o.
Jednak wtedy QI i W1 to dwusieczne katéw SAQW i LPWQ, czyli QIW = 90°,
co byto do pokazania.

4. Dany jest pieciokat wypukly ABCDFE wpisany w okrag w o $rodku O. Prze-
katne AC i BE przecinaja sie w punkcie M. Okrag wy o srodku w K jest styczny do
odcinkéw M E, MC i do okregu w. Okrag wy o srodku L jest styczny do odcinkdéw
ED, DA i do okregu w, a okrag wz o érodku w N jest styczny do odcinkéw DB i
DC' i do okregu w. Wykazaé, ze istnieje prosta styczna do okregdéw wi, we i ws.

Rozwigzanie:

Niech wspélna zewnetrzna styczna do we i ws, ktora jest blizej punktéw A i B
przecina w w U i V. Niech J, J; i J3 beda $rodkami okregdéw wpisanych w trojkaty
odpowiednio DUV, DAC, DBFE oraz niech P, @, R i S beda punktami styczno$ci
okregéw odpowiednio ws, wo, w3, ws z AD, w, BD i w. Z lematu 2 wiemy, ze punkt J
lezy na okregach opisanych na tréjkatach DPQ i DRS. Rozwazmy inwersjg¢ o Srodku
w punkcie D. Niech obraz X bedzie X*. Niech T bedzie $rodkiem okregu dopisanego
do trojkata D* A* B*, stycznym do boku A* B* oraz niech proste réwnolegte do A* B*
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przez T* przecinaja P*Q* i R*S* odpowiednio w punktach Y* i Z*. Zauwazmy, ze
A*Q* =T*Y™, czyli J5Y™ jest prostopadle do A*B*. Analogicznie J;Z* 1L A*B*,
wiec widzimy, ze P*Q* || T*J;, R*S™* || T*J5 czyli z twierdzenia Pappusa punkty J*,
Ji i J5 sa wspotliniowe. Czyli przed inwersja punkty D, J, J; i Jo musialy leze¢ na
jednym okregu. Czyli z lematu 3 dostajemy, ze UV jest styczna do wy, co chcielidmy
udowodnié.

5. Punkty O i I sg Srodkami odpowiednio okregu wpisanego i opisanego na troj-
kacie ABC. Punkty I,, I; i I, sa Srodkami okregéw dopisanych do bokéw odpowied-
nio BC, CA i AB tréjkata ABC. Punkt D jest drugim punktem przeciecia okregu
opisanego na trojkacie AIO z prosta I,0. Punkty F i F' definiujemy analogicznie.
Wykazaé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Niech A*, B* i C* beda punktami symetrycznymi do A, B i C' wzgledem bo-
kéw BC, CA i AB. Poniewaz trojkaty AIO i AA*I, sa podobne to $ADI, =
JAIO = JAA*I,, czyli punkty A, A*, D i I, leza na jednym okregu. Zatem
JADI = SAOI = JAI,A* = SADA*, czyli A* € ID. Podobnie dowodzimy,
ze B* lezy na I E oraz na okregu opisanym na BEI, i C* lezy na I F' oraz na okregu
opisanym na tréjkacie CFI.. Z lematu 4 wiemy, ze okregi opisane na tréjkatach
A*Il,, B*II, i C*I1. maja wspdlng o$ potegowa, wiec wykonujac inwersje o srod-
ku w I (zlozona z symetria), ktéra zamienia pary (A, 1I,), (B, 1), (C,1.), (D, A*),
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(E, B*), (F,C*) dostaniemy, ze proste AD, BE i CF przecinaja sie punkcie, ktéry
jest obrazem drugiego punktu przeciecia okregéw opisanych na tréjkatach A*I1,,
B*II, i C*11. w tej inwersji.

6. Proste AP i BP sa styczne do okregu w, ktérego srodkiem jest O w punk-
tach odpowiednio A i B. Punkt J jest érodkiem okregu I' opisanego na tréjkacie
PAB. Okrag €, o srodku w K przechodzi przez P, jest styczny zewnetrznie do w w
punkcie L i przecina proste PA i PB w punktach odpowiednio C' i D. Prosta C'D
przecina okrag I' w punktach F i F. Punkt G jest przecigciem prostych OF i AB,
a punkt H jest przecigciem prostych OF i AB. Niech @, R, S i T beda $rodkami
okregéw opisanych na tréjkatach odpowiednio PLG, PLA, PLB i PLH. Wykazad,
ze YQPR = LSPT.

Rozwigzanie:

Niech ® bedzie inwersja wzgledem okregu o srodku w punkcie P i promieniu
V' PC - PD ztozona z symetria wzgledem dwusiecznej kata <CPD. Obrazem okregu
w bedzie okrag ®(w) wpisany w tréjkat PC'D. Niech I bedzie jego srodkiem. Wtedy
O(L) = P(w)NCD, ®(A) = ®(w) N PD, ®(B) = &(w) N PC, czyli punkty P(F)
i ®(F) beda punktami przeciecia prostej ®(A)P(B) z Q. Zauwazmy, ze ®(G) lezy
na okregu opisanym na P®(A)®(B) i na okregu o $rednicy P®(E), czyli ®(G) jest
rzutem punktu P na prosta I®(E). Podobnie punkt ®(H) jest rzutem punktu P na
I®(F). Zauwazmy teraz, ze punkty ®(0), ®(R), ®(S5), ®(T) sa odbiciami punktu P
wzgledem ®(L)®(G),, (L)P(A),, ®(L)P(B),, ®(L)P(H), zatem wystarczy poka-
zaé, ze SO(A)®(L)P(G) = 4®(B)®(L)P(H). Mozemy teraz przeformulowaé nasze

93



zadania na takie:

Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, a punkty D, E i F sa
punktami stycznosci okregu wpisanego z bokami odpowiednio BC, CA i AB. Punk-
ty Y i Z sa punktami przeciecia prostej FF' z okregiem opisanym na ABC. Punkty
P i @ sa rzutami punktu A na IY i IZ. Udowodnié, ze S{EDP = <FDQ.
Poniewaz Y i Z lezg na biegunowej A wzgledem okregu wpisanego to AP i AQ
sg biegunowymi Y i Z wzgledem okregu wpisanego, czyli P i Q to obrazy Y i Z
w inwersji wzgledem okregu wpisanego, zatem dostajemy, ze punkty P i @ leza
na okregu dziewieciu punktéw trojkata DEF. Rozwazmy teraz inwersje wzgledem
okregu o srodku w punkcie D i promieniu %\/ DE - DF zlozona z symetria wzgledem
dwusiecznej kata < EDF. Wtedy okrag opisany na I EF i okrag dziewieciu punktéw
tréjkata DEF sa swoimi obrazami wzgledem tej inwersji, wiec takze punkty P i @
sa swoimi obrazami w tej inwersji czyli DP i DQ sa izogonalnie sprzezone a kacie
JEDF, czyli SEDP = {FDQ, co kohczy rozwiazanie zadania.
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Metoda poruszania punktéw

Radomil Baran

Teoria

Definicja 1. Farnicuch rzutowy to zbior punktow na plaszczyznie rzutowej, ktory jest
prostg rzutowg lub krzywg stoZkowq. Oznaczamy laricuch rzutowy punktow X na
prostej (lub krzywej stozkowej) p przez p(X)

Definicja 2. Przeksztalceniem rzutowym pomiedzy dwiema prostymi (lub krzywy-
mi stozkowymi) p and q nazwiemy dowolng bijekcje ¢ : p — q, ktéra zachowuje
dwustosunek, tzn.

(A17 A27 A3a A4) = (¢(A1)7 ¢(A2)7 ¢(A3)a ¢(A4))7
gdzie A; € p i ¢(4;) € q.

Definicja 3. Przeksztalceniem perspektywicznym pomiedzy dwiema prostymi p i q
o $rodku O nazwiemy funkcje, ktora punktowi A na p przyporzedkowuje taki punkt
B na q, zZe punkty O, A i B sq wspolliniowe.

Moéwimy, ze p(X) i ¢(Y) sa rzutowe jedli istnieje przeksztalcenie rzutowe pomiedzy
tymi lancuchami i oznaczamy p(X) A ¢(Y) lub p(X) — ¢(Y).

Podobnie, p(X) i ¢(Y) sa perspektywiczne jedli istnieje przeksztalcenie perspekty-
wiczne pomiedzy tymi taficuchami i oznaczamy wtedy p(X) A q(Y).

Definicja 4. Pe¢k prostych to zbior prostych przechodzgcych przez ustalony punkt na
plaszezyénie rzutowej. Mozemy mieé tez inne peki (np. peki krzywych stozkowych).
Oznaczamy pek prostych p, ktére przechodzq przez punkt A przez A(p).

Definicja 5. Przeksztalceniem rzutowym pomiedzy dwoma pekami A(p) i B(q) na-
zywamy dowolng bijekcje ¢ : p — q, ktora zachowuje dwustosunek, tzn.

(P1,P2;p3,P4) = (D(p1), d(p2); d(p3), d(p4)),

gdzie p; € A(p) 1 &(p;) € Alq).

Definicja 6. Przeksztalceniem perspektywicznym pomiedzy pekami A(p) ¢ B(q) o
osi I nazywamy dowolng funkcje, ktdra dla kazdego punktu X € | przeksztalca prostg
AX € A(p) w prostg BX € B(q)

Moéwimy, ze A(p) i B(q) sa rzutowe jedli istnieje przeksztalcenie rzutowe pomie-
dzy tymi pekami i oznaczamy wtedy A(p) A B(q) lub A(p) — B(q).
Podobnie, A(p) i B(q) sa perspektywiczne jesli istnieje przeksztalcenie perspekty-
wiczne pomiedzy tymi pekami i oznaczamy A(p) A B(q).



(Steinera) Dane sa dwa peki prostych A(p) i B(p). oraz przeksztalcenie rzutowe m
pomiedzy nimi. Wtedy, jesli 7 jest perspektywiczne to punkty przeciecia prostych p
i m(p) tworza prosta, a jesli nie jest perspektywiczne to punkty te tworza niezdege-
nerowang, krzywa stozkows.

(dualne do Steinera) Dane sa dwa lancuchy rzutowe p(A) i ¢(B) oraz prze-
ksztalcenie rzutowe m pomiedzy nimi. Jesli 7 jest perspektywiczne to wszystkie pro-
ste AB przecinaja sie w jednym punkcie. Jesli 7 nie jest perspektywiczne to wszystkie
proste AB sa styczne do pewnej krzywej stozkowe;j.

Wtasno$¢ 1. Przeksztalcenia rzutowe sq odwracalne oraz zlozemie przeksztalcen
rzutowych jest rzutowe.

Wtasnoéé 2. Niech p(X) — q(Y). Wtedy p(X) A q(Y) wtedy i tylko wtedy gdy
przeciecie prostych p i q jest punktem stalym w tym przeksztalceniu rzutowym.

Wtasno$é 3. Niech A(p) — B(q). Wtedy A(p) A B(q) wtedy i tylko wtedy gdy prosta
AB jest stala w tym przeksztalceniu rzutowym.

Wtlasnos$é 4. Przeksztalcenie rzutowe pomiedzy dwoma {ancuchami rzutowymi (pe-
kami) jest jednoznacznie wyznaczone przez trzy pary odpowiadajgcych punktéw (pro-
stych,).

Wilasno$¢ 5. Inwersja zachowuje dwustosunek na prostej lub okregu.

Wtasno$é 6. Dla dowolnej krzywej stozkowej v i dowolnego punktu P przeksztal-
cenie z v do vy, ktdre punkt X przeksztalca w punkt PX N~ # X jest rzutowe.

Wtasno$¢ 7. Dana jest prosta l i okrgg w oraz punkt P leigcy na tym okregu. Dla
tancucha w(X) rozwazmy laricuch I(Y), gdzie Y = PX Nw. Wiedy w(X) — 1(Y).

Lemat 5. Dane sq dwa taricuchy punktéw k(A) il(B). Przypu$émy, ze k(A) — I(B)
oraz Xook — Xoot- Wtedy dla dowolnych kgtow « i 3, zbior punktow X takich, Ze
L(X A, k) = (X B,1) jest prostq.

Rozwigzanie:

Niech py, bedzie prosta w nieskonczonosci. Zauwazmy, ze wszystkie proste X A
przechodza przez punkt w nieskoniczonosci X, a wszystkie proste X B przechodza
przez punkt w nieskoficzonosci Xoog. Poniewaz k(A) — [(B) to mamy X (Xooad) —
Xoop(XoopB). Zatem wystarczy pokazaé, ze to przeksztalcenie jest perspektywicz-
ne. Czyli wystarczy sprawdzié, ze poo jest stala, jednak to jest oczywiste poniewaz
Kook = Xool-

Lemat 6. Dane sq dwie proste k i [ przecinajgce sie w punkcie A oraz punkt P,
ktory nie lezy na Zadnej z tych prostych. Dla zmieniajgcego sie punktu B € k niech
C bedzie drugim punktem przeciecia okregu opisanego na ABP z 1 (chyba, Ze jest
tylko jeden to C = A). Wtedy k(B) — 1(C).

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze po rozwazeniu inwersji o srodku w punkeie A lancuchy k(B) i 1(C)
beda perspektywiczne o §rodku w punkcie P/, a inwersja zachowuje dwustosunek,
co oznacza, ze przed inwersja mamy k(B) — [(C).
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Zadania i rozwigzania

1. Dany jest trojkat AABC i jego ortocentrum H. Okrag w jest okregiem opisa-
nym na trojkacie BHC, a punkt P lezy na w. Proste BP i C'P przecinaja proste AC
i AB odpowiednio w punktach X 1 Y. Wykazad, ze przy zmieniajacym sie polozeniu
punktu P na w okregi opisane na AX PY przechodza przez ustalony punkt, rézny
od A.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze przy zmieniajacym sie¢ punkcie P po okregu w mamy w(P) —
AB(Y) oraz w(P) — AC(X). Wynika to z wlasnosci 7. Zatem z wlasnosci 1 wiemy
réwniez, ze AB(Y) — AC(X). Niech X; 1 Y7 beda srodkami odcinkéw AX i AY.
Wtedy w oczywisty sposéb AC(X1) — AB(Y1). Niech teraz Xoo1 ap 1 Xool ac beda
punktami w nieskonczonosci o kierunkach prostopadtych odpowiednio do AB i AC.
Wtedy skoro taficuchy AC(X1) i AB(Y7) sa rzutowe to réwniez peki Xoo | 4B (Xoo1 aBY1)
i Xool ac(Xoot acX1) sa rzutowe. Punkty ich przeciecia to srodki okregéw opisanych
na tréjkatach AXY . Niech teraz A; bedzie odbiciem punktu A wzgledem $rodka od-
cinka BC. Poniewaz < BHC = 180° — < BAC to punkt A; lezy na okregu w. Mamy
ponadto BA; || AC i CA; || AB zatem gdy P = A; to X = Xooac 1Y = Xeoan,
czyli X1 = X, Y; =Y zatem prosta X1 apXoo1 ac jest stala w przeksztalce-
niu rzutowym miedzy rozwazanymi pekami. Z wtasnoséci 3 wiemy wiec, ze punkty
przeciecia odpowiadajacych prostych z tych pekéw leza na jednej prostej. Zatem
wiemy, ze $rodki okregéw opisanych na AXY leza na jednej prostej. Odbicie punktu
A wzgledem tej prostej lezy wiec na kazdym z rozwazanych okregéow. To daje teze
zadania.
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2. Dany jest tréjkat AABC oraz punkt P na prostej BC. Okrag o $rednicy BP
przecina okrag opisany na tréjkacie APC ponownie w punkcie (). Niech M bedzie
punktem przeciecia PQ i AC, a H ortocentrum tréjkata ABP. Udowodnié, ze przy
zmieniajacym sie polozeniu punktu P, proste M H przechodzg przez ustalony punkt.

Rozwigzanie:

Niech P; bedzie punktem przeciecia prostej PQ z okregiem opisanym na tréj-
kacie ABQ. Wiemy, ze YAQB = 360° — YAQP — YBQP = 90° — $ACB, ponie-
waz LBQP = 90° oraz <AQP = 180° — YACB. Oznacza to, ze przy zmieniaja-
cym sie polozeniu punktu P punkt () porusza sie po ustalonym okregu. Ponadto
IBQP;, = 90°, wiec punkt P, jest punktem antypodycznym do B w tym okreg,
czyli jest punktem stalym. Zatem wszystkie proste PQ (czyli tez PM) przechodza
przez ustalony punkt. Oznacza to, ze BC(P) x AC(M). Niech teraz k bedzie prosta
prostopadta do BC' przechodzaca przez punkt A. Wtedy BC(P) A k(H), poniewaz
jest to rzutowanie przez punkt X ap. Zatem k(H) — AC(M). Chcemy pokazad,
ze k(H) A AC(M). Zatem z wlasnoéci 2 wystarczy, ze pokazemy, ze punkt przeciecia
prostych AC' i AB, czyli A, jest punktem stalym tego przeksztalcenia. Niech zatem
P bedzie takim punktem na prostej BC, ze L BAP = 90°. Wtedy oczywiscie H = A.
Ponadto @ lezy na okregu opisanym na ACP i na okregu o érednicy BP, czyli na
okregu opisanym na ABP, zatem Q = A. Zatem wprost z definicji M = A. Czyli
M = H = A, co kohczy rozwiazanie zadania.

3.Punkty X i Y leza odpowiednio wewnatrz bokéw AB i AC tréjkata ostrokat-
nego ABC, przy czym AX = AY oraz odcinek XY przechodzi przez ortocentrum
tréjkata ABC. Proste styczne do okregu opisanego na trdjkacie AXY w punktach
X 1Y przecinaja si¢ w punkcie P. Dowies¢, ze punkty A, B, C' i P leza na jednym
okregu.
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Rozwiazanie:

Ustalmy punkty A, X, Y i T, przy czym AX = AY. Bedziemy poruszaé punk-
tem H na prostej XY i punktami B i C' na prostych AB i AC w taki sposob, ze
H bedzie dalej ortocentrum ABC. Zatem XY (H) A AX(B) i XY (H) A AY(O),
gdzie odpowiednie przeksztalcenia to rzutowania przez punkty w nieskonczonosci o
kierunkach prostopadiych do AC' i AB. Otrzymujemy zatem, ze AX(B) — AY (C).
Niech teraz B’ bedzie punktem przeciecia okregu opisanego na ABP z AY. Wtedy
z lematu 2 wiemy, ze AX(B) — AY(B’), a chcemy wykazaé, ze B’ = C, zatem
wystarczy, ze udowodnimy to dla trzech wyboréw punktu H na prostej XY. Gdy
H jest punktem w nieskonczonosci prostej XY to punkty B i C' staja si¢ punktami
w nieskonczonosci prostych AB i AC. Ponadto punkt B’ réwniez bedzie punktem
w nieskonczonosci prostej AC. Jest tak poniewaz w inwersji wzgledem punktu A
punkty B, P i B’ sg wspélliniowe czyli gdy B jest punktem w nieskonczonosci pro-
stej AB to po inwersji jest on punktem A, a prosta AP przecina AC' w punkcie
A zatem B’ bedzie obrazem punktu A na prostej AC w inwersji, czyli punktem
w nieskoniczonosci prostej AC. Zatem mamy B’ = C' w tym przypadku. Pozostaje
rozwazy¢ dwa przypadki. Beda to H = X i H =Y, przy czym sa one analogiczne
wiec rozwazymy tylko jeden z nich. Niech wiec H = X. Wtedy punkt B bedzie tez
punktem X, a punkt C bedzie takim punktem na prostej AY, ze LAXC = 90°.
Niech teraz ¥ XAY = a. Wtedy z twierdzenia o kacie miedzy styczna a sieczna
mamy SPXY = SPY X = q, czyli XPY = 180° — 2a, zatem S XPA = 90° — .
Oczywiscie mamy tez YXCA = 90° — a, zatem punkty A, X, P i C leza na jed-
nym okregu. Zatem mamy udowodnione, ze B’ = C' w tym przypadku, co jak juz
pokazaliSmy implikuje teze zadania.

4.Symetralna boku BC' przecina okrag opisany na tréjkacie ABC' w punktach
PiQ, przy czym punkty A i P lezg po tej samej stronie prostej BC. Punkt R jest
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rzutem prostokatnym punktu P na prosta AC. Punkt S jest srodkiem odcinka AQ.
Wykazaé, ze punkty A, B, R i S leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o sSrodku w punkcie A i promieniu v AB - AC
zlozona z symetrig wzgledem dwusiecznej kata BAC'. Z wtasnoéci inwersji tatwo do-
stajemy, ze nasze zadanie przeksztalca sie w nastepujace sformutowanie: Punkty
P i Q sa spodkami dwusiecznych odpowiednio zewnetrznej i wewnetrznej trdjkata
ABC, opuszczonych z wierzchotka A. Punkt R jest takim punktem na prostej AB,
ze SAPR = 90°. Ponadto punkt S jest odbiciem punktu A wzgledem Q. Trzeba
wykazaé, ze punkty C, S i R leza na jednej prostej. Ustalmy wiec punkty A, P i
Q@ i poruszajmy punktami B i C' na prostej BC, w taki sposéb, ze AP i AQ to da-
lej dwusieczne kata BAC. Wtedy BC(B) — BC(C). Ponadto w oczywisty sposéb
BC(B)Ak(R), gdzie k jest prosta prostopadla do PA, przechodzaca przez P. Mamy
wiee, ze BC(C) — k(R). Checemy pokazaé, ze BC(C) A k(R) oraz ze $rodek te-
go przeksztalcenia perspektywicznego to S. Zauwazmy, ze gdy B jest punktem P to
C = Pi R = P, czyli rzeczywiscie BO(C)Ak(R). Zauwazmy ponadto, ze gdy B = Q
to C = @ oraz R lezy na prostej AB, czyli na prostej AS, zatem CR przechodzi
przez S. Niech teraz B bedzie srodkiem odcinka PQ. Wtedy skoro (P, Q; B,C) =1
to znaczy, ze C jest punktem w nieskonczonosci prostej BC. Ponadto mamy wtedy
w oczywisty sposob, ze punkt R jest odbiciem punktu A wzgledem punktu B. Czyli
prosta RS jest réwnolegla do BC' zatem przechodzi przez punkt w nieskoniczono-
Sci tej prostej. Udowodnilidmy teze w trzech przypadkach, co na mocy rzutowosci
przeksztalcenia daje teze we wszystkich przypadkach.

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB < AC. Punkty E i F sa
spodkami jego wysokosci opuszczonych odpowiednio z wierzchotkow B i C. Prosta
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styczna w punkcie A do okregu opisanego na tréjkacie ABC przecina prosta BC w
punkcie P. Prosta réwnolegla do prostej BC' przechodzaca przez punkt A przecina
prosta EF w punkcie Q. Wykazaé, ze prosta PQ jest prostopadla do srodkowej
trojkata ABC opuszczonej z wierzchotka A.

Rozwiazanie:

Niech M bedzie érodkiem odcinka BC'. Ustalmy wierzchotki A i B i poruszajmy
punktem C po prostej BC. Wtedy w oczywisty spos6b mamy BC(C) — BC(M)
oraz BO(C) A AB(F), gdzie drugie przeksztalcenie ma $rodek bedacy punktem w
nieskonczonoéci o kierunku prostopadlym do AB. Niech teraz D bedzie spodkiem
wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka A w trojkacie ABC'. Jest on staly gdy ruszamy
punktem C'. Niech X bedzie odbiciem punktu D wzgledem prostej AB. On réwniez
jest staly. Niech teraz D’ bedzie takim punktem na BC, ze (D’,D;B,C) = 1. Z
wlasnosci dwustosunku wiemy, ze punkty D', E i F' sa wspétliniowe. Ponadto skoro
JCFB = 90° to <D'FB = <BFD = <XFB, gdzie ostatnia réwnoé¢ wynika z
definicji punktu X. Zatem punkty D’, E i F leza na jednej prostej przechodzacej
przez punkt X. Czyli AB(F) A k(Q), gdzie k jest prosta réwnolegta do BC prze-
chodzaca przez A, a $érodkiem tego przeksztalcenia perspektywicznego jest X. Czyli
BC(C) — k(Q). Ponadto dla dwéch punktéw C; i Cy oraz odpowiadajacych im
punktéw P i P, mamy P AP, = 401 ACy, czyli BO(C) — BC(P) bo dwusto-
sunek jest zalezny od odpowiednich katéw. Ostatecznie BC(P) — k(Q). Zauwazmy
teraz, ze gdy C jest odbiciem punktu B wzgledem punktu D to P jest punktem w
nieskonczonoéci prostej BC, ale réwniez wtedy EF || BC, czyli @ jest tym samym
punktem w nieskoficzonosci (AQ || BC). Czyli punkt przeciecia BC' i k jest staly w
podanym przeksztalceniu, co oznacza, ze BC(P) A k(Q). Niech wspélnym punktem
prostych PQ bedzie Y. Wtedy mamy, ze peki Y (Y P) i A(AM) sa rzutowe. Chcemy
pokazaé, ze odpowiadajace im proste sa prostopadte, wiec wystarczy, ze pokazemy
to dla trzech punktéw. Dla C bedacego odbiciem B wzgledem D wiemy juz, ze
prosta PQ jest réwnolegta do BC, natomiast wtedy M = D, czyli AM 1| BC, a
stad AM 1 PQ. Dalej, gdy C bedacego punktem w nieskonczonoéci prostej BC
to M = C, P = B oraz F jest rzutem B na prosta AC, czyli na prosta k. Zatem
przecieciem EF z k, bedzie rzut punktu B na k. Zatem @ jest tym rzutem. Czyli
wtedy PQ L k czyli PQ L AM. Ostatnim przypadkiem bedzie taki punkt C, ze
IBAC = 90°. Wtedy F = A, czyli znowu Q = EF Nk = A. Wtedy tez M jest
srodkiem BC, czyli M jest srodkiem okregu opisanego na ABC, zatem AM | AP,
bo AP jest styczne do okregu opisanego na ABC. Zatem w tym przypadku tez
AM 1 PQ, co konczy rozwiazanie zadania.
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6. W tréjkacie ABC, punkt A; lezy na boku BC i punkt B; lezy na boku AC.
Punkty P i @ leza odpowiednio na odcinkach AA; i BBy, przy czym prosta PQ
jest réwnolegla do AB. Punkt P; jest takim punktem na prostej PBi, ze B; lezy
pomiedzy P, a P, oraz $PP,C = ¥BCA. Podobnie, niech Q; bedzie punktem
na QA; takim, ze A; lezy pomiedzy Q i Q1 oraz SCQ:1Q = XCBA. Wykazaé, ze
punkty P, @, P; i Q; leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Niech E i F' bedg punktami przeciecia PQ z prostymi AC i BC. Ustalmy punkty
C, P, Q, F1iF iporuszajmy punktem A na FC. Wtedy B bedzie zmienial si¢ na
CF w taki sposéb, ze AB || PQ. Oczywiscie wtedy CE(A) A CF(Ay) i CF(B) —
CE(B,). Zauwazmy, ze mamy réwnos¢ SCP, P = SCAB = SCEP, czyli punkty
E, P, Ci P, leza na jednym okregu. Oznaczmy go przez wi. Podobnie punkty @, F,
@1 1 C lezg na jednym okregu. Oznaczmy go przez wo. Wtedy dostajemy, ze punkty
Py i Q1 poruszaja sie¢ po tych okregach, ktére sa stale oraz CE(By) — wi(Py) i
CF(A;1) — wa(Q1) na mocy wlasnosci 7. Widzimy wiec, ze peki P(PPy) 1 Q(QQ1)
sg rzutowe. Niech X bedzie punktem przeciecia prostych PPy i QQ1. Niech jeszcze
okregi wy 1 we przecinaja sie w punkcie D # C. Pokazemy, ze punkty X leza na
prostej CD. Wystarczy wiec, ze pokazemy to dla trzech punktéw. Gdy A = C to B =
Ciwtedy Ay = B; =C,czyliPp =Q1 =C,wiec X =C.Dalejgdy A= FEtoB=F
iwtedy P, = E1Qy = F, czyli prosta PQ jest stala w przeksztalceniu P(PP;) —
Q(QQ1), czyli to przeksztalcenie jest perspektywiczne. Pozostaje pokazaé, ze D = X
rowniez zachodzi. Niech P, = X i skonstruujmy wtedy punkt A. Tak samo niech
Q1 = X i skonstruujmy wtedy punkt B. Udowodnimy, ze AB | PQ. Bedzie to
rownowazne poprzedniemu stwierdzeniu. Mamy wiec nastepujace zadanie: Dany jest
tréjkat CEF i punkty P i @ na boku EF. Okregi opisane na CPE i CQF (w1 1 ws)
przecinaja sie¢ w punkcie D. Prosta DP przecina CE w punkcie By, a prosta D@
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przecina C'F' w punkcie A;. Prosta B1Q przecina CF w B, a PA; przecina CE w A.
Wykazaé, ze prosta AB jest réwnolegta do E'F'. Ustalmy wiec punkty C, E, F i P i
poruszajmy punktem @ na prostej EF. Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostej
DQ z w,. Jest on stalty poniewaz SCDX = SCF(Q. Zatem przeksztatcenia punktu
Q@ na D i Ay sa rzutowe. Oczywiscie przeksztalcenie A; na A jest rzutowe i D na
B;. Wykazmy, ze przeksztalcenie By na B jest rzutowe. Zeby to pokazaé wystarczy
zeby proste QB; przechodzily przez ustalony punkt. Jest to jednak réwnowazne
temu, ze gdy Q = F to musi by¢ By = E. Latwo jednak zauwazy¢, ze jest to
spelnione gdyz wtedy @ = E. Czyli przeksztalcenie z A na B jest rzutowe. Wystarczy
wiec sprawdzi¢ trzy punkty. Dla Q = E teza jest oczywista. Wezmy jeszcze ) jako
punkt w nieskoniczonosci prostej EF. Wtedy réwniez latwo zauwazy¢é, ze AB || EF.
Jako trzeci przypadek wybierzmy @@ = P. Proste QD i PD beda wtedy prostymi
stycznymi do wy 1 wqy w P. Oznaczmy punkty przeciecia tych stycznych z CE i
CF jako M i N. Wtedy z twierdzenia o kacie miedzy styczna a sieczna mamy
JCFP = 4CPM i $CEP = SCPN, czyli $MPN + <MCN = 180° zatem na
punktach C, M, P i N da si¢ opisa¢ okrag. Czyli SCNM = SCPM = CFP skad
teza w tym przypadku i to koficzy rozwiazanie zadania.

7. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Punkty P i @ leza na
odcinkach BI i CI, przy czym 24 PAQ = < BAC. Wykazaé, ze jesli D jest punktem
stycznoéci okregu wpisanego w tréjkat ABC z bokiem BC' to <PDQ = 90°.

Rozwigzanie:

Ustalmy punkty A, B, C i poruszajmy punktem P po prostej BI. Punkt @
jest przecieciem prostej bedacej obrotem AP o okreslony kat z CT zatem BI(P) —
CI(Q). Jedli teraz P’ jest takim punktem na CI, ze <PDP’" = 90° to réwniez
BI(P) — CI(P'). Zeby wykazaé teze wystarczy wiec pokazaé ja dla trzech réznych
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wyboréw punktu P. Dla P = B mamy P’ =1 =Q, dla P =1 mamy P’ =C = Q.
Niech jeszcze P bedzie $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABD. Skoro $APQ =
%%EBAC’ to @ bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ACD. Jednak wtedy
w oczywisty sposéb SPDQ = 90°, gdyz DP i DQ to dwusieczne katéw SBDA i
SCDA, ktére sumuja si¢ do 180°. Udowodniliémy wiec teze zadania.

8. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC a € jest okregiem nan
opisanym. Prosta Al przecina 2 w punkcie D # A. Punkt E lezy na tuku BDC,
a punkt F' na boku BC, przy czym SBAF = JCAE < %<IBAC. Punkt G jest
srodkiem odcinka I'F. Wykazaé, ze proste DG i EI przecinaja si¢ na okregu Q.

Rozwiazanie:

Poruszajmy punktem E po okregu Q. Z réwnoéci katéw L BAF = <CAE mamy,
ze Q(E) — BC(F). Ponadto BC(F) A k(G), gdzie k jest obrazem prostej BC' w
jednokladnosci o érodku w punkcie I i skali % Niech X bedzie przecieciem ET z
), a Y bedzie przecigciem DG z Q. Z wlasnosci 6 1 7 wiemy, ze k(G) — Q(Y)
oraz Q(F) — Q(X). Zatem Q(X) — Q(Y). Wystarczy wiec wykazaé teze dla trzech
wyboréw E, Gdy E = C to F = B, czyli G jest érodkiem odcinka BI. Ponadto X
jest $rodkiem tuku AB. Z lematu o tréjliéciu wiemy, ze BX = X[ oraz BD = DI,
czyli XD to symetralna BI, co oznacza, ze DX przechodzi przez srodek BI. Gdy
E = B mamy analogiczna sytuacje. Gdy £ = D to F lezy na Al, czyli G réwniez,
zatem w oczywisty sposéb X = A =Y. Udowodnilidémy teze w trzech przypadkach,
co konczy rozwiazanie zadania.
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9. Dany jest trdjkat ostrokatny ABC' i jego prosta Eulera k. Punkty M i N sa
odbiciami punktéw B i C wzgledem k. Punkt P jest dowolnym punktem na k. Punkt
E jest punktem przeciecia PM i AC, a punkt F' jest punktem przeciecia PN i AB,
Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ABC, a S jego odbiciem wzgledem prostej
EF. Wykazaé, ze S lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Rozwigzanie:

Niech K bedzie odbiciem punktu A wzgledem k. Poruszajmy punktem P po pro-
stej k. W oczywisty sposob k(P)AAB(F) oraz k(P)AAC(E), czyli AB(F) — AC(E).
Z twierdzenia dualnego do twierdzenia Steinera wiemy, ze Proste E'F' sa styczne do
jednej krzywej stozkowej lub przechodza przez ustalony punkt. Przechodzilyby one
przez jeden punkt gdyby dla F = A mielibySmy F' = A. Jednak wtedy proste M A
i N A musialyby sie przecina¢ na k, co jest niemozliwe. Czyli proste E'F' sa styczne
do pewnej krzywej stozkowej v. Widzimy, ze gdy F = A to EF jest AB, a gdy
F = A to EF jest AC, zatem ~ jest styczne do prostych AB i AC. Niech X i Y
beda punktami przeciecia k z AB 1 AC. Z symetrii wzgledem prostej k wiemy, ze
punkty M, X i K sa wspoétliniowe. Tak samo punkty N, Y i K sa wspoétliniowe.
Zatem dla P = X punkt F = X oraz E jest przecieciem M X z AC, czyli prosta
EF jest prostag M K. Tak samo dla P =Y prosta EF jest prosta N K. Wezmy teraz
jako punkt P punkt bedacy punktem przeciecia prostej M N z prosta BC. Wtedy
prosta EF bedzie prosta M N. Zatem nasza krzywa v bedzie styczna do prostych
AB, AC, MN, MK i NK. Pig¢ obiektow wyznacza jednoznacznie krzywa stozkowa,
wiec wystarczy, ze znajdziemy krzywa, ktéra jest styczna do tych prostych. Niech w
bedzie elipsg wpisana w tréjkat ABC o ogniskach H i O. Proste MN, NK, MK
sg symetryczne do bokéw tréjkata ABC wzgledem prostej OH, zatem te proste sa
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styczne do w. Czyli v = w. Wezmy teraz dowolny punkt P i odpowiadajaca mu
prosta EF. Wiemy, Ze jest ona styczna do w. Niech H' bedzie odbiciem H wzgledem
EF. Z wlasnosci elipsy wiemy, ze wtedy punkt H' lezy na pewnym okregu o srodku
w O. Jednak znanym lematem jest, ze odbicia H wzgledem bokéw tréjkata ABC
leza na okregu opisanym na ABC, zatem H’' musi lezeé na okregu opisanym, co
chcieliSmy udowodnicé.

10. Dany jest tréjkat ABC oraz dwa izogonalnie sprzezone punkty P i Q). Punkty
D, E i F sa punktami przeciecia prostych AP, BP i C'P odpowiednio z prostymi
BC, CA i AB. Niech O bedzie érodkiem okregu opisanego na ABC. Niech jeszcze
X bedzie punktem przeciecia prostej prostopadlej do EF, przechodzacej przez A z
prosta OD. Wykazaé, ze QX L BC.

Rozwigzanie:

Niech D’ bedzie punktem przecigcia prostych EF i BC'. Z whasno$ci dwustosunku
wiemy, ze (D', D; B, C) = 1. Ustalmy punkt D i poruszajmy punktem P po AD niech
k bedzie prosta izogonalnie sprzezong do AD w kacie < BAC. Wtedy @ porusza sie
po k. W oczywisty sposéb AD(P) — k(Q). Ponadto AD(P) A AB(F) i AD(P) A
AC(E). Punkt D’ jest staly, wiec tancuch AD(P) i pek D'(D'E) sa rzutowe, wiec
sa one tez rzutowe z pekiem prostych prostopadlych do D'E z punktu A. Pek ten
przecina prosta OD w punkcie X zatem AD(P) — OD(X). Ostatecznie dostaliémy
k(Q) — OD(X). Pozostaje wykazaé, ze jest to przeksztalcenie perspektywiczne
o $rodku w punkcie X1 pc. Wskazemy trzy punkty P, dla ktérych prosta X@Q
przechodzi przez Xoogc. Niech P = D. Wtedy @Q = A. Ponadto E = C'i F = B, czyli
prosta E'F' to prosta BC. Czyli X lezy na prostej prostopadtej do BC przechodzacej

106



przez A, wiec w oczywisty sposob X@Q 1 BC. Dalej, niech P bedzie przecieciem
prostej AD z okregiem opisanym na trojkacie ABC. Wtedy punkt @ jest punktem
w nieskonczonosci prostej k. Z wtasnosci biegunowych wiemy, ze prosta EF jest
biegunowg punktu D wzgledem okregu opisanego na tréjkacie ABC, czyliOD 1 EF.
Zatem prosta prostopadta do EF przechodzaca przez A przecina OD w punkcie
w nieskonczonosci prostej OD. Czyli w tym przypadku prosta QX jest prosta w
nieskonczonosci, wiec przechodzi przez punkt X. ) po. Pozostaje znalezé ostatni
punkt. Niech P = A. Wtedy pozostaje nam wykaza¢ nastepujace zadanie: Dany jest
tréjkat ABC oraz punkt D na prostej BC. Punkt D’ lezy na BC w taki sposéb,
ze (D', D; B,C) = 1. Punkt Q lezy na prostej BC, przy czym ¥BAD = JQAC.
Prosta prostopadla do AD’, przechodzaca przez A przecina prosta OD w punkcie X,
gdzie O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Wykazaé, ze prosta QX
jest prostopadla do BC. Ponownie wykorzystamy tutaj metode poruszania punktow.
Poruszajmy punktem D na BC. Wtedy w oczywisty sposéb BC(D) — BC/(D') oraz
BC(D) — BC(Q). Ponadto réwniez A(AX) — O(OD). Zatem przeciecia prostych
AX i OD czyli X leza na jednej krzywej stozkowej, przechodzacej przez A i O. Gdy
D jest érodkiem BC to D’ jest punktem w nieskoniczonosci prostej BC zatem prosta
AQ bedzie prostopadla do BC. Jednak prosta OD réwniez jest prostopadia do BC,
czyli ich punkt przeciecia to X1 po. Oznaczmy go przez W. Wiemy wiec, ze W lezy
na rozwazanej krzywej stozkowej. Czyli punkt X i pek WX sa rzutowe. Niech wiec
X’ bedzie punktem przeciecia WX z BC. Wystarczy pokazaé dla trzech réznych
punktéw D, ze X' = D. Gdy D = B to D' = Bi Q = C. Punkt X bedzie wtedy
punktem antypodycznym do B w okregu opisanym na tréjkacie ABC. Czyli X' = Q.
Podobnie gdy D = C. Wezmy jeszcze punkt D jako spodek dwusiecznej wewnetrzne;j
kata BAC. Wtedy D’ jest spodkiem dwusiecznej zewnetrznej oraz <D’ AD = 90°,
czyli X = D. Ponadto oczywiscie Q = D, wigc X' = Q. To koficzy rozwiazanie
zadania.
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11. Okregi wy, wp 1 w. sa okregami dopisanym do tréjkata ABC' stycznymi od-
powiednio do bokéw BC, CA i AB. Proste niezawierajace bokow tréjkata ABC,
styczne do dwoch z okregéw wq, wp 1 w, tworza tréjkat T, TpT. (gdzie Ty, naprzeciw-
ko A, itd.). Punkt D jest dowolnym punktem na prostej T,T.. Prosta styczna do
wp poprowadzona z punktu D, rézna od TpT,. przecina prosta 17,7, w punkcie F,
a prosta styczna do w. poprowadzona z punktu D, rézna od T,T, przecina prosta
T,T. w punkcie F. Wykazaé, ze prosta EF jest styczna do okregu w,.

Rozwigzanie:

Poruszajmy punktem D po prostej TpT,.. Wtedy z twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia dualnego do twierdzenia Steinera wiemy, ze TpT.(D) — T.T,(F) oraz
TyT.(D) — T,T(E), zatem T,T.(F) — T,Ty(E). Niech P, i R beda punktami
przeciecia prostej 1T, odpowiednio z prostymi BC, AC i AB. Latwo zauwazy¢, ze
biorac za D kazdy z punktéw P, Q, R, T. i T}, proste E'F stana sie prostymi BC),
AC, AB, T.T, i T,T, oraz z twierdzenia Steinera wiemy, ze istnieje krzywa stozkowa
styczna do kazdej z prostych E'F', czyli réwniez do tych 5 prostych. Jednak okrag w,
jest styczny do nich, a 5 punktéw wyznacza krzywa stozkowa jednoznacznie, czyli
kazda prosta FF' bedzie styczna do w,, co kofczy rozwiazanie zadania.
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Z ortocentrami
Piotr Kubaty

1. % Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkt H to jego ortocentrum. Niech
punkt D lezy na odcinku BC. E, F' sa spodkami wysokosci, poprowadzonych od-
powiednio z B, C'. Oznaczmy przez w1, we okregi opisane na BFD, CED. X, Y sa
punktami antypodycznymi do D odpowiednio na wy, ws. Udowodnié, ze X, Y, H sa
wspdlliniowe.

Rozwiazanie:

Przez P oznaczmy drugi punkt przeciecia okregéw opisanych na BDF, CDE.
P to punkt Miquela dla tréjkata ABC i punktéw D, E, F. Lezy wiec na okregu
o $rednicy AH, L APH = 90°. Nietrudno spostrzec, ze réwniez L X PD, LY PD =
90°, co dowodzi wspoétliniowoséci H, P, X, Y.

zadanie 1.

2.% Niech ABC bedzie trojkatem ostrokatnym, zas H — jego ortocentrum. G jest
takim punktem, iz czworokat ABGH jest réwnoleglobokiem. Polézmy I na prostej
GH, tak ze prosta AC' potowi odcinek HI. Udowodnié, ze jezeli AC' przecina okrag
opisany na tréjkacie GCI w punktach C, J, to IJ = AH.

Rozwiazanie:

Niech J' bedzie takim punktem, ze IJHJ' jest réwnoleglobokiem. Swiadczy to
otym, ze LCGI = LCJI = £JJ' H, czyli J' lezy na okregu opisanym na tréjkacie



CHG. Widzimy réwniez, ze {HGB = ABAH = {HCB, wiec takze B lezy na
okregu opisanym na tréjkacie C HG. Okazuje sie, iz L{AJ'H = LCBH = L{HAJ'.
Korzystajac z pons asinorum otrzymujemy, ze AH = HJ' = IJ.

zadanie 2. zadanie 3.

3.% Okrag w jest opisany na tréjkacie ostrokatnym ABC. Proste styczne do
w, poprowadzone z punktéw B, C' tna sie¢ w P. Punkty D, F leza odpowiednio na
AB, AC, w taki sposéb iz PD oraz PFE sa prostopadle odpowiednio do AB, AC.
Wykazaé, ze srodek BC' stanowi ortocentrum tréjkata ADE.

Rozwiazanie:

Nietrudno spostrzec cyklicznoéci ADPE, BDPM, CEPM. Punkty M, P sa izo-
gonalnie sprzezone w kacie BAC'. Poniewaz AP zawiera $rodek okregu opisanego na
ADE, to M jest zawarty w wysokosci w tymze trojkacie, poprowadzonej z wierz-
chotka A. Jezeli pokazemy, ze {DMFE = 180° - L DAEF, dostaniemy, ze M jest
ortocentrum tréjkata DAE. Zauwazmy, ze {DMFE = {DMP + APMFE = £{DBP
+ LPCE = 360° - (ACBA + LACB + 4PBC + ABCP) =180° - L BAC.

4.% Punkt H jest ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC. Odcinek AA’ jest
Srednicg okregu opisanego na tréjkacie ABC'. Prosta réwnolegta do BC przechodzaca
przez punkt H przecina boki AB, AC odpowiednio w punktach F i F. Wykazac, ze
dlugosé odcinka BC jest réwna potowie obwodu tréjkata EFA’.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez E’,F’ odbicia E,F wzgledem B,C. Widzimy, ze {ABA" =
LACA" = 90°. A zatem EF + FA' + A'E = EF + E'F’. Pozostaje zauwazy¢, ze
BC jest linig $§rodkows w trapezie EFF'E’.
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zadanie 4. zadanie 5.

5.% % Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ABC. Punkty D, E leza na prostych
odpowiednio AB, AC i speliaja DE || CH. M jest $rodkiem DE. Powiedzmy, ze
czworka BDM H jest cykliczna. Udowodnié, ze L ABM = L ACM.

Rozwiazanie:

Skoro £ BDM = 90°, to réwniez LM HB = 90°. Otrzymujemy, ze HM || CE,
co wiecej, wiemy ze HC || DE. To oznacza, ze CEMH jest réwnoleglobokiem, a
poniewaz DM = MFE, to takze CM DH nim jest. {MCFE = {DHM = £{DBM.

6.% % Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC, za$ M — $rod-
kiem AH. Prosta BH tnie AC' w punkcie D. E definiujemy jako odbicie D wzgledem
BC. CM przecina AE w F. Udowodnié, ze BF jest prostopadte do C M.

Rozwiazanie:

Zrobimy inaczej: zdefiniujmy F jako przeciecie okregu o érednicy BC' z prosta
MC' i pokazemy, ze lezy na AE. Na poczatku zwr6émy uwage na to, iz M D jest
styczna do tegoz okregu. W istocie LM DB = £AHD = £ACB. Widzimy M D?
= MF - MC. Poniewaz MA = MD, to MA? = MF - MC. {MAF = {MCA =
LFED. Korzystajac z AH || DE, mamy teze.
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zadanie 6. zadanie 7.

7. % %% W réwnolegloboku ABCD punkty M, N sa odpowiednio srodkami
bokéw BC, CD. Punkt P lezy we wnetrzu tego réwnolegtoboku i spelnia BN = PN
i DM = PM. Punkt @ jest srodkiem odcinka PA. Wykazaé, ze LPBQ = APDQ.

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze P jest ortocentrum BDQ), co zaimplikuje £ PBQ = 90° - £LBQD
= A PDQ. Rozwazmy odbicie A wzgledem D i napiszmy B’. Jest to bowiem réwniez
odbicie B przez N. Wykorzystujac BN = PN dostajemy, ze P lezy na okregu o
srednicy BB'. DQ || B'P L BP. Analogicznie uzasadniamy BQ L DP.

8.% % % Przez O, H oznaczmy odpowiednio srodek okregu opisanego i ortocen-
trum trojkata ostrokatnego ABC, spelniajacego AB # AC. Niech M bedzie $rod-
kiem BC, za§ K — przecieciem AM z okregiem opisanym na BCH, przy czym M
lezy na odcinku AK. Zdefiniujmy N jako punkt wspélny HK i BC. Udowodnié, ze
AN 1 OH, pod warunkiem, ze £ BAM = LCAN. Rozwigzanie:

Zdefiniujmy przeciecie prostej AO z prosta BC przez D przez A’ bedziemy nato-
miast rozumie¢ drucie przeciecie prostej AO z okregiem opisanym na ABC'. Nietrud-
no spostrzec, ze $rodkiem kazdego z odcinkéw HA', AK, ND, jest M. Nasza teza
jest réwnowazna AH? = HN? 4+ AO? —ON?. Widzimy, ze HN = DA’, ON=0D, co
implikuje HN? 4+ AO? —=ON? = 0A? - 0OD?+DA? = A'D-DA+DA? = A’'D-A’A
= HN -2A0. O, M stanowig $rodki A’H, A’A, co oznacza, ze 2- OM = AH. Poka-
zemy zatem AH -OM = HN - AO, co zakonczy rozwigzanie. Poniewaz proste AM,
AN sa izogonalnie sprzezone w kacie A, podobnie zreszta, jak proste AH, AO, to
LHAN = LM AO. Co wiecej AH || OM, HN || AO dowodzi LAHN = LAOM.
Zatem trojkaty AHN, AOM sa podobne i zachodzi AH -OM = HN - AO.
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zadanie 8.

9.% %k *k W trojkacie ostrokatnym ABC punkt M jest srodkiem BC. D, E, F
oznaczaja rzuty kolejno A, B, C na przeciwlegle boki. Przez H oznaczmy moze orto-
centrum tréjkata ABC, a przez S — nic innego, jak srodek AH. Co wiecej punktem G
nazwiemy przeciecie prostych F'E i AS. Pokazaéd, ze jesli N jest przecieciem odcinka
AM z okregiem opisanym na BCH, to {HMA = AGNS. Rozwiazanie:

T definiujemy jako przeciecie EF z BC'. Najpierw pokazemy £ AN H = 90°. Roz-
patrzmy inwersje, przeksztalcajaca H na D. Dostrzegamy, iz okrag opisany na BCH
przechodzi wtedy na okrag dziewieciu punktéw(H — D, B — F, C — E). Zatem M
zamieni si¢ miejscem z N, L M DA = L HN A. Otrzymujemy, ze N jest drugim punk-
tem przeciecia okregdéw o $rednicy AH i opisanego na HDM. A NMH = {NDH.
By {NDH = 4SNG wystarczy SH?> = SG - SD, gdyz SH = SN. To za$ jest
réwnowazne (AH,GD) = —1 (Dwustosunek i biegunowe, Dominik Burek, lemat
2.26, mozliwe do wyszukania w internecie). (SH,GD) = —1 dostajemy w naste-
pujacy sposob: Niech Uy, Us beda przecigciami TH z prostymi AB, AC. Wtedy
(A, H;G,D) = (A,Uy; F,B) £ (A,U5;C,E) = (A, H;D,G) = Cigiepy coyli
(A,H;G,D) = —1.

10.% % % % %k Punkt P lezy we wnetrzu ostrokatnego tréjkata ABC. Proste AP,
BP, CP tng okrag opisany na ABC odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty K,
L, M sg odbiciami punktéw D, E, F' odpowiednio wzgledem prostych BC, CA,
AB. Wykazaé, ze K, L, M oraz ortocentrum tréjkata ABC lezg na jednym okregu.
Rozwiazanie:

Niech @ bedzie punktem izogonalnie sprzezonym do P w tréjkacie ABC, G to
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zadanie 9.

centroid. 9 to Srodek BC. Przez K; oznaczmy przeciecie AQ z okregiem opisanym
na ABC, a przez Ko — z prosta KG. K, 9, K1 sa wspoélliniowe. Pokazuje sie to
tak samo, jak ze H,9, punkt antypodyczny na okregu opisanym na ABC leza
na jednej prostej. Poniewaz B—Ki + CK = 0, to G jest centroidem AKK;. Tak
wiec Ky to érodek AKy, LAK>0 = 90°. Znajduje sie wiec na okregu o Srednicy
OQ. Analogicznie Lo, M5 leza na tym okregu. Nadto 2 - KoG= GK. Jednoktadnosé
w punkcie G o skali —2 zabierze O, K5, Lo, My na H, K, L, M, okrag opisany na
pierwszych przejdzie na opisany na drugich.
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zadanie 10.

11.% % % %%k Odcinki BE i CF sg wysokosciami w trojkacie réznobocznym
ABC. X,Y, Z sa punktami stycznosci bokow BC, C A, AB z okregami dopisanymi
do ABC. Pokazaé, ze jezeli E'F jest styczna do okregu wpisanego, to A, X, Y, Z leza
na jednym okregu. Rozwiazanie:

T bedzie punktem wspélnym EF, BC. Punkty styczno$ci okregu wpisanego od-
powiednio z prostymi BC, CE, EF, F B nazwiemy P, Q, S, R. Najpierw pokazemy, ze
punkty H, I, M sa wspolliniowe, gdzie I to $rodek okregu wpisanego. Z twierdzenia
Brianchona dla szesciokata BPC ESF dostajemy wspoétliniowosé S, H, P. Analogicz-
nie otrzymujemy wspélliniowos¢é RH(Q). Poniewaz proste QR, SP sa biegunowymi
odpowiednio A,T. Z twierdzenia La Hire mamy wiec, iz H stanowi biegun AT,
IH | AT. Przejdzmy teraz do rysunku drugiego. Oznaczmy przez M $érodek BC.
Zmany jest fakt cyklicznosci BCFE. Wiemy rowniez, ze M jest srodkiem okregu
nan opisanego. Na mocy twierdzenia Brokarda AT 1| HM. Istotnie dowodzi to
wspolliniowosci H, I, M. Niech A’ bedzie odbiciem H przez M, O — $rodkiem okre-
gu opisanego na ABC, U — odbicie P wzgledem I. Czytelnik powinien wiedzieé, ze
A,U, X leza na jednej prostej. Korzystajac z tego IM || AX. Rozwazmy symetrie
plaszczyzny wzgledem punktu O. W szczegdlnosci A zostanie przerzucone na A’
Wynika z tego, ze prosta AX przejdzie na A’I. OM jest symetralng PX, co induku-
je, ze obrazem punktu X jest przeciecie prostopadtej do BC przechodzacej przez P
z prostg A’'Il. Jest to zatem punkt I. Powiedzmy, ze Y', Z’ sg odbiciami Y, Z przez
O. Pokazemy, ze Y’ lezy na okregu o $rednicy A’'I (analogicznie Z'), co po wykona-
niu odbicia wzgledem O da nam teze. Nietrudno zauwazy¢, ze w jednokladnosci w
punkcie Y, o skali 2 prosta zawierajaca O, prostopadta do AC przejdzie na Y'Q, na
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ktorej lezy na przyktad I. Wynika z tego Y'I L AC || A'Y’. Uwaga: kiedy wiemy, ze
I, X sg symetryczne wzgledem O, mozemy po prostu stwierdzi¢, ze X jest punktem
Bevana w tréjkacie ABC, z czego bezposrednio wynika teza.

zadanie 11. rysunek 2.
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Wprowadzenie do dwustosunku
Jakub Adamek

Teoria

Definicja 0.1 (Dwustosunek) Dane sq cztery rézne punkty A, C, B, D lezqce
w tej kolejnosci na jednej prostej. Dwustosunkiem czworki punktow A, C, B, D
nazywamy wartosé wyrazenia
—_— —
AC AD
e —
CB DB
i najczesciej oznaczamy przez (A, B; C, D).
Definicja 0.2 (Czwoérka harmoniczna) Jezeli dla danych czterech réznych punk-
tow A, C, B, D lezgcych w tej kolejnosci na jednej prostej, ich dwustosunek jest
rowny —1, to czworke tych punktow nazywamy czwérka harmoniczna.

O

—0
A C B D

Twierdzenie. Dane sq cztery rézne punkty A, C, B, D leigce w tej kolejnosci na
jednej prostej. Rozpatrzmy takie przeksztalcenie perspektywiczne o $rodku w pewnym
punkcie S, Ze:
(A,B,C,D) 2 (A, B',C". D).
Wowczas
(A,B;C,D) = (A",B";C", D).
Dowdéd Nietrudno zauwazy¢, ze:

AC _ [ASC] _ §SA-SC-sin<qASC  SA sin<qASC
CB [CSB] L1SB.-SC-sin<BSC SB sin<aBSC

i analogicznie
AD  [ASD] SA sin<ASD

DB~ [DSB]  SB sin<aDSB’

Wobec tego:

&l

@ _ sin<gASC  sin<gASD
DB sin<BSC " sinaDSB’

(A,B;C,D) = —:

Q
oy

W powyzszej réwnosci odpowiednie katy sa katami skierowanymi. Stad widzi-
my, ze warto$¢ dwustosunku (A, B; C, D) zalezy jedynie od miar katéw pomiedzy
prostymi, na ktérych leza punkty A, B, C'i D. Miary tych katéw sa jednak stale. Za-
tem przy dowolnym przeksztalceniu perspektywicznym wzgledem pewnego punktu
wartos¢ dwustosunku jest zachowana.



W szczegoblnosci wartos¢ dwustosunku jest zachowana, gdy jeden z punktow A,
B, C lub D przechodzi na punkt w nieskonczonoéci.

Definicja 0.3 (Prosta biegunowa) Dany jest punkt P lezgcy na plaszczyznie
oraz okrgg w o $rodku w punkcie O. Prosta biegunowa punktu P wzgledem okregu
w nazywamy prostg ¢ przechodzgca przez obraz inwersyjny punktu P wzgledem w,
prostopadiq do OP.

Definicja 0.4 (Biegun prostej) Dana jest prosta £ lezgca na plaszczyénie oraz
okrgg w o Srodku w punkcie O. Biegunem prostej £ nazywamy punkt, ktorego biegu-
nowq wzgledem okregu w jest prosta £.

Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli:

1. P = O, to biegunowa punktu P wzgledem okregu w jest prosta w nieskonczo-
noéci.

2. P lezy na zewnatrz w, to prowadzgc styczne PA i PB do w, prosta AB jest
biegunowa punktu P wzgledem okregu w.

3. P lezy wewnatrz w, to przez punkt P prowadzimy cieciwe AB okregu w tak,
aby punkt P byl érodkiem odcinka AB. Nastepnie rysujemy styczne do w
w punktach A i B. Punkt przeciecia poprowadzonych stycznych oznaczmy
przez S. Wowczas prosta biegunowa punktu P wzgledem okregu w jest prosta
przechodzaca przez punkt S prostopadia do OP.
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Twierdzenie. Dany jest okrgg w i dowolny punkt P nie lezgcy wewngtrz tego okregu.
Proste PA i PB sq styczne do okregu w odpowiednio w punktach A i B. Przez punkt
P prowadzimy prostg, ktora przecina w w punktach C' i D oraz odcinek AB w punkcie
S. Wowczas:

(D,C;S,P)=—1.

Dowdéd Przyjmijmy kolejnosé¢ punktow taka, jak zostalo to pokazane na rysunku.
Wtedy teza jest rownowazna kolejno

DS DP PD DS
sSC  PC pCSC

Zauwazmy, ze tréjkaty PBD i PC B sa podobne na mocy cechy kat-kat-kat (wystar-
czy proste poréwnanie odpowiednich katéw). Tréjkaty te maja wspdlng wysokosé

opuszczong z wierzchotka B, czyli zachodzi [[};gg% = %. Stosunek podl figur podob-
nych jest réwny kwadratowi skali podobiefistwa, co oznacza, ze [[I;gg} = (%)2.
Zatem ?g = (%)2. Analogicznie pokazujemy, ze % = (%)2.
A
w
P
D
B

Mnozac stronami otrzymane réwnosci i pierwiastkujac stronami otrzymujemy, ze
% = f‘—g . %. 7 drugiej strony jednak strony
DS

-AD - BD -sin£ADB B AD BD
SC

.AC-BC -sin{ACB AC BC’

NNl

gdyz LADB + £ ACB = 180°. Mozemy zatem wywnioskowaé, ze
PD _ DS
PC  SC’

co jest rownowazne tezie i konczy dowdd.

Twierdzenie. Dany jest okrgg w i punkt P, ktory nie nalezy do tego okregu. Dwie

rézne proste przechodzgce przez punkt P przecinajg okrgg w odpowiednio w punktach
A, D oraz B i C. Wéowczas

1. Przekgtne czworokgta ABCD przecinajg sie na biegunowej punktu P wzgledem
okregu w.
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2. Proste AB oraz CD przecinajg sie na biegunowej punktu P wzgledem okregu
w.

Dowdd Przyjmijmy, ze R = ACNBD,Q = ABNCD, K =QRNAD, L =QRN
BC'. Rozpatrujac kolejne przeksztalcenia perspektywiczne otrzymujemy kolejno:

. Q . R . def 1
(AaKm—wﬁﬂm—wﬂﬂf”’m&Km'

W takim razie (A, D; K, P) = (B,C;L,P) = —1.

Q

7 wczesniejszego twierdzenia mozna teraz wywnioskowaé, ze punkty K i L leza na
biegunowej punktu P wzgledem okregu w. Poniewaz punkty K, R, L, @ sa wspoHi-
niowe to prosta QR jest biegunowa punktu P wzgledem w. Tym samym dowiedliSmy
obie czeéci twierdzenia.

Twierdzenie (La Hire). Dany jest okrgg w o $rodku w punkcie O oraz dwa punkty
A i B. Punkty A, B, O nie sq wspotliniowe. Wéwczas punkt A nalezy do biequnowej
punktu B wzgledem okregu w wtedy i tylko wtedy, gdy punkt B nalezy do biequnowej
punktu A.

Dowdd Oznaczmy przez B’ obraz inwersyjny punktu B w inwersji wzgledem
okregu w. 7Z definicji biegunowa punktu B jest prostopadta do prostej OB w punkcie
B'. Zatem OB - OB’ = R?, gdzie R oznacza promieh okregu w.

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze punkt A lezy na biegunowej punktu B. Wtedy
prosta AB’ jest prostopadia do OB. Niech punkt A’ lezy na prostej OA w taki
sposob, ze prosta BA’ jest prostopadla do prostej OA. Woéwczas trojkaty OAB’ i
OBA' sa podobne (oba sa prostokatne i maja jeden wspélny kat). Z ich podobiefistwa
dostajemy

OA-OA'=0B 0B’ = R?,

czyli OA - OA’ = R?2. W takim razie punkt A’ jest obrazem inwersyjnym punktu A
wzgledem okregu w. Oznacza to z kolei, ze prosta BA’ jest biegunowg punktu A.
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Warto zwrocié tutaj uwage, ze w przypadku wspotliniowoéci punktéw A, B, O,
biegunowe punktéw A i B wzgledem okregu w sa réwnolegle. 7 twierdzenia La Hire
plyna ponizsze wnioski.

Lemat 0.1 Jezeli chcemy pokazaé, Ze pewien punkt A nalezy do prostej £ wy-
starczy pokazaé, ze biegun prostej £ wzgledem okregu w lezy na prostej biegunowej
punktu A wzgledem w.

Lemat 0.2 Jezeli chcemy pokazaé, Ze pewne trzy punkty sq wspotliniowe, wystar-
czy pokazaé, Ze ich proste biegunowe wzgledem okregu w sq¢ wspdlpekowe - 1 vice versa
- jesli chcemy pokazaé, Ze pewne trzy proste sq wspolpekowe, wystarczy pokazad, zZe
ich bieguny wzgledem okregu w sq wspolliniowe.

Lemat 0.3 Niech a, b, ¢ bedg bieqgunowymi punktow A, B, C' wzgledem pewnego
okregu w. Wowczas

C=anbs c=AB.

Dany jest czworokat ABC'D wpisany w okrag w. Proste AD i BC oraz CD i
AB przecinaja sie odpowiednio w punktach P i Q). Przekatne czworokata ABC D
przecinaja sie w punkcie S. Prosta QS przecina w w punktach K i L. Dowiesé, ze
proste PK i PL sa styczne do w odpowiednio w punktach K i L.
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Okrag w wpisany w czworokat ABCD jest styczny do bokéw AB, BC, CD, DA
odpowiednio w punktach FE, F', G, H. Pokaza¢, ze proste AC, EF, GH przecinaja
sie w jednym punkcie. Pokazaé ponadto, ze proste AC, BD, EG, F'H przecinaja sie
w jednym punkcie.

W tréjkacie ABC okrag w o érodku I jest styczny do bokéw BC, CAi AB w
punktach odpowiednio D, F i F. Proste EF' i BC' przecinaja sie w punkcie S. Pokaz,
ze ST L AD.

Niech H bedzie ortocentrum trojkata ABC. Z punktu A rysujemy styczne AP i
AQ do okregu o $rednicy BC, gdzie P i @ to punkty stycznoéci. Pokaz, ze punkty
P, @, H sa wspotliniowe.

W tréjkacie ABC punkt I to érodek okregu wpisanego. Niech prosta ¢ bedzie
styczna do okregu wpisanego rézna od jego bokéw. Na prostej £ obieramy punkty
X, Y, Z takie, ze

JAIX = <BIY = 4CIZ = 90°.

Pokazaé, ze proste AX, BY i CZ przecinaja siec w jednym punkcie.

Niech punkty P i @ beda dwoma punktami na podtokregu w o srednicy AB.
Styczne do w poprowadzone z punktéw P i @) oraz proste AP i BQ przecinaja sie
odpowiednio w punktach R i S. Pokaza¢, ze RS 1 AB.

Okrag w o $rodku w punkcie O wpisany w czworokat wypukty ABCD jest styczny
do bokéw AB, BC, CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N, przy czym proste
KL i MN przecinaja si¢ w punkcie S. Dowies¢, ze proste BD i OS sa prostopadle.

Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest wpisany w okrag 2. Punkt M jest
srodkiem tego tuku CD okregu €2, na ktérym nie lezy punkt A. Niech w bedzie
okregiem o srodku M stycznym do prostej AD. Punkt X jest jednym z punktéw
przeciecia prostej C'D z okregiem w. Udowodnié¢, ze prosta styczna do okregu w w
punkcie X przechodzi przez srodek odcinka AB.

Dane sa okregi wy i we o srodkach w punktach O; i O, odpowiednio. Okregi te
przecinaja sie w punktach X i Y. Prosta AB jest wspdlna stycznag do tych dwoch
okregéw, przy czym punkt A lezy na wi, a punkt B na wy. Niech styczne do wy i wa
w punkcie X przecinaja prosta O102 odpowiednio w punktach K i L. Przypusémy,
ze prosta BL przecina wy po raz drugi w punkcie M, a prosta AK przecina po raz
drugi wy; w punkcie N. Pokazaé, ze proste AM, BN i 0105 przecinaja sie w jednym
punkcie.

Niech proste PK’ i PL' bedg prostymi stycznymi do okregu w odpowiednio w
punktach K’ i L'. Pokazemy, ze K' = K oraz L' = L.

Na mocy prosta QS jest biegunows punktu P wzgledem okregu
w. 7 drugiej strony na podstawie definicji biegunowej prosta K'L’ jest biegunows
punktu @ wzgledem okregu w. Zatem K’ = K i L' = L, co kohczy dowdd.
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Niech przekatne czworokata ABC D, proste EF i GH oraz EH i GF przecinaja
sie w punktach odpowiednio P, @ i R. Punkt @ lezy na biegunowych punktéw D i B
wzgledem w, stad korzystajac ztwierdzenia La Hire| wnioskujemy, ze prosta BD jest
biegunowa punktu @) wzgledem w. Analogicznie prosta AC jest biegunows punktu
R wzgledem w. Z wynika, ze prosta PQ jest biegunowg punktu R
wzgledem w, zatem punkty @, A, C' muszg by¢ wspoéltliniowe.

Wiemy, ze punkty A, P, C leza na biegunowej punktu R wzgledem w, natomiast
punkty D, P, B leza na biegunowej punktu @ wzgledem w. Zatem z
punkt P lezy na przecieciu prostych EG i HF', co konczy dowdd.

Zauwazmy, ze na mocy ffwierdzenia La Hire] prosta AD jest biegunowa punktu S
wzgledem w (poniewaz S lezy na biegunowej punktu A, czyli A lezy na biegunowej
punktu S, a to oznacza, ze prosta AD jest biegunowa punktu S wzgledem okregu
w), zatem ST 1 AD.
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S B D C

Niech BD i CE beda wysokosciami trojkata ABC. Oczywiscie czworokat BCDE
jest wpisany w okrag w. Przyjmijmy, ze proste ED i BC przecinaja si¢ w punkcie R.
Wéwezas prosta RH jest biegunowa punktu A wzgledem w, jednakze na tej prostej
lezg rowniez punkty P i @, co koniczy dowdd.

Oznaczmy okrag wpisany w trojkat ABC przez w. Niech w bedzie styczny do
prostej £ oraz bokéow BC', CA i AB w punktach odpowiednio P, D, E, F. Korzystajac
z zauwazamy, ze wystarczy pokazaé¢ wspoétliniowo$é biegunéw prostych
AX, BY i CZ wzgledem okregu w.

Rozpatrzmy rzuty prostokatne punktu P na proste EF, FFD, DE otrzymujac
punkty odpowiednio K, L, M. Pokazemy, ze punkty K, L, M sa odpowiednio bie-
gunami prostych AX, BY i CZ wzgledem okregu w. Poniewaz punkty K, L i M leza
na jednej prostej - prostej Simsona punktu P wzgledem trojkata DEF - to dowdd
bedzie zakonczony.

Zauwazmy, ze PK 1| EF 1 Al 1 IX, czyli PK 1 IX. Prosta PK jest zatem
biegunowa punktu X wzgledem w (PX jest styczna do w). Ponadto wiadomo, ze
prosta E'F' jest biegunowa punktu A. Stad punkt K, bedacy punktem przeciecia
biegunowych punktéw A i X wzgledem okregu w, jest biegunem prostej AX wzgle-
dem w (z [twierdzenia La Hire]). Podobnie punkty L i M sa biegunami odpowiednio
prostych BY i C'Z, co konczy dowdd.
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B D C

Jezeli AB || PQ teza zadania jest oczywista. Przyjmijmy zatem, ze proste AB
i PQ oraz BP i AQ przecinaja sie odpowiednio w punktach T i W. Korzystajac z
[twierdzenie La Hire| oraz [twierdzenia 1.3| wnioskujemy, ze punkty S, R i W leza na
biegunowej punktu 7" wzgledem w.Zatem RS L AB, co kohczy rozwiazanie.

T A B

Na podstawie twierdzenia La Hire| uzyskujemy, ze punkty B i D leza na prostej
biegunowej punktu S wzgledem okregu w. Zatem prosta BD jest biegunowa punktu
S wzgledem okregu w, czyli proste BD i OS sa prostopadle, co konczy dowdd.

S
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Przyjmijmy, ze okrag w przecina prosta C'D w punktach X i Y, przy czym
punkt X lezy miedzy punktem D i Y. Niech N bedzie érodkiem odcinka AB. Teza
jest réwnowazna temu, ze prosta C'D, ktora przechodzi przez punkty D, X, Y, C
jest biegunowa punktu N wzgledem okregu w.

Oznaczmy E = AD N BC. Zauwazmy, ze w jest okregiem wpisanym w tréojkat
ACE. Istotnie, M lezy na dwusiecznej kata CAFE, poniewaz M jest $rodkiem tuku
CD, na ktérym nie lezy punkt A. Ponadto EM jest dwusieczna kata YAEB =
YAEC, poniewaz trapez ABCD jest wpisany w okrag, czyli ${DAB = 180° —
IBCD = 4ABC, co oznacza, ze trojkat EAB jest réwnoramienny oraz M lezy
na symetralnej odcinka AB. W takim razie M jest érodkiem okregu wpisanego w
tréjkat AC'E, co oznacza, ze w jest okregiem wpisanym w trojkat AC'E. Analogicznie
pokazujemy, ze w jest okregiem wpisanym w tréjkat BDE.

Przyjmijmy, ze w jest styczna do odcinkéw BD, AC, BE i FA odpowiednio w
punktach P, R, S, T. Pokazemy, ze punkty T, P, N sa wspolliniowe. Nietrudno
zauwazy¢, ze AN = NB. Ponadto z najmocniejszego twierdzenia planimetrii oraz
symetrii

PD=DT oraz BP=BS=TA.

Zatem % . % . % = 1, czyli na mocy twierdzenia Menelaosa dla trojkata ABD

punkty T, P, N sa wspdélliniowe. Podobnie pokazujemy, ze punkty S, R, N sa
wspotliniowe.

Zauwazmy, ze prosta TP jest biegunowa punktu D wzgledem okregu w. Poniewaz
punkt N lezy na prostej TP, biegunowej punktu D, to na mocy twierdzenia La Hire
punkt D lezy na biegunowej punktu N wzgledem okregu w. Analogicznie punkt C
lezy na biegunowej punktu N wzgledem okregu w. Zatem prosta C'D jest biegunowa
punktu N wzgledem okregu w. Oznacza to w szczegblnosci, ze N X jest styczne do
okregu w, co konczy dowod.

I
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Niech P bedzie srodkiem odcinka AB; skoro P ma te samg potege punktu wzgle-
dem okregdw wq i wo, to lezy on na osi potegowej tych dwdch okregéow - tj. na XY.

Z symetrii KY jest styczne do wi, co oznacza, ze XY jest biegunowa punktu
K wzgledem okregu wy. Poniewaz jednak P lezy na XY, to z twierdzenia La Hire
biegunowa punktu P wzgledem okregu w; przechodzi przez punkt K. Jednakze bie-
gunowa punktu P wzgledem okregu w; przechodzi tez przez punkt A. Oznacza to,
ze prosta AK jest biegunowa punktu P wzgledem okregu w;. W takim razie PN
jest styczne do wi. Analogicznie PM jest styczne do ws.

Zatem punkty A, B, M, N lezg na jednym okregu o $rodku w punkcie P oraz
YAMB = $ANP = 90°. Niech A’ bedzie punktem antypodycznym do punktu A
na okregu w1, a B’ punktem antypodycznym do punktu B na okregu wy. Prosta BN
przechodzi przez punkt A’, a prosta AM przez punkt B’. Zauwazmy, ze AA' BB’
jest trapezem, a O1, Oy sg $rodkami odpowiednio jego podstaw. Zatem A’B, B’A,
0105 przecinaja sie w jednym punkcie, co konczy dowdd.
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