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Wstep

Niniejsza broszura zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiazaniami.



TresSci zadan

Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. Liczby 1,2, --- ,200 zostaly rozstawione w wierzchotkach dwustukata fo-
remnego. Dla kazdej liczby n sposréd kolejnych 99 liczb stojacych bezposrednio
za ta liczba oraz kolejnych 99 stojacych bezposrednio przed ta liczba znajduje
si¢ taka sama liczba liczb mniejszych od n. Wyznaczy¢ liczbe, jaka stoi naprze-
ciw 111.

2. W tréjkacie ostrokatnym poprowadzono trzy wysokosci. Wykazaé, ze z
trzech wysokosci oraz trzech bokéw mozna zbudowaé dwa tréjkaty.

3. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb z,y > 0 zachodzi nieréwnos¢:

22 +ay+y? <3z — Vzy +y)°

4. Niech n bedzie liczba parzysta, a,b € Z;, NWD(a,b) =1, (a + b)|(a™ +
b™). Wyznaczyé a i b.

5. Na stole w stosie lezy 2017 monet. Chowamy do kieszeni jedna monete i
stos rozdzielamy na dwie czesci (nie musza by¢ réwne). Nastepnie z dowolnego
stosu majacego wiecej dwie monety znéw chowamy jedna, a reszte rozdzielamy
na dwie czesci itd. Czy mozna doprowadzi¢ do sytuacji, ze na stole zostang
wylacznie stosy zawierajace po 5 monet?

6. Niech AD i BE beda wysokosciami tréjkata ostrokatnego ABC', a punkt
P — punktem przeciecia prostej DFE z tukiem BC' okregu opisanego na trojkacie
ABC, do ktérego nie nalezy punktu A . Udowodnié, ze dwusieczna kata BC' P
odcina z kata DPB tréjkat rownoramienny.

7. Wzdluz okregu napisanych zostalo n dodatnich liczb naturalnych. Mie-
dzy kazdymi dwoma sasiednimi liczbami wpisujemy ich najwiekszy wspdlny
dzielnik. Potem wyjsciowe n liczb wycieramy, a z otrzymanymi postepujemy
analogicznie. Udowodnij, ze po pewnej liczbie krokéw wszystkie liczby na okre-
gu beda jednakowe.

8. Rozwazmy réwnania kwadratowe postaci z2 + kx +n = 0, gdzie ki n sa
liczbami catkowitymi. Podaé przyktad doboru wspétczynnikéw k i n tak, aby



dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej m réwnanie 22+ (k+m)z +(n+m) = 0
miato doktadnie dwa rézne rozwiazania catkowite.

9. W trojkacie ABC poprowadzone srodkowe z wierzchotkéw A i B prze-
cinaja okrag opisany na trojkacie ABC w punktach odpowiednio D i E. Na
boku AC wybrano punkt P, a na boku BC punkt @) spelniajgce warunki:
AP =2 PC, BQ =2-QC. Wykazaé, ze katy APE i BQD sa réwne.

10. Rozwiazaé réwnanie /1 —xz + 1+ 2z = —1.

11. Udowodnié, ze

ﬁntlig
nd+1 3
n=2

12. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich a i b, dla ktorych

. 2 L2 . . . .
liczby ng;’ i sz‘g sg liczbami calkowitymi.

13. W tréjkacie ABC zachodzi rownosé 2AB = AC + BC. Udowodni¢,
ze nastepujace cztery punkty: srodek okregu wpisanego w ten trdjkat, srodek
okregu opisanego na tym tréjkacie oraz $rodki bokéw AC i BC, leza na jednym
okregu.



Zawody indywidualne grupy Sredniej

1. Dany jest trojkat ABC. Odcinek AD jest cieciwa okregu opisanego na
ABC. Punkt E jest przecieciem AD oraz dwusiecznej S ABC. Okrag przecho-
dzacy przez punkt B i styczny do odcinka AD w punkcie E przecina BC w
punkcie F' oraz okrag opisany na ABC w punkcie G. Wykaz, ze G, F, D sa
wspotliniowe.

2. Kazda liczbe catkowita dodatnia pomalowano na jeden z k koloréw. Wy-
kazaé, Ze istnieja cztery parami roézne liczby catkowite a, b, ¢, d jednego koloru,
spelniajace nastepujace warunki:

ad = be, € =2017", L =2018™

gdzie m,n sa pewnymi liczbami catkowitymi dodatnimi.

3. Wyznaczy¢ wszystkie czwérki liczb catkowitych a, b, ¢, d spelniajace uktad
réwnan:

at+d=b+c
a® + 46d3 = ¢*
b3 +46¢° = &3

4. Dane sa takie liczby calkowite a, b, ze ab jest dzielnikiem a? — b%. Wykaz,
ze |al = |b|.

5. W tréjkacie ABC punkt D jest srodkiem boku AB. Punkt E jest $rod-
kiem C'D. Wykaz, ze jedli YCAE = $BCD to AC = CD.

6. Dany jest wielomian P(z) o wspélczynnikach catkowitych, ze dla dowol-
nej pary liczb wymiernych a, b liczby P(a) oraz P(b) sa rézne. Rozstrzygnad,
czy wynika z tego, ze dla dowolych liczb rzeczywistych x,y liczby P(x) oraz
P(y) sa rézne.

7. Wyznaczyzystkie pary liczb rzeczywistych x,y takich, e:

224y’ + 2ty +4 =2y



8. Niech f(n) oznacza liczbzwizanania 22 + y?> = n w liczbach cakowitych
x,y. Pokazae f(n) = f(2n)

9. Rozstrzygnzy istniej takie rozczne zbiory 2017-elementowe A, B, e S(A) =
S(B) oraz S2(A) = So(B), gdzie S(X) to suma elementioru X oraz S3(X) to
suma kwadratementioru X.

10. Kady punkt paszczyzny naley pomalowa pewien kolor w taki sposby
kada prosta bya jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwiza moliwa
liczba kolorth mona uy pomalowania punktj paszczyzny? Odpowied uzasadnij.

11. Znalezystkie funkcje f okrelone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywi-
stych rch od zera, przyjmujce wartoci w tym samym zbiorze i speniajce rnie
funkcyjne:

flayf(z+y)) = flz) + fy)
dla kadej pary liczb rzeczywistych rch od 0, takich, e z 4+ y te jest r od 0.

12. Dany jest czworokt wypuky ABCD, w kt boki AB i C'D nie s rlege.
Rozwaamy okrg, przechodzcy przez punkty A i B, styczny do prostej CD w
punkcie P oraz okrg, przechodzcy przez punkty C, D styczny do prostej AB
w punkcie ) Zakadamy, e punkty P i @ le na odcinkach CD i AB oraz e wsp
ciwa tych okrw przechodzi przez rodek odcinka P ). Udowodnie proste AD i
BC s rlege.



Zawody indywidualne grupy starszej

1. Pokazaé, ze dowolna liczba catkowita dodatnia jest suma liczb postaci
2'37, gdzie i, j sa liczbami catkowitymi nieujemne, oraz zaden sktadnik nie jest
dzielnikiem innego.

2. Dane sa liczby catkowite 1 < k < n. Zbiér S sklada si¢ z n liczb rzeczywi-
stych takich, ze Srednia arytmetyczna dowolnych k z nich jest liczbg catkowita.
Pokazaé, ze dowolny element zbioru S jest liczba caltkowita.

3. Niech KL i KN bedg styczny do okregu w w punktach L i N. Punkt
M jest taki, ze K, N, M leza na jednej prostej, w tej kolejnosci. Okrag opi-
sany na tréjkacie K LM przecina okrag w w punkcie P. Punkt @ jest rzutem
prostokatnym punktu N na prosta M L. Pokazaé, ze SMPQ = 2<KML.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB # AC. Punkty D i F s rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktéw B i C' na dwusieczna kata wewnetrznego
CAB. Udowodnié, ze proste BE i CD przecinaja si¢ w punkcie lezacym na
dwusiecznej kata zewnetrznego SCAB.

5. Dana jest liczba catkowita dodatnia a taka, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej n liczba 4(a™ + 1) jest szeScianem liczby calkowitej dodatniej. Pokazad,
ze a = 1.

6. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: ZT — ZT spelniajace dla dowolnych
liczb catkowitych dodatnich x i y warunek

fa® + f(y) = xf(x) +y.

7. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany rzeczywiste stopnia 2017, ktére mozna
przedstawi¢ jako sume 2017 funkcji okresowych.

8. Pokazaé, ze dla dowolnego zbioru n punktéw na plaszczyznie istnieje co
najwyzej cny/n par punktéw, ktérych odleglosé jest réwna 1, dla pewnej stale;
c>0.

9. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m,n) liczb calkowitych dodatnich takie, ze

m? —1|3™ 4 (n! —2)™.



10. W tablicy
a1 ar2 1.3
21 dagzz2 23
asz1 agz2 a3;3

takiej, ze a; ; € N dla (i,7) € N?, kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje
w niej doktadnie 2017 razy. Pokazaé, ze dla pewnej pary (m,n) € N? zachodzi
nieré6wnosé a, , > mn.

11. Dany jest niepusty podzbiéor X C N spelniajacy warunek: Jesli x € X
to 4z € X oraz |/z| € X. Pokazaé, ze X = N.

12. Punkty O, I sa odpowiednio $rodkami okregdéw opisanego i wpisanego
w tréjkat ABC. Punkt D jest punktem stycznosci okregu wpisanego z bokiem
BC, a punkty E i F' sa odpowiednio punktami przeciecia prostych Al i AO z
okregiem opisanym na tréjkacie ABC. Proste FI i ED przecinaja si¢ w punkcie
S, proste SC'i BE — w M, a proste AC i BF — w N. Udowodnié, ze punkty
M, I, N sa wspoétliniowe.



Zawody indywidualne super grupy

1. Liczba calkowita dodatnia N jest m-dobra jesli posiada co najmniej n
réznych dzielnikéw pierwszych oraz istniejg dzielniki 1, z1, xa, ..., x, liczby N,
ktorych suma jest réwna N. Pokazaé, ze istnieja liczby n-dobre dla dowolnego
n.

2. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest srodkiem okregu opisane-
go, zas punkt H jest punktem przeciecia wysokosci. Prosta AH przecina okrag
opisany na tréjkacie ABC w punkcie K réznym od A. Proste OK i BC prze-
cinaja si¢ w punkcie P. Punkt @ jest symetryczny do punktu P wzgledem
srodka odcinka OH. Proste AQ i BC' przecinaja sie w punkcie R. Dowiesé, ze
BP = CR.

3. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: RT — R takie, ze dla dowolnych liczb
2,y zachodzi réwnosé

fW)f(z+ fy) = f(x)f(zy).

4. Niech n bedzie liczbg caltkowita dodatnia. Dane sg liczby rzeczywiste a; >
as > ... 2 ap > 0. Pokazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych b1, bs, ..., b,
zachodzi nieréwnos¢

alb1+a2bz+"'+anbn<max b1 b1+ by bi+ba+---+0by
a1 +as+ - ap b 17 2 7Y n '

5. W tréjkacie ostrokatnym ABC (A < min{4 B, 4C}) punkt P lezy na
odcinku BC. Punkty D i E leza na bokach AB i AC tak, ze BP = PD oraz
CP = PE. Pokazaé, ze przy zmieniajacym si¢ potozeniu punktu P na odcinku
BC, okregi opisane na tréjkatach ADE majg punkt wspolny rézny od A.

6. Niech p bedzie liczba pierwsza dajaca reszte 2 z dzielenia przez 3. Wy-
znaczy¢ liczbe takich tréjek (z,y, z), ze xz,y,z € {0,1,2,...,p — 1} oraz

ple+y+z oraz p|ayz-—1.

7. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m,n) liczb calkowitych dodatnich takie, ze

m? —1|3™+ (n! —2)™.



8. Wyrazy ciagu {an, }n>1 sa liczbami catkowitymi dodatnimi i kazda liczba
calkowita dodatnia wystepuje w tym ciggu doktadnie jeden raz. Ponadto

ant1 € {an, — 1,4a, — 1} dlan> 1.

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe warto$ci wyrazu asgi7.

9. Dane sa liczby calkowite dodatnie k i n i zbiér A taki, ze

n(n—l—l)'

A<
# E+1

Dlai=1,2,...,n+ 1 niech A, oznaczaja zbiory n-elementowe takie, ze
#(ANA) <k dlal<i#j<n

oraz
n+1

A= U A;.
i=1

Wyznaczyé liczbe elementéow zbioru A.

10. Dany jest niepusty podzbiér X C N spelniajacy warunek: Jesli x € X
to 4z € X oraz |\/z]| € X. Pokazaé, ze X = N.

11. Okrag wpisany o srodku w punkcie I jest wpisany w tréjkat ABC i jest
styczny do BC w punkcie D. Odcinek AK jest Srednica okregu opisanego na
trojkacie ABC. Punkt L jest taki, ze AL 1 BC oraz IL 1 AD. Pokazaé, ze
KL potowi odcinek ID.

12. Niech d > 2 i n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Pokazaé, ze dla
dowolnego niestalego wielomianu f o wspdlczynnikach rzeczywistych stopnia
muniejszego od n, liczby f(0), f(1),..., f(d™ — 1) mozna podzieli¢ na d rozlacz-
nych grup takich, ze suma liczb w kazdej grupie jest taka sama.
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Zadania trudniejsze

1. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, przy czym
SPAB + $PBC + $PCA = 90°.

Niech P* bedzie punktem izogonalnie sprzezonym do P wzgledem trojkata
ABC. Pokazaé, ze érodek okregu opisanego na tréojkacie ABC lezy na prostej
PP*.

2. Liczby rzeczywiste =1, o, ..., Tn,Y1,Y2,-- -, Yn spelniaja réwnosci

e rai. =yl ryi. +y2 =1 oraz xy Faoys+... Fany, = 0.

Pokazaé, ze

(Ti+zo+. +z)+ Wyt +yn)’ <n

3. Niech k > 2 bedzie liczba calkowita dodatnia. Oznaczmy przez G graf,
ktérego wierzchotkami sg liczby catkowite dodatnie i ktory nie zawiera pelnego
grafu dwudzielnego By, i.. Pokazaé, ze istnieje dowolnie dlugi ciagg arytmetyczny
w Z* w ktérym nie ma dwéch wyrazéw polaczonych przez krawedz G.

4. Pokazaé, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze kazdy dzielnik pierwszy
liczby 2" — 1 jest mniejszy niz 2207 — 1.

5. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze
m(n) dzieli n, gdzie 7(n) jest liczba liczb pierwszych mniejszych od n.

6. Dodatnie liczby calkowite k i n spelniaja nieréwnosé¢ k > (n — 1)\
Udowodnié, ze istnieja rézne liczby pierwsze pi,pe,...,p, bedace odpowied-
nio dzielnikami liczb k£ + 1,k +2,...,k +n.

7. Dla liczby catkowitej dodatniej n, niech S(n) oznacza sume wszystkich
dzielnikéw pierwszych liczby n (np. S(1) = 0, S(2) = 2, S(45) = 8). Wyznaczy¢
wszystkie liczby catkowite dodanie n takie, ze S(n) = S(2" + 1).

~

8. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 3 istnieje nierozkladalny
wielomian stopnia n, o wspolczynnikach catkowitych taki, ze wszystkie jego
wartosci w liczbach catkowitych sa zlozone.
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9. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany o wspolczynnikach catkowitych dodat-
nich takich, ze: Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n i dowolnej liczby
pierwszej p takiej, ze n jest reszta kwadratowa modulo p, liczba P(n) jest réw-
niez reszta kwadratowa modulo p.

10. Dany jest zbiér S skladajacy sie z 2841 > 3 liczb naturalnych. Pokazaé,
ze nie istnieje k-elementowy zbidr liczb pierwszych P taki, ze dzielniki pierwsze
wszystkich liczb ze zbioru

S+S:={a+b:a,be S}

naleza do P.

11. Danych jest n punktéw na prostej takich, ze dowolna odlegto$é¢ miedzy
punktami wystepuje co najwyzej dwa razy. Pokazaé, ze liczba odlegtosci miedzy
punktami wystepujacych dokladnie jeden raz jest nie mniejsza niz [n/2].

12. Dany jest ciag liczb calkowitych dodatnich {ay, }n>1 taki, ze a; = 1 oraz
dla dowolnej liczby pierwszej p, liczby w zbiorze {a1,aq, ..., a,} daja wszystkie
mozliwe reszty przy dzieleniu przez p. Pokazaé, ze

an

lim — = 1.
n—oo N
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Mecz matematyczny grupy mtodszej

1. Niech x( bedzie rzeczywistym rozwiazaniem réwnania
234 pr+q=0,

gdzie p i ¢ sa liczbami rzeczywistymi. Pokazaé, ze 4qxo < p2.

2. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b i ¢ spelniaja warunek

1 1 1
(a+b+c) <++) < 10.
a b ¢

Pokazaé, ze z odcinkow o dlugoéciach a, b i ¢ mozna zbudowaé tréjkat.

3. Niech N oznacza zbioér liczb catkowitych dodatnich. Wyznaczy¢ wszyst-
kie funkcje f: N — N, takie, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich
m 1 n zachodzi podzielnosé

m? 4+ f(n) | mf(m) + n.

4. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb calkowitych dodatnich n
takich, ze

Bln) = 5.

gdzie ¢(n) jest liczba liczb wzglednie pierwszych z n i mniejszych od n.

5. Liczby catkowite dodatnie a, b i ¢ spelniaja warunek
(a—b)?+(b—c)*+ (c —a)?* = 6abc.
Pokazaé, ze liczba a® + b% + ¢® + 1 nie jest podzielna przez liczbe a + b+ c+ 1.
6. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych liczb

naturalnych takich, ze suma kazdych dwéch sposrdd tych liczb jest podzielna
przez ich réznice.

7. Niech F = {44, Aa, ..., A} bedzie rodzing podzbioréw n-elementowego
zbioru A spehiajaca warunek: Dla dowolnych dwoch elementéw x,y € A ist-
nieje podzbiér A; € F zawierajacy dokladnie jeden z nich. Pokazaé, ze 2% > n.
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8. Wyznaczy¢ wszystkie pola na szachownicy rozmiaru 8 X 8 o nastepujacej
wlasnosci: Po usunieciu tego pola mozna pokry¢ pozostata czesé szachownicy
klockami rozmiaru 3 x 1.

9. W 4034 pdl tablicy A o wymiarach 2017 x 2017 wpisano liczby rzeczywi-
ste. Pokaza¢, ze dla pewnej liczby catkowitej k > 1 istnieja liczby rzeczywiste
a1, Gz, ..., a2, Wpisane w pewne pola tablicy A w taki sposéb, ze dla kazdego
i €{1,2,...,k} liczby ag;—1 1 az; sa w tym samym wierszu, natomiast liczby
ag; oraz as;y1 leza w tej samej kolumnie (przyjmujemy, ze asgy1 := aq).

10. Dany jest czworokat ABC D wpisany w okrag, ktérego przekatne prze-
cinaja sic w punkcie E. Przedluzenia bokéw AD i BC wzdluz punktéw A i
B przecinaja sie w punkcie F. Niech G bedzie takim punktem, ze czworokat
ECGD jest réwnolegtobokiem. Punkt H obrazem punktu E w symetrii wzgle-
dem prostej AD. Pokazaé, ze punkty D, H, F' i G leza na jednym okregu.

11. W tréjkacie ABC dwusieczna kata BCA przecina okrag opisany w
punkcie R # A, symetralng odcinka BC w punkcie P oraz symetralng odcinka
AC w punkcie ). Punkty K i L sa $srodkami bokéw odpowiednio BC' i AC.
Pokazaé, ze trojkaty RPK i RQL maja réwne pola.

14



Mecz matematyczny grupy starszej

1. Wyznaczy¢ maksymalng mozliwa wartos¢ k dla ktorej nieréwnosé

a® +b% + 2 (atb+te
3 3

2
) > k-max ((a —b)*, (b— )% (c— a)?)
zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c.

2. Alicja i Bartosz graja w nastepujaca gre: kazde z nich wybiera ciag dwéch
wynikow rzutu moneta, nastepnie rzucaja moneta az do pojawienia sie jednego
z tych ciagdéw. Gre wygrywa osoba, ktérej ciag pojawil sie pierwszy. Bartosz
wybratl ’O0’. Alicja odkryla Ze moneta jest nieuczciwa: z prawdopodobien-
stwem 2/3 pojawia sie orzel. Jaki ciag powinna wybraé Alicja i jakie bedzie
wtedy prawdopodobienstwo jej wygranej?

3. Dane jest 42 liczb rzeczywistych z przedziatu [1,10°]. Dowieéé, ze moz-
na wybraé cztery z nich, tak ze dla kazdej permutacji (a,b,c,d) tej czworki
zachodzi

25(ab + cd)(ad + be) > 16(ac + bd)?

4. Danych jest n > 5. Rozwazmy wszystkie ciagi (eq,...e,), gdzie ¢; €
{-1,1}. Na ciagach mozna wykonywaé¢ nastepujaca operacje: wybraé pie¢ ko-
lejnych wyrazow i zmieni¢ ich znaki. Powiemy ze dwa ciagi sa podobne, jesli
za pomoca tych operacji mozna zamieni¢ jeden w drugi. Znajdz maksymalng
liczbe parami niepodobnych ciagéw dtugosci n.

5. Niech ABCD bedzie czworokatem, AC' = BD. Przekatne AC i BD
przecinaja sie w P. Niech w; bedzie okregiem opisanym na ABP, a O; jego
srodkiem. Podobnie ws i Os niech beda okregiem opisanym na CDP i jego
srodkiem. Odcinek BC' przecina wi,ws ponownie w punktach S,T. Niech M
i N beda odpowiednio $rodkami lukéw SP (nie zawierajacego B) i T'P (nie
zawierajacego C'). Dowie$¢ ze M N||010:.

6. Rozwazmy ciag 22" 4 1, 22" 4 1,...22" +1,... oraz dowolny rosnacy ciag
arytmetyczny (nieskonczony). Dowiedé, ze te dwa ciagi maja albo nieskoniczenie
wiele, albo najwyzej jeden wspdlny element.

7. W miescie zyje n ludzi, a kazdy z nich ma 1000 przyjaciét. Dowiesé, ze

mozna utworzy¢ pewna grupe oséb S taka, ze co najmniej n/2017 os6b z S ma
doktadnie dwoch przyjaciot w S.
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8. Dowie$¢, ze rownanie
n! = (4% —1)(7' = 1)

ma skonczenie wiele rozwiagzan w liczbach catkowitych nieujemnych n, k, [.

9. Dwa okregi I’y i I’y z promieniami rq i 7o, (1o > r1), sa styczne zewnetrz-
nie. Prosta ¢; jest styczna do I'y i I's odpowiednio w punktach A i D. Prosta
to jest rownolegta do t; i styczna do okregu I'y, przecina I's w E'i F'. Prosta t3
przechodzi przez punkt D i przecina prosta to w B, okrag I's w C. Dowiesé ze
okrag opisany na trdjkacie ABC jest styczny do t;.

10. Dany jest trojkat ABC, opisany na nim okrag w. M i N to érodki od-
cinkéw AB i AC. T jest srodkiem tuku BC' nie zawierajacego A. Punkty X i Y
to odpowiednio przeciecia okregéw opisanych na AMT i ANT z symetralnymi
odcinkéw AC' i AB, przy czym X i Y leza wewnatrz trojkata ABC. Wreszcie,
niech K bedzie przecigciem prostych M N i XY. Dowie$é¢ ze KA = KT.

11. Wielomian P spelnia réwnosé
P(z)P(22%) = P(22° + z).

Dowies¢, ze jesli P ma pierwiastek rzeczywisty, to jest tozsamosciowo réwny
7Z€ero.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. Liczby 1,2, - - ,200 zostaly rozstawione w wierzchotkach dwustukata fo-
remnego. Dla kazdej liczby n sposréd kolejnych 99 liczb stojacych bezposrednio
za ta liczba oraz kolejnych 99 stojacych bezposdrednio przed ta liczba znajduje
sie taka sama liczba liczb mniejszych od n. Wyznaczy¢ liczbe, jaka stoi naprze-
ciw 111.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze jezeli liczba n jest parzysta, to liczb mniejszych od n jest
nieparzysta liczba. Zatem naprzeciw liczby parzystej n stoi liczba mniejsza od
n.

To oznacza, ze na przeciw liczby 2 stoi 1 (bo jest to jedyna liczba mniejsza
od 2). Zatem naprzeciw liczby 4 musi by¢ 3. Analogicznie naprzeciw 6 stoi 5
itd. Wobec tego naprzeciw liczby 111 znajduje sie liczba 112.

2. W tréjkacie ostrokatnym poprowadzono trzy wysokosci. Wykazaé, ze z
trzech wysokoéci oraz trzech bokéw mozna zbudowaé dwa trojkaty.

Rozwiazanie:

Niech trojkat ABC bedzie tréjkatem ostrokatnym o bokach dtugosci BC =
a, AC = b, AB = c. Niech hg, hy, h. beda dlugoéciami wysokosci opuszczonych
odpowiednio na boki BC, AC, AB.

Jezeli z wysoko$ci mozna zbudowaé trojkat, to zadanie zostato rozwiazane.
Zal6zmy, ze jedna z wysokosci np. h. spelia nieréwnosé h, + hy < he. Oznacz-
my przez H ortocentrum tréjkata ABC.

Odcinek o dlugosci ¢ jest dluzszy od kazdego z odcinkéw h, 1 hy. W trdjkacie
AH B zachodzi nier6wnos¢ ¢ < AH + HB, a poniewaz AH < h, i BH < hy,
otrzymujemy ¢ < hg + hy. Pierwszy trojkat zbudujemy z boku ¢ i wysokosci h,
ihp.

Wykazemy, ze odcinkéw a, b, h. zbudujemy drugi tréjkat. Zauwazmy, ze h,
jest mniejszy od a i b. Niech punkt D bedzie spodkiem wysoko$ci h. na odcinek
AB. Wéwczas a < h. + BD. Stad i z nieréwnosci BD < ¢ < BH + HA <
he+hy < he < botrzymujemy, ze a < h.+b. Analogicznie dowodzimy b < h.+a,
a zatem z odcinkow a, b, h, mozna zbudowaé trojkat.

3. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb z,y > 0 zachodzi nieréwnosc¢:

12+;1:y+y2 < 3(x — ./:z:ery)z.
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Rozwiazanie:

22 + zy 4+ y? < 322 + 3y® + Yzy — 6/Tyy — 6/TYx
(x+y)? —3y/zy(r +y) + 22y >0
(x+y—2yzy)lz+y—Vzy) >0

(f—m((f—;f + \/§>

4. Niech n bedzie liczba parzysta, a,b € Z;, NWD(a,b) =1, (a + b)|(a™
b™). Wyznaczyé a i b.

Rozwiazanie:

Skoro n jest parzyste réznice poteg mozna rozpisac:

a” —b" = (a® = b)) (@ F a0 L 0.

Skoro (a + b)|(a? — b?), a + b dzieli zaréwno 2a™, jak i 2b"™. Ale skoro a,b
sa wzglednie pierwsze NWD(2a™,20™) = 2. W takim razie (a + b)|2, a wiec
a=0b=1. O

5. Na stole w stosie lezy 2017 monet. Chowamy do kieszeni jedna monete i
stos rozdzielamy na dwie czesci (nie musza by¢é réwne). Nastepnie z dowolnego
stosu majacego wiecej dwie monety znéw chowamy jedna, a reszte rozdzielamy
na dwie czesci itd. Czy mozna doprowadzi¢ do sytuacji, ze na stole zostana
wylacznie stosy zawierajace po 5 monet?

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze w zadaniu suma liczby monet na stole i liczby stoséw wynosi
na poczatku 2018 i jest niezmiennikiem (w kazdym ruchu ubywa jedna moneta,
a przybywa jeden stos). Zalézmy, ze mozna uzyska¢ wylacznie stosy po 5 monet.
Wtedy istnieje liczba k taka, ze na stole jest k stoséw po 5 monet kazdy, czyli
nasz niezmiennik wynosi 5k + k = 2018. Jest to jednak niemozliwe, bo 2018 nie
jest liczba podzielng przez 6. O

6. Niech AD i BE beda wysoko$ciami tréjkata ostrokatnego ABC, a punkt
P — punktem przeciecia prostej DE z tukiem BC' okregu opisanego na trdjkacie
ABC, do ktérego nie nalezy punktu A . Udowodnié¢, ze dwusieczna kata BCP
odcina z kata DPB trojkat réwnoramienny.

Rozwiazanie:
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Niech dwusieczna kata BC'P przecina okrag opisany na ABC w punkcie
Q oraz proste PD i PB w punktach odpowiednio X i Y. Niech H bedzie
ortocentrum tréjkata ABC. WprowadZzmy oznaczenia: £ BAC' = a, LABC =
8, LACB = v, ABCQ = APCQ = €. Poniewaz {ACH = 90° — «, wiec
AEHC = «a. Na czworokacie DH EC mozna opisa¢ okrag, poniewaz { HEC =
LHDC = 90°, a zatem L EDC = «. Wobec tego L PDC = 180° — a, a zatem
£DPC = a — 2¢. Poniewaz {BPC = 180° — «, kat BDC ma miare 180° —
2a + 2¢. Poniewaz AYXP = ADXC = a — ¢, kat PY X ma miare 180° —
(180° — 2a0+ 2e) — (¢ —¢e) = a—e. Stad LPY X = LPXY, czyli tréjkat XY P
jest réwnoramienny. O

7. Wzdluz okregu napisanych zostato n dodatnich liczb naturalnych. Mie-
dzy kazdymi dwoma sasiednimi liczbami wpisujemy ich najwiekszy wspdlny
dzielnik. Potem wyjsciowe n liczb wycieramy, a z otrzymanymi postepujemy
analogicznie. Udowodnij, ze po pewnej liczbie krokéw wszystkie liczby na okre-
gu beda jednakowe.

Rozwigzanie:

Jako pélniezmiennik rozwazmy sume wszystkich liczb napisanych wzdluz
okregu. W wyniku danego dziatania wielko$¢ ta zmniejsza sie i moze przyjaé
tylko skonczona liczbe wartosci. Gdyby chociaz dwie liczby réznity sie warto-
Scig, to suma uleglaby zmniejszeniu. Zatem wszystkie liczby musza w pewnym
momencie byé parami rowne.

8. Rozwazmy réwnania kwadratowe postaci z2 + kx +n = 0, gdzie ki n sg
liczbami catkowitymi. Podaé¢ przykltad doboru wspoétczynnikow k i n tak, aby
dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej m réwnanie 22+ (k+m)z +(n+m) = 0
miato doktadnie dwa rézne rozwiazania catkowite.

Rozwigzanie:

Rozwazmy réwnanie postaci 2 + (n+ 1)z + n. Jego pierwiastkami s liczby
—n oraz —1. Wystarczy zatem wzia¢ n > 2 i kazde réwnanie podanej postaci
bedzie spelniaé¢ warunki zadania (np. 22 + 3z + 2 = 0).

9. W tréjkacie ABC poprowadzone srodkowe z wierzchotkéw A i B prze-
cinajg okrag opisany na trojkacie ABC w punktach odpowiednio D i E. Na
boku AC wybrano punkt P, a na boku BC punkt ) spelniajace warunki:
AP =2-PC, BQ =2 -QC. Wykazaé, ze katy APE i BQD sa réwne.

Rozwiazanie:
Niech punktem M bedzie punktem przecigcia $rodkowych. Punkt M dzieli
srodkowe w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotka. Poniewaz ﬁ—g = %, odci-

nek M P jest réwnolegly do odcinka BC. Zatem £ M PA = £BCA. Ponadto
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ABEA = {BCA, poniewaz katy BEA i BC A sa wpisane i oparte na tym sa-
mym tuku. Wobec tego na czworokacie AM PE mozna opisa¢ okrag, a stad
LAPE = LAME. Analogicznie dowodzimy, ze £ BQD = £BMD. Ponie-
waz katy BMD i AMFE sa wierzchotkowe 1 maja rowne miary, to {BQD =
ABMD = AAMFE = {LAPEFE, co kohczy dow6éd. 10. Rozwigzaé réwnanie

Vi—z+vl+zxz=-1.
Rozwigzanie:
Sposob 1
Podnieémy obie strony do szescianu:
l—z+3Y(A-2)1+2)(VI-2z+VT+2)+1+z=—-1
Po pogrupowaniu i podstawieniu —1 wg wyjsciowego réwnania:
3V —x)1+2)=3,czyli V1—22=1
Zatem z = 0.
Latwo jednak sprawdzié¢, ze x = 0 nie jest rozwiazaniem pierwszego réwnania.
Czyli réwnanie nie ma rozwiazan.

Sposob 11
Oznaczmy a = /1 —z, b= /1 + x.
Rozwazmy wyrazenie a> + b:
a® + b3 = (a +b)(a® — ab+ b?)

2(a+b>((a;>lif)

2 jest dodatnie, liczba przez ktora przemnozone jest a+ b jest rowniez dodatnia
(mogtaby by¢ 0 tylko dla a = b = 0, co jest niemozliwe), wiec a+b jest dodatnie,
czyli nigdy nie przyjmie wartosci —1.

11. Udowodnié, ze

ﬁ nd-1 2

a1 3

e Ut o 1 3

Rozwiazanie:

Wystarczy zauwazyé¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej zachodzi rownosé

n?+n+1=n+1)2—(n+1)+1oraz (n+2)—1 = n+ 1. Zatem po skréceniu
2-1)(B-1)(4-1) _ 2

pozostaje arD (@251 5

12. Znalez¢ wszystkie pary liczb calkowitych dodatnich a i b, dla ktorych

X 2 L2 . . . .
liczby 22:? i Zzt% sg liczbami catkowitymi.
Rozwigzanie:
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Zauwazmy, ze aby liczby z zadania byly catkowite, liczniki muszg by¢ nie
mniejsze od mianownikéw. Rozwiazujac nieréwnosci (a? +b) > (b —a) i (b* +
a) > (a® — b), otrzymujemy —1 < a—b < 1. Zatem a = b—1 lub a = b lub
a=>b+1. )

Podstawiajac b = a otrzymujemy: ggfg jest liczba calkowita, czyli 2% jest
liczba caltkowita. Wobec tego a =b =2 lub a = b = 3.

Podstawiajac b = a + 1 otrzymujemy: Zzigﬁ i ‘222t3a“f11
witymi. Stad otrzymujemy, ze ﬁ jest liczba catkowita. Zatem a = 0 lub
a=11luba=2.

Poszukiwanymi parami (a, b) sa pary: (2,2),(3,3),(2,1),(1,2),(3,2),(2,3).

a+1

sa liczbami catko-

13. W tréjkacie ABC zachodzi réwnosé 2AB = AC + BC'. Udowodnic,
ze nastepujace cztery punkty: srodek okregu wpisanego w ten trdjkat, srodek
okregu opisanego na tym trdjkacie oraz $rodki bokéw AC i BC, lezg na jednym
okregu.

Rozwigzanie:

Niech M, N beda odpowiednio $rodkami bokéw AC i BC. Oznaczmy przez
O srodek okregu opisanego na ABC. Z réwnoéci LCMO = LCNO = 90° wy-
nika, ze okrag o opisany na tréjkacie M NO przechodzi przez punkt C. Srednica
tego okregu jest odcinek C'O. Nalezy wykazad, ze punkt I ($rodek okregu wpi-
sanego w trojkat ABC') lezy na okregu o. W tym celu wystarczy udowodnié, ze
A£CT0O = 90°. Niech D bedzie punktem przeciecia prostej CI z okregiem opisa-
nym na trojkacie ABC. Zadanie bedzie rozwiazane, jezeli wykazemy, ze punkt
I jest $rodkiem cieciwy C'D. Korzystajac kolejno z twierdzenia Ptolemeusza,
twierdzenia o tréjlisciu oraz z danej w tresci zadania réwnosci otrzymujemy

AB-CD=AC-BD+ BC-AD =

— AC - DI + BC - DI = (AC + BC) - DI = 2AB - DI,

skad CD = 2DI. Réwnos¢ ta oznacza wlasnie, ze punkt I jest $rodkiem odcinka
CD, co konczy rozwigzanie zadania.
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Zawody indywidualne grupy Sredniej

1. Dany jest trojkat ABC. Odcinek AD jest cigciwa okregu opisanego na
ABC. Punkt E jest przecieciem AD oraz dwusiecznej ¥ ABC. Okrag przecho-
dzacy przez punkt B i styczny do odcinka AD w punkcie E przecina BC' w
punkcie F' oraz okrag opisany na ABC w punkcie G. Wykaz, ze G, F, D sa
wspotliniowe.

Rozwiazanie:

Niech Punkt G’ bedzie przecigciem okregu opisanego na BFE z prosta
DF. Czworokat BFEG' jest cykliczny, czyli $FBE = YEBA = 4DG'E =
IFED. Ponadto 4G'EF = 180 — $FBG' = 180 — 29 EBF — SABG'. Czyli
sumujac katy w tréjkacie G'’ED mamy 4G'DE = 4G'BA. Czyli czworokat
AG'BD jest cykliczny, ale A, B, D lezg na okregu opisanym na ABC, czyli G’
tez na nim lezy. Ale G’ lezy na okregu opisanym na BFE, czyli G' = G, co
konczy dowdd.

2. Kazda liczbe catkowita dodatnia pomalowano na jeden z k koloréw. Wy-
kazaé, ze istniejg cztery parami rozne liczby catkowite a, b, ¢, d jednego koloru,
spelniajace nastepujace warunki:

ad = be, € =2017", 2 =2018™

gdzie m,n sa pewnymi liczbami catkowitymi dodatnimi.

Rozwiazanie:

Udowodnimy najpierw nastepujacy Kazdy punkt kratowy uktadu wspol-
rzednych pomalowano na jeden z k kolorow. Woéwczas istnieje prostokat o wierz-
chotkach jednego koloru z bokami réwnolegltymi do osi uktadu.

Dowdd. Wezmy prosta I; o stalym y = i. Wéwczas wéréd punktéw (i, 1), (4, 2),
..+, (i, k+1) na tej prostej dwa punkty maja ten sam kolor. Wynika to z zasady
szufladkowej Dirichleta. Rozpatrzmy zatem proste i1, 12, ..., l[gr+1 1. Wowezas
z zasady szufladkowej Dirichleta dwie prostej maja ten sam uklad koloréw
punktéw o = z przedziatu [1, k + 1], bo wszystkich uktadéw jest k*+1. A zatem,
skoro na kazdej z tych dwdch prostych dwa punkty maja ten sam kolor, wiec
mamy cztery punkty tego samego koloru, ktore tworzg prostokat. O

Rozwazmy teraz uklad wspélrzednych. Kazdemu punktowi kratowemu (z, y)
przyporzadkujmy liczbe f(z,y) = 2017* - 2018Y oraz kolor taki, jaki ma ta licz-
ba. Na mocy lematu istnieje prostokat jednokolorowy. Biorac liczby, ktére sa
przypisane jego wierzchotkom sprawdzamy, ze spelniaja one warunki zadania.
A zatem faktycznie, takie liczby istnieja. O

22



3. Wyznaczy¢ wszystkie czwérki liczb catkowitych a, b, ¢, d spelniajace uktad
réwnan:

a+d=b+c
a’ + 46d% = 3
b3 + 46¢3 = d3

Rozwiazanie:

7 pierwszego rownania dostajemy: a —b = ¢ — d oraz odejmujac od drugiego
réwnania trzecie dostajemy: a® — b3 = 47(c® — d®) co daje réwnowaznie: a? +
ab+b? = 47(c? +cd+d?). Lemat: jesli 47|22 +zy+y? to 47|z oraz 47|y. Na mocy
lematu dostajemy 47|a oraz 47|b, czyli 47%|a® + ab+b? czyli 47|c* +cd +d? czyli
47|c oraz 47|d. Podstawiajac a = 47a1,b — 47by, ¢ = 47¢;,d = 47d; dostajemy
réwnanie: a3 + aiby + b3 = 47(c? + c1dy + d?). Niech czwérka (a, b, ¢, d) bedzie
rozwiazaniem o najmniejszym dodatnim module liczby a. Woéwczas czworka
(455 4%, = 417) réwniez spetnia réwnanie, ale modut ;= jest mniejszy od modutu
a, czyli sprzecznoéé. Zatem a = 0. Wstawiajac do réwnania dostajemy 46d> =
c3, z czego otrzymujemy ¢ = d = 0, czyli jedyna czwérka liczb catkowitych
speliajacych rownanie jest a =b=c=d = 0.

4. Dane sa takie liczby catkowite a, b, ze ab jest dzielnikiem a? — b%. Wykaz,
ze |a| = |b|. Rozwiazanie:

Podstawiajac a = dx, b = dy, gdzie d = NWD(a,b) oraz NWD(z,y) =1
mamy zy|z? —y?, czyli x|x? —y? czyli z|y?, ale NW D(x,9?) = 1, czyli || = 1.
Analogicznie |y| = 1, czyli |z| = |y| = |d|.

5. W tréjkacie ABC punkt D jest srodkiem boku AB. Punkt E jest $rod-
kiem CD. Wykaz, ze jedli YCAE = $BCD to AC = CD.

Rozwigzanie:

Niech F to érodek AC. Woéwczas DF jest réwnolegte to BC, czyli $FDA =
IBDC = SCAE, czyli FEDA jest cykliczny. Ale jest on tez trapezem, bo FD

to prosta taczaca srodki. Czyli jest trapezem réwnoramiennym, czyli FA = ED,
co prowadzi do AC = CD.

6. Dany jest wielomian P(z) o wspélczynnikach catkowitych, ze dla dowol-
nej pary liczb wymiernych a,b liczby P(a) oraz P(b) sa rézne. Rozstrzygnaé,
czy wynika z tego, ze dla dowolych liczb rzeczywistych x,y liczby P(x) oraz
P(y) sa rézne.

Rozwiazanie:
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Rozwazmy P(z) = 2° — 22. Woéwczas P(0) = P(1/2). Ponadto wezmy wy-
mierne a, b takie, ze P(a) = P(b). Udowodnimy, ze a = b. 0 = P(a) — P(b) =
(a—b)(a®+ab+b>—2), co daje, ze a = b lub. a®>+b*+ab = 2. Przypusémy zatem,
ze a? + ab + b = 2. Niech vy(x) dla liczby catkowitej 2 oznacza maksymalny
wykladnik z jakim 2 dzieli z, a dla liczby wymiernej v2(£) = va(p) — v2(q).
Zatem 1 = v3(2) = va(a? + b? + ab) = min(2va(a), 2v2(b), va(a) + v (b)) jesli
va(a) jest rézne od vo(b). Zauwazmy, ze to minimum wynosi 2vy(a) lub 2v4(b),
wiec jest zawsze parzyste, czyli sprzecznosé, Zatem vy (a) = vo2(b), ale wéwcezas
1 = va(a®+ b2+ ab) < 2vs(a), czyli va(a) = 0—wvy(b), czyli va(a®+b%+ab) = 0,
czyli sprzecznosé. Czyli a = b, wiec implikacja z tresci zadania jest falszywa.

7. Wyznaczyzystkie pary liczb rzeczywistych x,y takich, e:
24y 42ty +4=2y

Rozwiazanie:
Rwanie (7—y)2+(2+2)?+(y—2)? = 0 wix=2 oraz y = -2 .Jesttojedynaparaspeniajc

8. Niech f(n) oznacza liczbzwizanania 22 + y? = n w liczbach cakowitych
x,y. Pokazae f(n) = f(2n)

Rozwigzanie:

Zauwamy, e jeli 22 +y? = n to (x — y)? + (v + y)? = 2n, czyli f(n) jest
mniejsze lub r f(2n). Ponadto jeli X2 +y? = 2n to (%5%)?+(£5¥)? = n. Zatem
f(2n) jest mniejsze lub r f(n), czyli f(n) = f(2n).

9. Rozstrzygnzy istniej takie rozczne zbiory 2017-elementowe A, B, e S(A) =
S(B) oraz S2(A) = So(B), gdzie S(X) to suma elementioru X oraz S3(X) to
suma kwadratementioru X.

Rozwiazanie:
Takie zbiory istniej. Niech a; to elementy zbioru A. Wemy as917 = —S(A2017)
oraz a; = i. Natomiast okrelmy zbi jako b; = —a;. Takie zbiory speniaj warunki

zadania, co mona atwo sprawdzi

10. Kady punkt paszczyzny naley pomalowa pewien kolor w taki sposby
kada prosta bya jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwiza moliwa
liczba kolorth mona uy pomalowania punktj paszczyzny? Odpowied uzasadnij.
Rozwiazanie:

Wykaemy, e najwiza moliwa liczba kolorth mona uy pomalowania punkt;j
paszczyzny, jest r 3. Przypu, e paszczyznna pomalowazy uyciu czterech kolora-
ki sposby kada prosta bya jednokolorowa lub dwukolorowa. Wybierzmy cztery
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punkty rch kolorCezerwony,Zzielony, NniebieskiorazPpomarawy. Moliwesdwaprzypad
(1) ProsteCZiNPniesrlege.OznaczmyprzezXpunktichprzecia. W as, skoropunktXleyna

(2) ProsteCZiNPsrlege. W aspunktyC,Z,N,Pswierzchokamitrapezu. Przyjmijmy, dlau.

11. Znalezystkie funkcje f okrelone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywi-
stych rch od zera, przyjmujce wartoci w tym samym zbiorze i speniajce rnie
funkcyjne:

flayf(z+y) = flx)+ f(y)
dla kadej pary liczb rzeczywistych rch od 0, takich, e = 4+ y te jest r od 0.

Rozwiazanie:

Ustalmy liczbeczywist a i przyjmijmy b = —) Za, e a jest r od b. Moemy
was podstawiodanym rniu x = b, y = a?b otrzymujc zwizek f(b(a?b)f(a)) =
F(b)+f(a?). Ale bf(a) = 1, wiiczba po lewej stronie jest r f(a?b). Prawa strona
ma inn wartokoro f(b) jest r od 0 (wartoci funkcji f s z zaoenia niezerowe).

1

Sprzecznowodzi, e a = b, czyli f(a) = % Z dowolnoci a mamy: f(x) = .

12. Dany jest czworokt wypuky ABCD, w kt boki AB i C'D nie s rlege.
Rozwaamy okrg, przechodzcy przez punkty A i B, styczny do prostej CD w
punkcie P oraz okrg, przechodzcy przez punkty C, D styczny do prostej AB
w punkcie @) Zakadamy, e punkty P i @ le na odcinkach CD i AB oraz e wsp
ciwa tych okrw przechodzi przez rodek odcinka P ). Udowodnie proste AD i
BC s rlege.

Rozwiazanie:

Niech M - rodek PQ, R - drugi punkt przecia prostej PQ z okrem opisanym
na DQC, S - drugi punkt przecia prostej PQ z okrem opisanym na ABP, Was
na mocy potwego kryterium wsprwoci mamy:

PM-MS=0,M-0OM=QM - MR
gdzie 0105 to wsp ciwa obu tych okrw.

Skoro M to rodek P@ to mamy, e: QS = PR. Ponownie na mocy potwego
kryterium wsprwoci mamy:

DP-PC=RP-PM=5Q-PM=AQ - -QB
B
Czyhk—Q :Tg'
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Niech F to punkt przecia AP, DQ oraz G to punkt przecia CQ, BP. $DRQ =
IDCQ = SAQD = x (czworokt cykliczny i styczna) i styczn. Analogicznie
JQRC = 4QDC = 4CQB.

Podobnie: $PSB = YPAB = SCPB = o oraz YASP = SABP = SAPD.
Czyli trty, na mocy cechy podobiea kt - kt - kt, DPF,QBG s podobne, ale z
wczeniejszych rozwaaika, e s podobne w skali k. Podobnie trty ASF, PCG s
podobne w skali k. Czyli GQ = k-DF, PG =k-AF,k-FP = BG, QF -k = CG.

Zatem skoro $BQC = JIPDQ to DPQ,QBC, s podobne na mocy cechy
podobiea bok-kt-bok. Wynika to ze wszeniej wyliczonych proporcji - podobieo
w skali k.

Analogicznie trty PCQ, AQD s podobne. A zatem: {PDA = y + SADQ =

y+<ICQP oraz SPCB = 2+<4DQP czyli {PCB+<PDA = 2+y+<DQC =
180 gdy jest to suma ktrcie DQC. A zatem AD||BC, co byo do pokazania.
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Zawody indywidualne grupy starszej

1. Pokazaé, ze dowolna liczba catkowita dodatnia jest suma liczb postaci
2137, gdzie i, j sa liczbami catkowitymi nieujemne, oraz zaden sktadnik nie jest
dzielnikiem innego.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne. Nazwijmy liczbe dobra, jesli jest
postaci 2!37, gdzie i, j s liczbami catkowitymi dodatnimi. Jezeli n = 2k, to na
podstawie zatozenia indukcyjnego mozemy zapisa¢ k = s1 + s3 + ... + s;, gdzie
s; s liczbami dobrymi. Wtedy n = 2s1 4+ 2s2 + ... + 2s; i latwo widzimy, ze
2s; jest rowniez dobra.

Jezeli n jest nieparzyste, to znajdujemy taka liczbe naturalna m, ze 3™ <
n < 3™l Wtedy liczba n’ = n — 3™ jest parzysta i na podstawie zalozenia
indukcyjnego mozemy zapisaé

n—3" n

2 :5:w1—|—w2—|—...—|—w7~,

gdzie w; sa dobre. Jednakze wtedy

n = 2wy + 2w + ...+ 2w, +3™.

2. Dane sa liczby catkowite 1 < k < n. Zbiér S sklada sig¢ z n liczb rzeczywi-
stych takich, ze érednia arytmetyczna dowolnych k z nich jest liczba calkowita.
Pokazaé, ze dowolny element zbioru S jest liczba catkowita.

Rozwigzanie:
Niech § = {a1, a2, ...,a,}. Istnieja liczby calkowite 2o, 23, ..., 241 takie,
ze
k k+1 k+1
Z = k‘Zk_;,_l,Z = kzk,...,z = /{;22.
i=1 i=1 i=1
ik i#2

Dodajac powyzsze réwnosci dostaniemy
kai + (k—1)(as+as+ ...+ akt1) = k(za + 23+ ... + 2k41),
jednakze istnieje 21 € Z takie, ze Zfizl = kz1, wiec
ay =29+ 23+ ...+ 2501 — (k—1)2z1 € Z.

Analogicznie dowodzimy catkowito$¢ pozostalych elementéw zbioru S. O
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3. Niech KL i KN beda styczny do okregu w w punktach L i N. Punkt
M jest taki, ze K, N, M leza na jednej prostej, w tej kolejnosci. Okrag opi-
sany na trojkacie K LM przecina okrag w w punkcie P. Punkt @ jest rzutem
prostokatnym punktu N na prosta M L. Pokazaé, ze SMPQ = 24 KML.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez R drugi punkt przeciecia okregu w z prosta LM. Zachodza
réwnosci:

IMPK = 4MLK = SRLK = SRPL.

W takim razie {MPR = YKPL = $KML. Wobec tej réwnoéci okrag
przechodzacy przez punkty M, P, R jest styczny do prostej K M. Oznaczmy
przez S punkt wspdlny prostych PR i M N. Prosta PR jest osia potegowa
okregu w i okregu opisanego na tréjkacie M PR. Wobec tego SN - SN = SP -
SR =SM-SM, wiegc S jest érodkiem odcinka M N. Wobec tego S jest srodkiem
okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym MQR, zatem trdjkat MSQ jest
rownoramienny, czyli

IMQS = SQMS = LMK = SMPR = {MPS,
wiec punkty M, P, @, S leza na okregu. W takim razie:
IMPQ = SMPS +4SPQ = $MQS + ISMQ = 29SMQ = 24 KML.
O

4. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym AB # AC. Punkty D i E sa rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktéw B i C' na dwusieczng kata wewnetrznego
CAB. Udowodni¢, ze proste BE i CD przecinaja si¢ w punkcie lezacym na
dwusiecznej kata zewnetrznego SCAB.

Rozwigzanie:

Proste BE i C'D przecinaja sie (gdyby bowiem byly one réwnolegle, to
BDCE bylby réwnoleglobokiem, by¢ moze zdegenerowanym, i dwusieczna kata
L BAC polowilaby bok BC, w sprzecznodci z zalozeniem AB # AC). Oznacz-
my F = BENCD; stosujac twierdzenie Talesa oraz korzystajac z podobienstwa
trojkatow ABD i ACE dostajemy

FC CE AE

FD BD AD’
Stad wynika, ze FA | CE, a wiec FA 1 AD, co jest réwnoznaczne z
teza. L

5. Dana jest liczba catkowita dodatnia a taka, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej n liczba 4(a™ + 1) jest szeScianem liczby calkowitej dodatniej. Pokazad,
ze a = 1.
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Rozwiazanie:

Skoro 4(a® 4+ 1) i 4(a” + 1) sa szeécianami liczb catkowitych, to ich iloraz
réwny a® — a3+ 1 réwniez. Jesli a > 1, to a® —a® +1 < (a?)3, wigc a® —a®+1 <
(a® —1)3, stad (a —1)(3a® — 2a* — 1) +1 < 0 — sprzeczno$é. Zatem a = 1. O

6. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: ZT — ZT spelniajace dla dowolnych
liczb catkowitych dodatnich x i y warunek

fla® + f(y) = xf(x) +y.

Rozwigzanie:

Oznaczmy C = f(1) + 1. Podstawiajac z = y = 1 otrzymujemy f(C) = C.
Wykazemy indukeyjnie, ze zachodzi f(kC) = kC oraz f(kC +1) = kC + f(1).
Poczatek indukcji: istotnie f(C) = C; podstawiajac x = 1,y = C otrzymujemy
f(1+C) = f(1)+ C. Krok indukeyjny: podstawiajac x = 1 oraz y = kC otrzy-
mujemy f(1+kC) = f(1) + kC. Podstawiajac ¢ = 1,y = kC + 1 otrzymujemy
f((E+1)C) = fA+kC+ f(1)) = f(A+ f(EKC+1)) = f(1)+kC+1 = (k+1)C.

Zatem teza indukcji zostala udowodniona. Pokazemy teraz, ze f(1) = 1. Mozna
to zrobié na rézne sposoby. Zauwazmy, ze funkcja f jest roznowarto$ciowa, gdyz

jesli f(a) = f(b), to
af(x) +a=f(z®+ f(a) = f(2® + [(b) = af(z) +b.
Podstawiajac 2 = C,y = 1 mamy
F(CP+ (1) =Cf(C)+1=C?+1.
Dla z = C% + f(1),y = 1 dostajemy
FUCP+ F)? + f(1) = (C* + F)NC? +1) + 1.
Podobnie podstawiajac = C? + 1,y = 1 mamy
FUCP+1)* + (1)) = (C*+ )(C* + f(1) + 1,
czyli z réznowartosciowosci otrzymujemy
(C2+ f(1)) + f(1) = (C*+ 1)* + f(1),

a co za tym idzie f(1) = 1. Zatem C = 2 i przedstawiony wyzej dow6d induk-
cyjny pokazuje, ze musi zachodzi¢ f(n) = n dla dowolnego n € Z*. O
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7. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany rzeczywiste stopnia 2017, ktére mozna
przedstawi¢ jako sume 2017 funkcji okresowych.

Rozwiazanie:

Dowiedziemy indukcyjnie, ze wielomian stopnia n nie jest suma n funkcji
okresowych. Dla n = 1 jest to oczywiste. Niech zatem n > 1. Zalézmy dla
dowodu nie wprost, ze P(xz) = Y ., fi, gdzie P jest wielomianem stopnia n, a
fi jest okresowa o okresie t;. Zatem

n—1
P(z+ty) = P(x) = Y (f(x +tn) = f(2))
i=1
ale po lewej stronie mamy wielomian stopnia n — 1, a po prawej sume n — 1
funkcji okresowych. UzyskaliSmy sprzecznosé z zatozeniem indukcyjnym, ktora
dowodzi tezy zadania. O

8. Pokazaé, ze dla dowolnego zbioru n punktéw na ptaszczyznie istnieje co
najwyzej cny/n par punktéw, ktérych odleglosé jest réwna 1, dla pewnej stalej
c>0.

Rozwigzanie:

Niech wyjsciowy zbiér punktéw sktada si¢ z punktéow oznaczonych przez
przez P;, dla 1 < ¢ < n. Skonstruujmy okregu C; o srodkach w tych punktach i
promieniu 1. Niech a; bedzie liczba punktéow na kazdym z okregéow C;. Chcemy

ograniczy¢ sume
1 n
S = § i_g - Q.

Policzmy na dwa sposoby liczbe tréjek (P;, A, B), gdzie A, B leza na okregu

C;. Liczba par (A, B) na okregu C; jest réwna (%), wiec liczba trojek jest réwna
> (%)
i=1 2
7 drugiej strony AP, = BP; = 1, wiec P; lezy na przecieciu okregéw o
srodkach w punktach A i B ipromieniu 1. Poniewaz kazde dwa okregi przecinaja
sie w dwéch punktach, to liczba par (A, B) jest réwna (7), stad liczba trojek
jest nie wieksza niz n(n — 1).
Wobec tego

Z( Z> <n(n-—1).
_ 2
=1
Funkcja (5) jest wypukla, wiec na podstawie nieréwnosci Jensena mamy nie-
réwnosé 525 )
—n
— <n(n—1),
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ktéra prowadzi do nieréwnosci kwadratowej 252 — nS — n?(n — 1) < 0, wiec

g < n—|—n\4/8n—7.

O

9. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m,n) liczb calkowitych dodatnich takie, ze
m?—11]3™+ (n! —2)™.

Rozwiazanie:

Zatézmy, ze n > 2. Wtedy m nie moze by¢ nieparzyste, gdyz 8 dzielitoby
m? — 1 podczas, gdy 3™ + (n! — 2)™ jest nieparzyste. Zatem m jest parzyste.
Wtedy m? — 1 = —1 (mod 4), wiec istnieje liczba pierwsza p = —1 (mod 4)
taka, ze p | m? — 1. Wéwcezas p | 3™ + (n! — 2)™ i jako, ze m jest parzyste,
mamy, ze p dzieli 31 n!—2 (p jest postaci 41+ 3), stad 3 | n! —2 — sprzecznosé
z zalozeniem n; 2.

Wobec tego mozemy zalozyé, zen = 11lubn = 2. Jedlin = 1, to albo m? —1
dzieli 3™ +1, gdy m jest parzyste, albo m? —1 | 3™ — 1, gdzie m nieparzyste. W
pierwszym przypadku dostajemy sprzeczno$é podobnie jak wyzej (wybierajac
liczbe pierwsza postaci 41 + 3 dzielaca m? — 1). W drugim zaé nie moze zajs¢,
gdyz 3™ — 1 nie jest wielokrotnoscia 8, gdy m jest nieparzyste.

Zatem n = 2, stad m? — 1 | 3™. Istnieje k catkowite dodatnie takie, ze
(m—1)(m+1) = 3k. Wtedy m—11im+1 musza byé¢ potegami liczby 3rézniacymi
sig¢ 0 2, wiec m — 1 = 1 czyli m = 2. Ostatecznie latwo sprawdzamy, ze para
(2,2) spelnia warunki zadania. O

10. W tablicy
a1 G12 01,3
a1 G22 023
az,1 G322 033

takiej, ze a;; € N dla (i, /) € N2, kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje
w niej doktadnie 2017 razy. Pokazaé, ze dla pewnej pary (m,n) € N? zachodzi
nier6wnosc ayy, n, > mn.

Rozwigzanie:

Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n rozwazmy nastepujacy zbiér A, =
{(k,1) € N? | kl < n}. Latwo zauwazy¢, ze



Zatem

Zatem istnieje N € N takie, ze dla n > N dostaniemy
"1
> > 2013 = #A, > 2013n.
k=1

Na podstawie warunkéw zadania
#X = {(k,1) € N* | ay; < n} =2017n,

gdyz ap; € {1,2,...,n} dla (k1) € X oraz kazda z liczb i € {1,2,...,n}
wystepuje dokladnie 2017 razy w tablicy.
A poniewaz #A,, > 2017n dla odpowiednio duzych n to musi istnie¢ para
(k,1) € A, taka, ze
ar; >n > kl.

11. Dany jest niepusty podzbiéor X C N spelniajacy warunek: Jesli x € X
to 4z € X oraz |/x] € X. Pokazaé, ze X = N.

Rozwigzanie:

Niech m bedzie najmniejszym elementem zbioru X. Wtedy z nieréwnosci
m < |v/m] wnioskujemy, ze m = 1. Latwo widzimy, ze Vk € N, 4F € X, stad
2k = |V4k| € X. Przypusémy, ze t ¢ X, wtedy réwnanie ¢ = |/z| nie ma
rozwiazania w zbiorze X. Oznacza to, ze jedli > <m < (t + 1) to m ¢ X.

Pokazemy indukeyjnie, ze gdy k& > 1 to tego, ze t2° < m < (t + 1)2k
wynika, ze m ¢ X. Przypadek k = 1 zostal pokazany wyzej. Przypuéémy, ze
stwierdzenie zachodzi dla liczb nie wigkszych niz k. Wezmy m takie, ze 2 <
m < (t+1)2"" jeslim € X to [/m] € X, stad t2° < |/m] < ym < (t+1)2,
wiec na mocy zalozenia indykcyjnego m ¢ X. Sprzecznosc.

12. Punkty O, I sa odpowiednio $rodkami okregdéw opisanego i wpisanego
w trojkat ABC. Punkt D jest punktem stycznosci okregu wpisanego z bokiem
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BC, a punkty F i F' sg odpowiednio punktami przecigcia prostych Al i AO z
okregiem opisanym na trdjkacie ABC. Proste F'I i ED przecinaja sie¢ w punkcie
S, proste SC i BE — w M, a proste AC i BF — w N. Udowodnié, ze punkty
M, I, N sa wspoéliniowe.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze punkt S lezy na okregu opisanym na tréojkacie ABC. Niech
T # F bedzie punktem przeciecia prostej F'I z okregiem opisanym na tréjkacie
ABC, a L i K niech bedg odpowiednio punktami stycznosci okregu wpisanego
w tréjkat ABC z bokami AC' i AB. Mamy wéwczas réwnosci

JITA = IFTA=90° = ILA = JIKA,

skad wynika, ze punkty T, L, K, A leza na okregu o srednicy AI. A zatem
JTLA = STK A, co pociaga za sobg STLC = STKB. Mamy tez

STCL = 4TCA = 4TBA = 4TBK,

a stad trojkaty TCL i TBK sa podobne. Zachodza wiec nastepujace rownosci

cr CcL CD

BT BK BD’
Z twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze prosta T'D jest dwusieczna kata CTB.
Przechodzi zatem przez srodek tuku CB, czyli punkt E. A wiec proste ED i
FI przecinaja sie w T' skad juz wynika, ze punkty S i T pokrywaja sie. Aby
zakonczy¢ dowdd zastosujmy twierdzenie Pascala do samoprzecinajacego sie
szesciokata AEBFTC wpisanego w okrag. Dostajemy wéwczas, ze przeciecie
prostych AE i FT (punkt I), przecigcie prostych EB i TC (punkt M) oraz
przeciecie prostych BF i CA (punkt N) sa wspélliniowe, co konczy dowdéd. O
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Zawody indywidualne super grupy

1. Liczba calkowita dodatnia N jest m-dobra jesli posiada co najmniej n
réznych dzielnikéw pierwszych oraz istniejg dzielniki 1, z1, xa, ..., x, liczby N,
ktorych suma jest réwna N. Pokazaé, ze istnieja liczby n-dobre dla dowolnego
n.

Rozwigzanie:
Latwo zauwazy¢, ze jesli n jest k-dobra, to n(n + 1) jest liczba (k + 1)
dobra. O

2. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest srodkiem okregu opisane-
go, za$ punkt H jest punktem przeciecia wysokosci. Prosta AH przecina okrag
opisany na tréjkacie ABC w punkcie K réznym od A. Proste OK i BC prze-
cinaja sie w punkcie P. Punkt @ jest symetryczny do punktu P wzgledem
srodka odcinka OH. Proste AQ i BC' przecinaja sie w punkcie R. Dowie$¢, ze
BP = CR.

Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze punkty K i H sa symetryczne wzgledem prostej
BC (jest to standardowy fakt).

Jednokladnosé o skali —% iérodku w punkcie S, ktéry jest srodkiem ciezkosci

tréjkata ABC, przeksztalca punkt A na érodek M boku BC' oraz punkt
H na punkt O. Wynika stad réwnos¢ OM = AH, co w efekcie daje OD =
AH. Ponadto proste AH i OM sa rownolegle, wiec czworokat AH DO jest
réwnoleglobokiem. Stad wniosek, ze symetria wzgledem s$rodka odcinka OH
przeprowadza odcinek DH, zawierajacy punkt P, na odcinek AO. W efekcie
proste AQ i AO pokrywaja sie.

Tréjkat POR jest rownoramienny, gdyz

YOPR = 4DPR = ¥BPH = $PRA = 4PRO.

Zatem z prostopadlosci OM 1 BC otrzymujemy, ze punkt M jest érodkiem
odcinka PR. Wynika stad teza zadania. O

3. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Rt — R takie, Ze dla dowolnych liczb
x,y zachodzi réwnos¢

FW)f(z+ fy) = f(x)f(zy).



Rozwigzanie:
Niech P (z,y) oznacza wyjéciowe réwnanie funkcyjne. Wtedy

PLy) = f+f(y)=rQ).
Poréwnujac P (x,1) i P(z,14 f(y)), mamy

f) =1+ F(y) )

Wezmy odpowiednio duza liczbe naturalna n taka, ze (1+ f(y))" = k >
2, wtedy
[ (@) = f(kx)
na podstawie powyzszych réwnosci.
Zauwazmy teraz, ze

f ) fkx+ f(y) = f(ka) f(Rkey) = [ (@) f(zy) = ) e+ f(y)
Wezmy x = atakie, ze ka+ f (y) =2 (a+ f (y)). Poréwnujac P (z,a + f (y)) i
P (z,ka+ f(y)) dostajemy f(z) = f( )

Ponadto P (1,y) — f(x+ f(1)) = z . Zatem powyzsze rezultaty impli-
kuja, ze

=fl+f1)=fQz+2f(1)) = = 3

OJ

co oznacza, ze f (x) = f (1), wiec f jest stala.

4. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnig. Dane sa liczby rzeczywiste a; >
as > ... > a, > 0. Pokazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych by, bo, ..., b,
zachodzi nieréwnoéé

a1by + agby + -+ + a,by b1 by + by by +by+ -+ by
< max < —, ey .
ai+ag+---ay 1 2 n
Rozwigzanie:
Przypusémy, ze dla pewnego n, istnieja dodatnie liczby rzeczywiste a; >
as > ... > a, takie, ze istnieja by, b, ..., by, ze

arby + agby + -+ + anby b1 b1+ by by +ba+--+by
> max§ —, Sttt
a1 +as + - -ap 1 2 n
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Poniewaz nieréwnos¢ jest niezmienna na przesuniecie w b; mozemy zalozy¢, ze
> i1 ajb; =0. Wtedy Bj := b1 +ba+---+b; <0dlaj=1,2,...,n. Wowczas

n—1

0= Z a;b; = Bpay, — Z By (ak+1 —ag) <0
k=1

co jest sprzeczne z zalozenie. O

5. W trojkacie ostrokatnym ABC (A < min{< B, 4<C}) punkt P lezy na
odcinku BC. Punkty D i E lezg na bokach AB i AC tak, ze BP = PD oraz
CP = PE. Pokazaé, ze przy zmieniajacym si¢ potozeniu punktu P na odcinku
BC, okregi opisane na trojkatach ADE maja punkt wspélny rézny od A.

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze wszystkie okregi przechodza przez ortocentrum H trojkata
ABC. Niech CX i BY beda wysokoSciami. Jedli M jest srodkiem boku BC,
to MB = MX = MY = MC. Bez szkody zalézmy, ze P lezy migdzy B i M.
Wtedy D jest miedzy Bi X a E miedzy AiY. Czworokat AX HY jest cykliczny,
gdyz SAXH = SAY H. 7 twierdzenia sinuséw mamy % = ggzg Ponadto

DX = BX — BD = BCcosB — 2BPcos B. Podobnie EY = EC — CY =
2BP cosC — BP cos C, wiec

%_BC—QBPCOSB cosB XH

EY  PC—BCcosC cosC YH’

wiec tréjkaty DHX i EHY sa podobne, stad czworokat ADH E jest cykliczny.
O

6. Niech p bedzie liczba pierwsza dajaca reszte 2 z dzielenia przez 3. Wy-
znaczy¢ liczbe takich tréjek (z,y, 2), ze z,y,z € {0,1,2,...,p — 1} oraz

ple+y+z oraz playz—1.

Rozwiazanie:
Niech S bedzie zbiorem tréjek, o jakich mowa w tresci zadania, i niech

Sk :={(z,y,2) € S:y=kx (modp)} dlak=0,1,...,p—1.
Wtedy zbiory Sp,Si,...,Sp—1 sa parami rozlaczne, za$ ich sumg jest zbiér

S. Ustalmy warto$¢ k i wybierzmy dowolnie tréjke (z,y,z) € Si. Wowczas
2= —(k+ 1)z (mod p), co daje 2yz = —k(k + 1)2® (mod p), czyli mamy
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—k(k+1)z*>=1 (mod p). (1)

Stad w szczegblnosdci wynika, ze x # 0 oraz k ¢ {0,p — 1}. Podnoszac waru-
nek (1| do potegi %72, a nastepnie mnozac obustronnie przez x otrzymujemy
kongruencje

(k(k+1))5 =2 (mod p), (2)

gdzie po drodze korzystamy z malego twierdzenia Fermata. Zatem x jest wy-
znaczone jednoznacznie przez k. Odwrotnie, jesli k& ¢ {0,p — 1} i spelnio-
na jest kongruencja — co, jak wiemy, ma miejsce dla dokladnie jednej
wartosci ¢ € {0,1,...,p — 1} — to zachodzi relacja (z,kz (mod p), (k + 1)z
(mod p)) € S. Zatem #Sy = #Sp—1 =0oraz #S, =1dlak=1,2,...,p—2,

1 w rezultacie

HS =H#HS1+#S+ .. . +#Sp2=p—2.
O

7. Wyznaczyé wszystkie pary (m,n) liczb caltkowitych dodatnich takie, ze
m? —1|3™+ (n! —2)™.

Rozwigzanie:

Zatézmy, ze n > 2. Wtedy m nie moze by¢ nieparzyste, gdyz 8 dzielitoby
m? — 1 podczas, gdy 3™ + (n! — 2)™ jest nieparzyste. Zatem m jest parzyste.
Wtedy m? — 1 = —1 (mod 4), wiec istnieje liczba pierwsza p = —1 (mod 4)
taka, ze p | m? — 1. Wéwczas p | 3™ + (n! — 2)™ i jako, Ze m jest parzyste,
mamy, ze p dzieli 31 n!—2 (p jest postaci 41+ 3), stad 3 | n! —2 — sprzecznosé
z zalozeniem n;2.

Wobec tego mozemy zatozyé, ze n = 1 lub n = 2. Jesli n = 1, to albo m? —1
dzieli 3™ +1, gdy m jest parzyste, albo m? —1 | 3™ — 1, gdzie m nieparzyste. W
pierwszym przypadku dostajemy sprzeczno$é podobnie jak wyzej (wybierajac
liczbe pierwsza postaci 41 + 3 dzielaca m? — 1). W drugim za$ nie moze zajsé,
gdyz 3™ — 1 nie jest wielokrotnoscia 8, gdy m jest nieparzyste.

Zatem n = 2, stad m? — 1 | 3™. Istnieje k calkowite dodatnie takie, ze
(m—1)(m+1) = 3*. Wtedy m—11im+1 musza byé¢ potegami liczby 3réznigcymi
sie 0 2, wiec m — 1 = 1 czyli m = 2. Ostatecznie latwo sprawdzamy, ze para
(2,2) spelia warunki zadania. O

8. Wyrazy ciagu {a, }n>1 sa liczbami calkowitymi dodatnimi i kazda liczba
catkowita dodatnia wystepuje w tym ciagu doktadnie jeden raz. Ponadto

ant1 € {an, — 1,4a, — 1} dlan > 1.
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Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe warto$ci wyrazu asgi7.

Rozwiazanie:

Rozpatrzmy dowolny wyraz a,, danego ciggu. Jezeli liczba a,, — 1 wystepuje
wsréd wyrazow aq, as, . . ., a, albo jest réwna 0, to na mocy warunkéw zadania
Wyraz a,41 nie moze by¢ réwny a, —1. W tym przypadku zachodzi wiec réwnosé
an+1 = 4a, — 1. Przypudémy z kolei, ze liczba a, — 1 jest dodatnia i nie
wystepuje wsrod wyrazow aq, as, ..., a,. Wtedy musimy mieé a,+1 =a, — 1;
w przeciwnym razie byloby bowiem a; = a, — 1 przy pewnym ¢ > n + 1,
gdyz kazda liczba naturalna jest wyrazem danego ciggu. Jednak patrzac na
ciag an, n+1,---,0i—1,a; widzimy, ze dowolny wyraz w wypisanym ciagu jest
albo wiekszy od poprzedniego, albo o 1 mniejszy od poprzedniego, zatem wobec
nieréwnosci a; < a, < ap41 musielibySmy mie¢ a; = a,, dla pewnego wskaznika
n+ 1 < j <1, wbrew zalozeniom zadania.

Udowodniliémy wiec, ze kazdy odcinek poczatkowy ai,as,...,a, wyznacza
jednoznacznie a, 41 wedlug wzoru

an —1, jeslia, >1 oraz a, — 1 ¢ {ay,as,...,a,},
Ap+1 = . (3)
da, —1, jeslia, =1 luba, —1 € {a1,as,...,a,}.

W szczegdlnosci warto$é a; jednoznacznie wyznacza caly ciag a,aq,. ...

Jezeli a; = m, to ze wzoru otrzymujemy as = m — l,a3 = m —
2,...,0m = 1,amy1 = 3. Liczba 3 nie moze wystapi¢ w danym ciaggu dwu-
krotnie, wiec m < 2. Zatem a; € {1,2}.

Dla a; = 1 otrzymujemy ciag 1,3,2,7,6,5,4,15,14, . ... Przez prosta indukcje
widzimy, ze

ap=3-2"-1-n da2"<n<2" 1

Poniewaz 210 < 2017 < 2!, to agg17 = 3 - 2'° — 2018 = 1054.

Dla a; = 2 mamy ciag 2,1,3,11,10,9,8,7,6,5,4,15,14,13,12,47, .. ., ktéry mo-
zemy wyrazi¢ wzorem (réwniez indukcja):

Pl dla 4% <n < 3-4F,
Qp =
7.4k 1, dla3-4F <n < 4R

Ponadto 4° < 2007 < 3 - 4°, wiec agg17 = 4% — 2018 = 2078. O

9. Dane sg liczby catkowite dodatnie k i n i zbiér A taki, ze

nn+1)
k+1

Dlai=1,2,...,n+ 1 niech A; oznaczaja zbiory n-elementowe takie, ze

#A <
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oraz
n+1

A= U A;.
=1

Wyznaczy¢ liczbe elementow zbioru A.

Rozwigzanie:
Niech a, bedzie liczbg takich zbioréw A;, ktére zawieraja element z. Za-
uwazmy, ze

n+1
D ar =) H#HANA)=n+> #(AiNA4)).
TEA; i=1 ]

Zatem ZweAj a; < n(k+1). Dodajac te nieréwnosci po wszystkich j € {1,2,... ,n+
1} dostajemy, ze

n+1
g g Qg = g g 1= g az.
j=1 {L’EAJ‘ z€A ZEEAJ' z€A

Jednakze z nieréwnosci miedzy srednia arytmetyczna i geometryczng mamy

Yuea K8 _ n*(n+1)?
;““#‘4( §A> #A(Z# I

Z drugiej strony > 4 a2 <n(n+1)(k+1), skad

(GRS n(n+1)(k + 1),

#A
wiec
n(n+1)
Az ———.
# k+1
1
Wobec tego zbiér A ma % elementow. O

10. Dany jest niepusty podzbiér X C N spelniajacy warunek: Jesli x € X
to 4z € X oraz |\/z]| € X. Pokazaé, ze X = N.

Rozwigzanie:

Niech m bedzie najmniejszym elementem zbioru X. Wtedy z nieréwnosci
m < |v/m] wnioskujemy, ze m = 1. Latwo widzimy, ze Vk € N, 4F € X, stad
2k = |V4k| € X. Przypusémy, ze t ¢ X, wtedy réwnanie ¢ = |/Z| nie ma
rozwiazania w zbiorze X. Oznacza to, ze jedli > <m < (t + 1) to m ¢ X.

Pokazemy indukeyjnie, ze gdy k& > 1 to tego, ze t2° < m < (t + 1)2k
wynika, ze m ¢ X. Przypadek k = 1 zostal pokazany wyzej. Przypuéémy, ze
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stwierdzenie zachodzi dla liczb nie wigkszych niz k. Wezmy m takie, ze 2
m < (t+1)2"" jeslim € X to |m] € X, stad 2" < |[Vm]| < ym < (t+1)%",
wiec na mocy zalozenia indykcyjnego m ¢ X. Sprzeczno$é. O

11. Okrag wpisany o $rodku w punkcie I jest wpisany w tréjkat ABC' i jest
styczny do BC w punkcie D. Odcinek AK jest Srednica okregu opisanego na
trojkacie ABC. Punkt L jest taki, ze AL 1 BC oraz IL 1 AD. Pokazaé, ze
KL potowi odcinek ID.

Rozwiazanie:

Niech okrag wpisany w bedzie styczny do BC,CA, AB w punktach D, E, F |
odpowiednio. Wéwczas proste IL, EF, BC przecinaja si¢ X (biegun prostej AD
wzgledem w). Niech M bedzie $rodkiem odcinka X D. Prosta M A przecina
okrag opisany o na tréjkacie ABC w punkcie G. Prosta GK przecina 1D, BC
w J,N. Latwo zauwazy¢é, ze (B,C;D,X) = 1, wiec MD? = MB - MC =
MG - MA stad SMGD = <MDA. Czworokat MGJD jest cykliczny, wiec
IMJD = SMGD = MDA = ¥XID oznacza to, ze MJ || XI, wiec J jest
srodkiem ID.

Niech AH bedzie wysokoscia w tréjkacie ABC, wtedy GAN H jest cyklicz-
ny, wiec MH-MN = MG-MA = MX? = MD?. Wobec tego (H, N; D, X) = 1,
stad pek L(J, H, D, X) jest harmoniczny ale ID || LH wiec LN polowi odcinek
ID, stad LN przechodzi przez J — co implikuje teze zadania. O

12. Niech d > 2 i n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Pokazaé, ze dla
dowolnego niestalego wielomianu f o wspélczynnikach rzeczywistych stopnia
mniejszego od n, liczby f(0), f(1),..., f(d™ — 1) mozna podzieli¢ na d rozlacz-
nych grup takich, ze suma liczb w kazdej grupie jest taka sama.

Rozwiazanie:
Zdefiniujmy nastepujace zbiory dla i € {0,1,...,d — 1}

Ai(n) :={z €[0,d" —1]: sq(xz) =¢ (mod d)},

gdzie s4(x) jest suma cyfr liczby x w zapisie o podstawie d. Pokazemy, ze suma

Z f(z) jest niezalezna od i.
z€A;(n)
Niech z € C bedzie takie, ze 1 + 2z + 2% + ... 4 2?71 = 0 oraz niech

Auf(X)=f(X) 4+ 2f(X +a) + 22f(X +2a) + ...+ 27 f(X + (d - 1)a).
Wtedy deg(A,f) < deg(f). Rozpatrzmy sume



Latwo zauwazy¢, ze
A(Z) = AdnflAd"*Q e AdAlf(X)

Jednakze deg(f) < r, wiec deg(Agn-1Agn—2...A3A1f) < 0, stad A(z) = 0.
Poniewaz zachodzi to dla dowolnego pierwiastka wielomianu 1+X + X2 4...+
X971 to wspétezynniki przy 2' w A(z) sa réwne. O
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Zadania trudniejsze

1. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, przy czym
IPAB + SPBC + 4PCA = 90°.

Niech P* bedzie punktem izogonalnie sprzezonym do P wzgledem trojkata
ABC. Pokazaé, ze érodek okregu opisanego na tréojkacie ABC lezy na prostej
PP*.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez X,Y i Z punkty bedace rzutami punktu P na proste BC,
CA i AB, odpowiednio. Niech proste AP, BP i C'P przecinaja okrag opisany
na tréjkacie ABC w punktach odpowiednio A’, B’ i C'. Widzimy, ze trdjkaty
XYZ i A/B'C’ sa jednokladne. Istotnie: Niech B’C’ przecina AC w punkcie
U. Wéwcezas

JAUC' = SCAB + AB'C' = 4PBC + 4PCA

SAYZ =90° — $PYZ = 90° — S PAB.

Poniewaz < PABYPBC + ¥PCA = 90°, to SAY Z = SAUC'. Zate B'C' ||
Y Z. Podobnie wykazujemy, ze C'A" || ZX i A'B’ || XY.

Niech H bedzie $rodkiem jednokladno$ci A’B’C’ i XY Z. Znanym faktem
jest, ze prostopadle opuszczone z punktéw A, B, C' do prostych XY, ZX i XY
przecinajg sie w punkcie P’. W szczegdlnosci tréjkaty ABC i A’B'C’ sa or-
tologiczne. Jednym $rodkiem ortologicznosci jest P’, oznaczmy przez Q drugi
srodek. Wéwcezas z Twierdzenia Sondata P, P’ i @ sg wspolliniowe. Ponadto
QA" | PX, QB' | PY, QC' || PZ, wiec H, P,Q sa wsp6lliniowe. Ponadto P’
jest symetryczny do P wzgledem $rodka okregu opisanego na trojkacie XY Z
(znany fakt), wiec prosta przechodzaca przez punkty H, P i P’ przechodzi przez
§rodek okregu opisanego na trojkacie A’ B'C’ — co kohczy dowéd zadania. [

2. Liczby rzeczywiste x1,Ta, ..., Tn,Y1,Y2,-- -, Yn spelniaja réwnosci
2, .2 2 _ 2, 2 2 _ _
ri+ay+. . tr, =yt oty =1 oraz myr + ey +. . Tayn = 0.
Pokazaé, ze

(14224 42)?+ W+t ... +uy)? <n



Rozwiazanie:

n n
Niech a; = xinj +inyj dlai=1,2,...,n. Wowczas

j=1 j=1
2
n n
Z =2 (= | 2w +2wzy22%2yk+yz Zyn =
i=1 i=1 j=1 k=1 k=1
2 2
n n n n n n n
SN D3 IRE) SV ) SRS il D o) IS
i=1 \j=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
2 2
n n n
= w| H(Dw ] =2 e
j=1 j=1 i=1
Wobec tego na mocy nieréwnosci Schwarza mamy
a3 s (S
co daje zadang nieréwnosé
(T1+ a2+ 2+ (Y +y2+ .. ) < n (4)

O

3. Niech k > 2 bedzie liczba calkowita dodatnia. Oznaczmy przez G graf,
ktérego wierzchotkami sg liczby catkowite dodatnie i ktory nie zawiera petnego
grafu dwudzielnego By, . Pokazaé, ze istnieje dowolnie dtugi ciag arytmetyczny
w ZT w ktérym nie ma dwéch wyrazéw potaczonych przez krawed? G.

Rozwiazanie:

Pokazemy najpierw nastepujacy lemat:

Lemat. Niech a > 2. Istnieje stala ¢ > 0 taka ze w grafie o n wierzchotkach
bez grafu postaci K, . jest co najwyzej en®~ s krawedz.

Dowdd. Niech G bedzie dowolnym grafem o wierzchotkach vy, vs, ..., v,. Niech
d; = deg(v;). Wtedy liczba par (v;, {vi,, viy, ... v;, ), gdzie v;, dlak € {1,2,...a}
sg réznymi wierzchotkami potaczonymi z v, jest réwna Zl 1 ( ) Jednakze hcz—
ba ta jest nie wicksza od (a —1)(7), wiec

é(i) < (a—l)(Z).

(2
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Niech f: RT — R bedzie funkcja taka, ze

flx) = {(‘2) jesli z > a — 1,

0 jesio <z <a—1.

Wowezas f jest wypukla, wiec z nieréwnosci Jensena mamy

o)) ()

gdzie ¢ jest liczba wierzcholkéw w grafie G (w szczegdlnosei Z d; = 2q.)
Latwo zauwazy¢, ze prowadzi ona do nieréwnosci

2 a
ana>n(q—a—|—1) ,
n

ktora daje teze lematu. O

Powr6émy do zadania i zalézmy, ze dla ustalonego m > 1, sposréd wszyst-
kich m wierzchotkéw, ktore sa naleza do ciagu arytmetycznego, co najmniej
dwa sa polaczone krawedzig G.

Ustalmy liczbe naturalna NV, rozwazmy wszystkie ciagi arytmetyczne, ktory

m wyrazow sg wérod liczb 1,2,..., N. Istnieje co najmniej
N—-1 N—-1
N —a N—a N(N -1)
> —-1|=———"->—-N+1
Y=t S ()~ qa v

takich ciggdéw arytmetycznych, gdyz kazdy jest jednoznacznie wyznaczony przez
pare (a,d) liczb calkowitych dodatnich takich, ze a + (m — 1)d < N. Liczba po
prawej stronie powyzszej nieréwnosci jest wieksza niz ¢(m)N?2, gdzie c(m) > 0
jest stala zalezng od m i N >> 0.

Z zalozenia kazdy taki ciag arytmetyczny produkuje krawedz Gy (zawezenia
grafu G) a poniewaz kazda taka krawedz liczby co najwyzej m? razy, to Gy ma
co najmniej

c(m
7(n 2) N2
krawedzi. Jednakze
LTZ)NQ > cN2*
m
dla odpowiednio duzych N, wiec na podstawie powyzszego lematu Gy zawiera
graf K j — sprzeczno$¢ z warunkami zadania. O

4. Pokazac, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze kazdy dzielnik pierwszy
liczby 2™ — 1 jest mniejszy niz 22017 — 1.
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Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

2" — 1 =[] 2a(2),

d|n
gdzie ®,4(2) jest wielomianem cyklotomicznym. Latwo widzimy, ze
0,2 = ] e-)< ] I2-¢dl< [] 3=3".
nwd(i,d)=1 nwd(i,d)=1 nwd(i,d)=1
Zatem wystarczy pokazac, ze istnieje takie n € N, ze

3#(n) < ommr — 1.

eIl

pln

Jednakze

biorac teraz za n liczby bezkwadratowe i korzystajac z tego, ze

A

P

p(n)

mozemy zadbaé¢ aby ——— moze by¢ dowolnie male. O
n

5. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze
7(n) dzieli n, gdzie w(n) jest liczba liczb pierwszych mniejszych od n.
Rozwigzanie:
Pokazemy najpierw nastepujacy
Lemat. Dla dowolnego rosngcego ciggu liczb calkowitych dodatnich (an)n>1
a n
takiego, ze lim — =0, cigg | — zawiera wszystkie liczby catkowite do-
n—oo N an n>1
datnie. W szczegdlnosci a,, dzieli n dla nieskoriczenie wielu liczb naturalnych
n.

Dowdd. Niech m € N. Rozwazmy, zbiér

mn 1
A{n>1|a >}.

mn m

a
Widzimy, ze 1 € A oraz zbiér A jest ograniczony, gdyz lim —— = 0. Posiada
n—oo mn

Amk

on wiec element maksymalny k. Jesli —— = —, to m jest wyrazem ciagu

1
m

an
k+1 € A, wbrew maksymalno$ci liczby k. O

n
() - W przeciwnym wypadku a@,,(x4+1) 2 amr > k + 1, co pokazuje, ze
n>1
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n
Na podstawie lematu wystarczy pokazaé, ze lim M = 0. Najpierw po-
n—oo n

kazemy

Lemat. Dla n > 1 zachodzi nierownosé

H p<4n—1.

pePN[1,n]

Dowdd. Indukcja. Dla malych wartodci n jest to oczywiste. Zalézmy, ze jest to
prawda dla liczb naturalnych mniejszych niz n. Jezeli n jest parzyste to

H p < H p < 47172 < 4n71'

pePN[1,n] pePN[1,n—1]
Przypusémy zatem, ze n = 2k + 1 dla pewnej liczby k € N. Zauwazmy, ze

2k+1
22k41 3 (Qk‘ + 1>
i )

=0

2k +1 .
<4k,
)

Zatem na podstawie zalozenia indukcyjnego mamy

II »< II » II p<4’“-<2k;1><4k-4k:4n—1.

pEP[1,n] pePN[1,k+1]  pePN[k+2,2k+1]

stad

Na mocy powyzszego lematu widzimy, ze dla k > 1 i odpowiednio duzych
n zachodzi nastepujaca nieréwnoscé

(n—1)log4 > Z logp > (n(n) — w(k)) logk,

pEPN[k,n]
stad
(n—1)log4 . 7w(n)
< — — =0U
w(n) < w(k) + Tog & nh_)ngC - 0

6. Dodatnie liczby calkowite k i n spelniaja nieréwnosé k > (n — 1)L
Udowodnié, ze istnieja rozne liczby pierwsze pi,pe,...,p, bedace odpowied-
nio dzielnikami liczb £+ 1,k +2,...,k +n.
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Rozwiazanie:

Niech X = {k+ 1,k + 2,...,k + n} oraz Y bedzie zbiorem dzielnikéw
pierwszych elementéw ze zbioru X. Skonstruujmy graf dwudzielny G, ktérego
pierwszym zbiorem jest X, drugim Y oraz krawedzie w grafie G lacza element
z X 7z jego dzielnikiem pierwszym, ktory oczywiscie lezy w Y. Wowczas tatwo
widzimy, ze teza zadania sprowadza si¢ do znalezienia skojarzenia w tym grafie.

Wybierzmy, wiec dowolny X’ ¢ X, X' = {k +4y,...,k + 4;}. Na mocy
twierdzenia Halla musimy pokazaé, ze elementy z X’ s polaczone z co naj-
mniej [ réznymi elementami zbioru Y. Zalézmy przeciwnie, czyli liczby z X'
sg polaczone z liczbami p1,ps, ..., Pm, gdzie m < [. Wtedy dla kazdego p; dla
i=1,2,...,m rozwazmy liczbe z X', ktora jest podzielna przez p; w najwyz-
szej mozliwej potedze. Ze wzgledu na zalozenie m < [, ktoérys$ element z X' nie
zostal wybrany, zal6zmy, ze jest to element k+1i,,. Widzimy, ze wtedy zachodzi
podzielnosé

E+tim | (k+i)(k+i2) ... (k4 im_1)-

Stad
O0=(k+i1) ... - (k4+imo1)=01—%m) - (Gmo1 —im) (mod k+ip),
jednakze
0<|(ir—im) e (ima1—im)| < (n—=1)! < k+ipn,
taczac powyzsze dwie nieréwnosci dostajemy sprzecznosé. O

7. Dla liczby catkowitej dodatniej n, niech S (n) oznacza sume wszystkich
dzielnikéw pierwszych liczby n (np. S(1) = 0, S(2) = 2, S(45) = 8). Wyznaczy¢
wszystkie liczby calkowite dodanie n takie, ze S(n ) (2" +1).

Rozwigzanie:

Latwo zauwazydé, ze jedynym rozwigzaniem dlan < 3 jest 3, gdyz S(23+1) =
S(9)=3=5(3).

Niech n > 4. Wtedy S(n) > n, z réwnoscia zachodzaca wtedy i tylko wtedy,
gdy n jest liczba pierwsza. Istotnie: jesli n jest liczba pierwsza to réwnosé
trywialnie. Jesli n = p®, gdzie a > 1, to S(n) = p < p* = n. W przypadku,
gdy n = Hle prt, gdzie py < p2 < ... < py a «; to liczby catkowite dodatnie
rozumujemy indukcyjnie

S(n)=p1—|—...+pn<2(p2—|—...—|—pn)<p1(p2...+pn <p1 <Hp )

gdzie w przedostatniej nieréwnosci wykorzystaliSmy zatozenie indykcyjne.
7 twierdzenia Zsigmondy’ego, dla n > 4 i n # 6 istnieje liczba pierwsza
p > 2 taka, ze p | 22" — 1 i pt 2" — 1 dla wszystkich 2n —1 > m > 1. W

47



szezegoblnosdei p | 2™ + 1, wiee S(2" + 1) > p (z réwnosciag wtedy i tylko wtedy,
gdy 2" +1 jest liczba pierwsza). Jednakze, jesli p < 2n, to 2P~1 —1 jest podzielne
przez p, wbhrew twierdzeniu Zsigmondy’ego. Zatem p > 2n + 1, stad

S@"+1)>p>2n+1>n> S(n),

sprzeczno$¢. Ostatecznie jedynym rozwiazaniem réwnania jest n = 3. O

8. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 3 istnieje nierozkladalny
wielomian stopnia n, o wspoélczynnikach catkowitych taki, ze wszystkie jego
wartosci w liczbach calkowitych sg ztozone.

Rozwigzanie:
Wezmy wielomian

fX)=XX-Mn+1))(X=-2(nr!+1)...(X=(n=1n! +1)) +nl

Latwo pokazaé, ze dla n = 3 wielomian f jest nierozkladalny (dobre zadanie
maturalne). Wezmy teraz rozklad f(X) = ¢g(X) - h(X), gdzie g,h € Z[X] s
wielomianami nie trywialnych stopni. Wtedy dla wszystkich 0 < ¢ < n —1
mamy

g(i(n!+ 1))h(i(n! + 1)) = n!,
w szczegblnosei —n! < g(i(n! + 1)) < nl. Ponadto i(n!+1) | g(i(n! 4+ 1)) — ¢g(0)
dla dowolnych 4, wiec g(l(n' +1))=g(0)dla2<i<n—1,gdyzg(i(n!l+1)) €

[—n!, nl].

Podobnie rozpatrujac podzielnosé (i — 1)(n! +1) | g(i(n! + 1)) — g(n! + 1)
dostajemy, ze g(n! + 1) = g(i(n! 4+ 1)) dla i > 3. Zatem g(i(n! 4+ 1)) = g(0) dla
0 <¢ < n-—1, jednakze g jest wielomianem co najwyzej n — 1 stopnia, wiec jest
staly. Oznacza to, ze f musi by¢ nierozkladalny. Oczywiscie f(X) jest zlozone
dla dowolnego X € Z. O

9. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany o wspélczynnikach catkowitych dodat-
nich takich, ze: Dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n i dowolnej liczby
pierwszej p takiej, ze n jest reszta kwadratowa modulo p, liczba P(n) jest réw-
niez reszta kwadratowsa modulo p.

Rozwigzanie:
W rozwigzaniu wykorzystamy dwa dobrze znane lematy:

Lemat. Jesli a jest liczbg catkowitq nie bedgcq kwadratem liczby calkowitej, to

istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p takich, zZe (%) =—1.

Lemat. Jesli f € Z[X] oraz v/ f(n) € Z dla dowolnej liczby calkowitej dodat-
niej, to istnieje wielomian g € Z[X] taki, Ze f = g°.
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Zatézmy teraz, ze P(X) = agX?+ ... + a1 X + ap ma wlasnoéé z zadania.
Z lematu 1 wiemy, ze P(m?) jest kwadratem liczby catkowite, dla dowolnej
liczby catkowitej m. Wobec tego z lematu 2 wielomian P(X?) jest kwadratem
wielomianu g o wspdlezynnikach catkowitych.

Niech g(X) = bgX?4...+b1 X +by. Poréwnujac wspétezynniki w réwnosci
P(X?) = g(X)? mamy, ze jedli d = 2k, to bg_1 =bg_3=...=b; =01

P(X) = g(VX)? = (bar X* + bop o X" 1+ ...+ 5o X +bg)2.
Jeélld:2k+1, to bd—lzbd—3:--~:b0:01
P(X) = X (bops1 X" + boe 1 XF71 L 4 b3 X +0y)%

Latwo stwierdzamy wielomiany postaci Q(X)? i XQ(X)? takie, ze Q(X)?
ma wspotczynniki catkowite dodatnie. O

10. Dany jest zbiér S skladajacy sie z 2841 > 3 liczb naturalnych. Pokazaé,
ze nie istnieje k-elementowy zbidr liczb pierwszych P taki, ze dzielniki pierwsze
wszystkich liczb ze zbioru

S+S:={a+b:a,be S}

naleza do P.

Rozwiazanie:

Jedli p > 3, to w dowolnym zbiorze A := {aj,as,...,a,} C N istnieje
podzbiér B (p-prosty) majacy co najmniej § elementéw i taki, ze

vp(a +b) = min{vy(a),v,(b)} dlaa,be B,# B.

Istotnie, niech a; = p®ib;, gdzie p 1 b; 1 niech b; = r; (mod p). Wowcezas Iy :=
{izri > B} il = {i:r; < B} s takie, ze Iy UI; = {1,2,...,n}. Wybierajac
teraz zbiér I o wiekszej mocy sposréd Iy i Iy widzimy, ze zbiér B := {a;: i € I}
spelnia warunki powyzszego stwierdzenia.

Zalézmy, ze kazda z @ liczb zbioru S 4 S ma rozktad na czynniki skta-
dajacy sie z poteg liczb pierwszych 2, pa, ..., pr (S ma co najmniej 3 elementy,
wiec jedna z liczb pierwszych jest 2). Wéwcezas na mocy powyzszej uwagi, zbior
S), := S zawiera podzbioér py-prosty S, majacy 2871 + 1 elementéw. Iterujac
to rozumowanie, stwierdzamy, ze S posiada podzbiér p;-prosty {ai,as,as} dla
dowolnego ¢ € {1,2,...,n}.

Mozemy zatem zapisaé uktad rownan

hi,h h

ay +ax =2"py* . p*
as +az = 2"p ...k
— 941, Jk

a3 +ay =2"py* ... pyf
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Wtedy a1 i ag sa podzielne przez pgz .. .pzk oraz ve(ay) = va(ag) (gdyz w
przeciwnym wypadku biorac za ¢ := min{vs(ay), v2(ag)} stwierdzamy, ze liczba

aq 4 a9
29pg2 .. .pZ’“ 29]0}52 .. .pZ’“

99—h1 _

jest nieparzysta.) Wobec tego va(a1) = v2(as), podobnie va(az) = va(ag), wige

va(ar) = va(az) = va(as) = g.

Biorac teraz b; = 5& widzimy, ze s to liczby nieparzyste takie, ze

b+ by =2"ph® L p
bo+bs =27 pi ... pjf
b3+b1 :2jp%2...pik

gdzie ' = h—g,i =i—g, j' = j— g sa nieujemny. Zauwazmy, ze b’ > 2, gdyz
liczby
b1 b

———— oraz —————
h 7 h h
Py* .. it Py . it
s réznymi liczbami nieparzystymi sumujacymi sie do 2. Podobnie #, j' > 2.
Wobec tego by, b2, b3 sa liczbami nieparzystymi, ktére sumujac parami daja
liczby podzielne przez 4. Sprzeczno$é. O

11. Danych jest n punktéw na prostej takich, ze dowolna odlegto$é¢ miedzy
punktami wystepuje co najwyzej dwa razy. Pokazaé, ze liczba odleglosci miedzy
punktami wystepujacych dokladnie jeden raz jest nie mniejsza niz [n/2].

Rozwigzanie:

Niech p; < p2 < ... < p, beda liczbami rzeczywistymi na osi liczbowej,
ktére odpowiadaja sytuacji z zadania. Dla 1 < 4 < n niech A; bedzie zbio-
rem odleglosci p; od punktéw po prawej stronie tzn. A; = {p; — p;: i < j}.
Oczywiscie #A =n — 1.

Pokazemy, ze #(A; N A;) < 1 dla dowolnych ¢ < j. Istotnie, wezmy v, w €
A; M Aj,u # v iniech u = pg, —pi = Pr, —Pj 1V = Py — Di = Pmy = Dy
Wtedy odlegltosé

Pj = Pi = Pky — Pky = Pmay — Pmy
wystepuje trzy razy, sprzecznosc.

Wobec tego

#(A; —(AfUAU...UA ) =

=#(A;, - (AANA)UA;NA)U...U(ANA1)))
=H#A —#(ANAN)U(ANA)U...U(ANA)) >
>n—i—(i—1)=n—-2+1.
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Zatem

#(A1U...UA,) =#(A4, U4, — A UAk—Alu...Ak,l))>

2n—l—|—n—3+n—5+...+n—2{n/2j
wiec
2/4 dy 2
#(A1U...UA,) > n2/ gdy 2| n,
(n*—=1)/4 gdy21n
Jedli teraz dy i do oznaczaja liczbe odleglosci wystepujacych raz i dwa razy,
odpowiednio, to oczywiscie
n
dl + 2d2 = (2>a

oraz
2/4 dy 2
it dy > nz/ gdy 2| n,
(n*—=1)/4 gdy 21n
Zatem laczac powyzsze zaleznoéci dostajemy teze zadania. O

12. Dany jest ciag liczb calkowitych dodatnich {a, }»>1 taki, ze a; = 1 oraz
dla dowolnej liczby pierwszej p, liczby w zbiorze {a1,as, ..., ap} daja wszystkie
mozliwe reszty przy dzieleniu przez p. Pokazaé, ze

lim &% —1.
n—oo N

Rozwigzanie:

Niech p1,pe,... beda kolejnymi liczbami pierwszymi. Pokazemy indukcyj-
nie, ze dla dowolnego n, liczby ay, gdzie k € (pn,Pnt1] sa permutacja liczba
catkowitych w zbiorze (py, prn1]. Istotnie, dla n = 1 jest to prawda, gdyz tatwo
zauwazy¢, ze as = 2 oraz az = 3.

Zalézmy, ze teza zadania jest prawdziwa dla n. Wowczas {a1,a2,...ap, } =
{1,2,...,pn}. WeZzmy k € (pn,pn+1]- Na podstawie postulatu Bertranda wie-
my, ze ppt1 < 2p,. Wobec tego liczby ay —m, gdzie 1 < m < p, maja dzielniki
pierwsze nie wieksze niz p,,. Wobec tego (a’“n 1) ma dzielniki pierwsze nie wigk-
sze od py,.

Jezeli ag € (Pni1,Pn + Prt1) to ten wspélezynnik dwumianowy bylby po-
dzielny przez pr41 — sprzecznosc. Jesli ap > pp+pny1 > 2pn+1, to z twierdze-
nia Sylwestra, wspo6tczynnik dwumianowy ma dzielnik wiekszy od p,, i mamy
ponownie sprzecznosé.

Wobec tego p,, < ap < pry1 dla k € (pp, pnt1]. Poniewaz wszystkie liczby
ay, sa rozne z warunkéw zadania, to dowdd indukeyjny jest zakonczony.

Teza zadania wynika z twierdzenia o liczbach pierwszych. O
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Mecz matematyczny grupy mtodszej

1. Niech z¢ bedzie rzeczywistym rozwiazaniem réwnania

23+ pr+q=0,

gdzie p i ¢ sa liczbami rzeczywistymi. Pokazaé, ze 4qxo < p2.

Rozwigzanie:
Rozwazmy réwnanie
2
zox® + pr+q=0.
Poniewaz z( jest rozwigzaniem rzeczywistym tego rownania to jego wyrdznik
musi by¢ nieujemny, czyli

dqzo < p2.
O
2. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b i ¢ spetniaja warunek
1 1 1
(a+b+c) <++) < 10.
a b ¢
Pokazaé, ze z odcinkdéw o dtugosciach a, b i ¢ mozna zbudowaé tréjkat.
Rozwiazanie:
Zalozmy, ze ¢ > a + b. Wowczas
1 1 1 4 1 4c a+b
(a+b+e)|-+-+-)>(a+b+o) +-)=5 + >
a b ¢ a+b ¢ a+b c

o a+b

gdzie po drodze korzystamy z nieréwnosci pomiedzy $érednia arytmetyczna a
geometryczng.

Otrzymali$my sprzeczno$¢ z warunkami zadania, a to oznacza, ze a+b > c.
Analogicznie dowodzimy pozostate dwie nieréwnosci: b + ¢ > a oraz ¢+ a >
b. O

3. Niech N oznacza zbioér liczb catkowitych dodatnich. Wyznaczy¢ wszyst-
kie funkcje f: N — N, takie, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich
m 1 n zachodzi podzielnosé

m? + f(n) | mf(m) +n.



Rozwiazanie:
Ustalmy n € Ny i podstawmy za m := f(n), dostajemy

F) + f(n) | f()f(f(n)) +n = f(n) |[n = f(n) <n dlan €N,

Z powyzszej nieréwnosci widzimy, ze f(1) = 1.
W wyjsciowej podzielnoéci podstawmy teraz m := n, otrzymujemy

n®+ f(n) | nf(n) +n=n’+ f(n) <nf(n) +n=n*—n < (n—1)f(n),

stad f(n) > n dla n > 2, co w polaczeniu z nieréwnoscia n < f(n) dlan > 11
réwnoscia f(1) = 1 daje nam jedyne rozwiazanie:

f(n)=n dlan e N,.

4. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb calkowitych dodatnich n
takich, ze

b(n) = 5.

gdzie ¢(n) jest liczba liczb wzglednie pierwszych z n i mniejszych od n.

Rozwiazanie:
Pokazemy, ze ciag liczb {2 - 3"}52, spelnia warunki zadania. Istotnie,

my—og.gn (1) (1oL 2 g 22030
Pp(2-3")=2-3 <1 2) (1 3)_23 ==

5. Liczby catkowite dodatnie a, b i ¢ spelniaja warunek
(a—b)2+(b—c)®+ (c —a)? = 6abe.

Pokazadé, ze liczba a® + b® + ¢ + 1 nie jest podzielna przez liczbe a + b + ¢ + 1.

Rozwigzanie:
Warunek jest réwnowazny nastepujacemu

a® + % + ¢* — ab — be — ca = 3abe.
Korzystajac z dobrze znanej réwnosci

a® + b3 + ¢ — 3abe = (a4 b+ ¢)(a® + b* + 2 — ab — be — ca),
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widzimy, ze zachodzi réwnosé
3,334 3 _
a’+b°+ ¢ =3abc(a+b+c+1).

Oznacza to, ze liczba a + b + ¢ + 1 dzieli liczbe a® + b3 4 ¢3, gdyby dodatkowo
dzielila liczbe a®+b3 +c? 41 uzyskalibyémy, ze 1 jest podzielne przez a+b+c+1
- co jest niemozliwe. O

6. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych liczb
naturalnych takich, ze suma kazdych dwéch sposréd tych liczb jest podzielna
przez ich réznice.

Rozwiazanie:

Poniewaz liczba a + b jest podzielna przez liczbe a — b, wiec liczba 2a jest
podzielna przez ab. Ciag zlozony z dwdch liczb 1, 2 spelnia warunki zadania.
Niech cigg liczb naturalnych x1,xs,...,x, spelnia warunki zadania. Wtedy
liczba 2x1 -z - . . .- x, jest podzielna przez réznice kazdych dwdch liczb z ciagu
1, L2y .y Ty

Niechp =1 2o ... z,. Woéwczas ciag ztozony z n+ 1 liczb p+x1, p+ x2,
..., 0+ Ty, p spelnia warunki zadania. L

7. Niech F = {A, As, ..., Ax} bedzie rodzing podzbioréw n-elementowego
zbioru A spehiajaca warunek: Dla dowolnych dwoch elementéw x,y € A ist-
nieje podzbiér A; € F zawierajacy doktadnie jeden z nich. Pokazaé, ze 2% > n.

Rozwiazanie:
Kazdemu elementowi = € A przyporzadkujmy zbiér S, = {j € {1,2...,k} |
z € A;}. Latwo zauwazyé, ze z warunkéw zadania wynika, iz odwzorowanie

¢:{1,2,...,n} >z — S, € {podzbiory zbioru {1,2,...,k}}

jest réznowartosciowe, stad liczba n — moc zbioru {1,2,...,n} jest nie wigksza
niz liczba podzbioréw zbioru {1,2,..., k} czyli 2. O

8. Wyznaczy¢ wszystkie pola na szachownicy rozmiaru 8 X 8 o nastepujacej
wlasnosci: Po usunieciu tego pola mozna pokryé¢ pozostaly cze$é¢ szachownicy
klockami rozmiaru 3 x 1.

Rozwigzanie:
Wypelijmy pola danej szachownicy liczbami w nastepujacy sposob:
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el e k=l = el
e e k=l e e = e
(=] Benl il V] Nen] Nenl i V) Hen) Nan]
e k=l e e = e
=l il =l e =l
S| OO N OO
= e =l e R B = e
e k=l = el

Wéwezas kazdy klocek przykrywa pola o tacznej sumie 2. Wobec tego suma
liczb wpisanych w pola przykryte przez 21 klockéw wynosi 42, zas suma liczb we
wszystkich polach jest rowna 44. Zatem jedynymi polami o zadanej wlasnosci
moga by¢ tylko cztery pola z liczba 2. W istocie maja one taka wlasno$é: kazde z
nich jest srodkiem pewnej szachownicy 5x5 i po jego usunieciu mozna ja pokry¢
8 klockami; pozostata cze$é¢ wyjsciowej szachownicy rozpada sie na prostokaty
3 x 513 x 8, ktére oczywiscie réwniez mozna pokry¢ klockami. O

9. W 4034 pdl tablicy A o wymiarach 2017 x 2017 wpisano liczby rzeczywi-
ste. Pokazaé, ze dla pewnej liczby calkowitej k > 1 istnieja liczby rzeczywiste
ai,as, . ..,a, wWpisane w pewne pola tablicy A w taki sposéb, ze dla kazdego
i €{1,2,...,k} liczby ag;—1 i az; sa w tym samym wierszu, natomiast liczby
ag; oraz ag;y1 leza w tej samej kolumnie (przyjmujemy, ze asgi1 := a1).

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf dwudzielny G = (V3 U Vo, E), gdzie V; i Va2 sa zbiorami
odpowiednio wierszy i krawedzi w tablicy A, natomiast zbiér E jest zbiorem
krawedzi grafu G zdefiniowanych nastepujaco: wiersz R € Vj oraz kolumna
C € V; sg polaczone wtedy i tylko wtedy, gdy w polu RNC' jest wpisana liczba
rzeczywista.

Latwo zauwazy¢, ze powstal w ten sposéb graf G ktory ma 4034 wierzchol-
kéw i 4034 krawedzi, stad zawiera pewien cykl. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze
istnienie takiego cyklu jest réwnowazne tezie zadania. O

10. Dany jest czworokat ABC D wpisany w okrag, ktérego przekatne prze-
cinaja sie w punkcie E. Przedluzenia bokéw AD i BC wzdluz punktéw A i
B przecinaja sie w punkcie F. Niech G bedzie takim punktem, ze czworokat
ECGD jest réwnolegtobokiem. Punkt H obrazem punktu E w symetrii wzgle-
dem prostej AD. Pokazaé, ze punkty D, H, F' i G leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze czworokaty AF BE oraz DFCG sg podobne, gdyz na czworo-
kacie mozna opisa¢ okrag oraz czworokat DECG jest réwnoleglobokiem, stad
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IDFG = ¥EFC. Oznaczmy przez Z punkt przeciecia sie prostych FG i EC,
wéwcezas

IDHF =180° — XHFD — SFDH = 180° — XDFE — SBDA =
= JGFC — ¥BCA=¥GZC = 180° — XFGD

co konczy dowdd. O

11. W tréjkacie ABC dwusieczna kata BCA przecina okrag opisany w
punkcie R # A, symetralng odcinka BC' w punkcie P oraz symetralng odcinka
AC w punkcie ). Punkty K i L sa srodkami bokéw odpowiednio BC' i AC.
Pokazaé, ze trojkaty RPK i RQL maja réwne pola.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez [F] - pole figury F. Zauwazmy, ze

IKPR = 180° — ¥CPK = 90° + ¥BCR =
= 180° — ¥LQC = IRQL,

réwniez
IRBP = YRBA+ SABP = SRCA + SABP =
= JCBP + 4QBP = SABC = SARC

a poniewaz BR = RA oraz <BPR = JRQA to tréjkaty BPR i RQA sa
przystajace. Zatem

[KPQ] 3 -KP-PRsmnKPR KP-PR KP-CQ KP CQ

[LQR] ~ 1. LQ-QRsnRQL LQ-QR LQ-CP LQ KP

gdzie po drodze skorzystaliémy z powyzszych spostrzezen oraz podobienstwa
trojkatow KPC i CQL. O
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Mecz matematyczny grupy starszej

1. Wyznaczy¢ maksymalng mozliwa wartos¢ k dla ktorej nieréwnosé

a® 4+ 0%+ 2 B (a+b+c

2
3 3 > > k-max ((a —b)?, (b— )%, (c— a)?)

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c.
Rozwiazanie:
Bez szkody zalézmy, ze @ > b > c i niech u = a — ¢,v = a — b, gdzie
u > v > 0. Wowczas
a? +b% +c? (a—i—b—i—c)2_(a—b)Q—l—(b—c)Q—i—(c—a)2

3 3 9
3 2 -2 2 2 1
%gv) > = gmax((a— b2 (b -2 (c—a?),

wiec k = % z réwnoscia zachodzaca wtedy i tylko wtedy, gdy v = 2v, czyli gdy
a, b, c tworza ciag arytmetyczny. O

2. Alicja i Bartosz graja w nastepujaca gre: kazde z nich wybiera cigg dwéch
wynikéw rzutu moneta, nastepnie rzucaja moneta az do pojawienia sie jednego
z tych ciagéw. Gre wygrywa osoba, ktérej ciag pojawil sie pierwszy. Bartosz
wybral 'OO’. Alicja odkryla ze moneta jest nieuczciwa: z prawdopodobien-
stwem 2/3 pojawia si¢ orzel. Jaki ciag powinna wybraé¢ Alicja i jakie bedzie
wtedy prawdopodobienstwo jej wygranej?

Rozwiazanie:

Alicja ma trzy mozliwosci: ’'OR’, 'RO’, 'RR’. Cokolwiek wybierze, Bartosz
ma przynajmniej 4/9 szans na zwyciestwo (gdy po prostu pierwsze dwa rzuty
dadza orty). Jesli Alicja wybierze 'RO’, to jej zwycigstwo jest pewne w kazdym
innym przypadku: jedli reszka pojawita sie w pierwszym lub drugim rzucie, to po
niej nastapi ciag reszek pewnej dlugosci, a nastepnie orzet, co da zwyciestwo
Alicji. Czyli optymalna strategia to wybranie 'RO’ i daje ona 5/9 szans na
wygrana. O

3. Dane jest 42 liczb rzeczywistych z przedziatu [1,10°]. Dowieéé, ze moz-
na wybraé cztery z nich, tak ze dla kazdej permutacji (a,b,c,d) tej czworki
zachodzi

25(ab + cd)(ad + be) > 16(ac + bd)?



Rozwigzanie:
Oznaczmy te liczby 1 < 22 < ... 2x42. Dla pewnego k zachodzi Zopy1Tok 12 <
4x9) 129k, bo W przeciwnym razie byloby

T41%a0 > 4T39X49 > -+ > 420561172 > 1012.

Twierdzimy, ze czwérka (w,x,y, z) = (Tag—1, T2k, Tak+1, T2k+2 spelnia zadane
warunki. Z faktu ze w < z < y < z wynikaja nieréwnosci wzr +yz > wy+xz >
wz + zy. Wystarczy wiec sprawdzié¢

25(wy + x2)(wz + xy) > 16(wr + y2)2.

Skoro wz < yz < 4wz, to (dwz—yz)(dyz —wzx) > 0, co daje po przeksztalceniu
25wryz > 4(wx + yz)?. Czyli

25(wy + x2)(wz + xy) > 100wzyz > 16(wr + yz)?,

gdzie pierwsza nieréwno$¢ to po prostu nieréwnosé miedzy $rednimi. O

4. Danych jest n > 5. Rozwazmy wszystkie ciagi (ey,...e,), gdzie e; €
{-=1,1}. Na ciagach mozna wykonywaé nastepujaca operacje: wybraé pieé¢ ko-
lejnych wyrazow i zmieni¢ ich znaki. Powiemy ze dwa ciagi sa podobne, jesli
za pomoca tych operacji mozna zamienié¢ jeden w drugi. Znajdz maksymalna
liczbe parami niepodobnych ciagéw dtugosci n.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze kazdy ciag da sie sprowadzi¢ do takiej postaci, ze e5 = - -+ =
en = 1 - idziemy od konca, zmieniamy znak e, na dodatni za pomoca ope-
racji na przedziale [n — 4, n], nastepnie zmieniamy znak e,_; na dodatni za
pomoca operacji na przedziale [n — 5,n — 1] i tak dalej. Pozostaja wiec ciagi
postaci speliajace es = --- = e, = 1. Zalézmy ze po pewnej sekwencji ru-
chéw na jednym z takich ciagéw znowu jest es = --- = e, = 1. Twierdzimy
ze w takim wypadku musieliSmy wréci¢ do poczatkowego ciagu. Zauwazmy ze
kolejnosé wykonywanych ruchéw nie ma znaczenia. Dla i € [1,n — 4] niech d;
oznacza liczbe operacji wykonanych na przedziale [i,i+4], oraz d,,—3 = d,,—o =
dn—1 = dn = 0. Wtedy po wykonaniu wszystkich operacji e; zamieni sie w
e; - (—1)%itdimitdipatdivatdia Rozwazajac elementy od koiica, otrzymujemy
ze dp_g = -+ =dp =0 (mod 2). Zatem jest 16 niepodobnych ciagéw, nieza-
leznie od n. O

5. Niech ABCD bedzie czworokatem, AC = BD. Przekatne AC i BD
przecinaja sie w P. Niech wy bedzie okregiem opisanym na ABP, a O; jego
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srodkiem. Podobnie ws i O niech beda okregiem opisanym na CDP i jego
srodkiem. Odcinek BC przecina wi,ws ponownie w punktach S,7T. Niech M
i N beda odpowiednio $rodkami lukéw SP (nie zawierajacego B) i TP (nie
zawierajacego C'). Dowie$é ze M N||010s.

Rozwiazanie:

Niech @ bedzie drugim przecieciem okregéw wi i wy. Zachodza réwnoéci
JQCA = QDB i $QAC = JQBD. Razem z zalozeniem AC = BD to
daje przystawanie tréjkatow ACQ i BDQ. Zatem P(Q jest dwusieczng <CPB
(wystarczy poprowadzi¢ wysokosci z @ w obu tréjkatach). Czyli PQ, CN, BM
to dwusieczne w trojkacie PBC, oznaczmy ich przeciecie przez I. Niech ws
bedzie okregiem opisanym na PBC, X drugim przecieciem PI z ws. I lezy
na prostej potegowej wy i we, wiec IN - IC' = IM - IB, wiec B, M, N, C
sa cykliczne. Czyli proste M N, BC sa antyréwnoleglte wzgledem < BIC, wiec
MN 1 IX. Mamy tez 0102 L PQ, stad teza.

6. Rozwazmy ciag 22' +1, 22* +1,... 22" 4 1,... oraz dowolny rosnacy ciag
arytmetyczny (nieskonczony). Dowiesé, ze te dwa ciggi maja albo nieskonczenie
wiele, albo najwyzej jeden wspdlny element.

Rozwigzanie:

Oznaczmy F,, = 22" 4 1. Przypusémy ze pewien ciag arytmetyczny (@, )n>1
z réznica d > 0 ma dokladnie 2 < a < +00 wspdlnych elementéw z (F),)n>1.
Ostatnie dwa wspdlne wyrazy ciagow to ap = 2% +1ia; = 22" +1, k < I,
§ < m. Wtedy dla; — ai, = 2%’ (22" =% —1). Gdyby d = 2°, b < 2", to widaé ze
d|Fy41 — Py 1 mamy sprzecznosé.

Zatem istnieje nieparzyste dy > 1, do|d. Czyli 22”2 = 1 (mod dy) =
(22"=2)2""7 =1 (mod dy). Zatem do|22" (22" ' 2" —1) & d|Fapm_; — Fpn.
Ponownie otrzymalismy wiekszy wspoOlny wyraz ciggdéw, zatem przypuszczenie
byto btedne. O

7. W miedcie zyje n ludzi, a kazdy z nich ma 1000 przyjaciél. Dowiesé, ze
mozna utworzy¢ pewna grupe oséb S taka, ze co najmniej n/2017 0séb z S ma
doktadnie dwbch przyjaciét w S.

Rozwiazanie:

Niech d = 1000 i p € (0,1). Utwérzmy zbiér S losowo, tak ze kazda osoba
jest wybierana do S z prawdopodobienstwem p. Szansa ze dana osoba zostanie
wybrana do S i bedzie miata doktadnie dwdch przyjaciét w S to

q= <g)p3(1 -
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Dla p = dj’_l (to jest p ktére maksymalizuje powyzsza Wartoéé) q > 1/2017.
Zatem oczekiwana liczba ” dobrych” oséb to WIQCGJ niZ 557 Zatem musi istniec
wybér S dla ktérego bedzie przynajmniej 555= "dobrych” oséb. O

8. Dowie$¢, ze réwnanie
n! = (4% —1)(7' = 1)

ma skonczenie wiele rozwiagzan w liczbach catkowitych nieujemnych n, k, I.

Rozwiazanie:

Wiadomo ze
n n

n
N = |— 4> =+ 2
vo(nl) = |51+ 5]+ > 5+
gdzie ostatnia nier6wnos¢ zachodzi dla dostatecznie duzych n. Ponadto z LTE
mamy

V(4% — 1)(7' = 1)) = 2+ v3(k) + 15())

Zatem zachodzi v3(k) +v3(l) > 5. Czyli yg(k) & lub v3(l) > %. Przypusémy
ze zachodzi pierwsza mozliwo$¢; wtedy 3% |k, zatem

n

nl = (4" —1)(7" —1) > 43° —1

co daje sprzecznos¢ dla duzych n, taka samag sprzeczno$é otrzymalibySmy w
drugim przypadku. U

9. Dwa okregi I'y i I'g z promieniami 71 i 79, (r2 > r1), sa styczne zewnetrz-
nie. Prosta 1 jest styczna do I'y i I's odpowiednio w punktach A i D. Prosta
to jest rownolegta do ¢ i styczna do okregu I'y, przecina I's w E' i F'. Prosta t3
przechodzi przez punkt D i przecina prosta to w B, okrag I's w C. Dowiesé ze
okrag opisany na trdjkacie ABC jest styczny do ¢;.

Rozwigzanie:

IDFE = YEDA = <FED oraz $EDA = SECD. Czyli D jest érodkiem
tuku EF, oraz DB - DC = DE?. Wystarczy udowodnié¢ ze DE = DA. Roz-
wazmy inwersje o §rodku D i promieniu DE. Wtedy E' = E, F' = F, T, = t,,
th = T'9, t) = t;. Okrag I'; jest jedynym okregiem stycznym do t3, t1, I's. Po
inwersji przeszedl na okrag styczny do obiektéw th = Ty, t] = t1, 'y = to, czyli
I} =T';. Zatem réwniez A’ = A. O

10. Dany jest tréjkat ABC, opisany na nim okrag w. M i N to érodki od-
cinkéw AB i AC. T jest srodkiem tuku BC' nie zawierajacego A. Punkty X i Y
to odpowiednio przecigcia okregéw opisanych na AMT i ANT z symetralnymi
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odcinkéw AC 1 AB, przy czym X i Y leza wewnatrz trojkata ABC. Wreszcie,
niech K bedzie przecieciem prostych M N i XY . Dowiesé¢ ze KA = KT.

Rozwigzanie:

Niech O bedzie srodkiem w, czyli O = MY NN X. Niech ¢ bedzie symetralng
AT. Oznaczmy przez r symetrie wzgledem £. AT jest dwusieczng kata S BAC,
wiec r(AB)||AC. Skoro OM L AB i ON L AC, to r(OM) jest prostopadle
do ON i przechodzi przez O. Zatem mamy réwnosé prostych r(OM) = ON.
Okrag ~ opisany na AMT jest symetryczny wzgledem ¢, wiec r(y) = 7. Czyli
r(M)=r(yNOM) =~vyNON = X. Podobnie r(N) =Y. Czyli r(MN) = XY,
wiec K, jako przeciecie M N i XY, lezy na /. O

11. Wielomian P spelnia réwnosé
P(2)P(22%) = P(22® + ).

Dowiesé, ze jesli P ma pierwiastek rzeczywisty, to jest tozsamo$ciowo réwny
zero.

Rozwiazanie:

Przypusémy ze P ma pierwiastki rzeczywiste, oraz niech xg bedzie pier-
wiastkiem o najwiekszej wartosci bezwzglednej. Wtedy

P2z} 4+ x0) = P(222)P(z0) = P(223) -0 =0

Zatem 23 + x¢ jest pierwiastkiem, oraz |2z3 + xo| > |xo]| jedli zg # 0. Zatem
jedynym pierwiastkiem rzeczywistym P jest 0, mozemy wiec napisa¢ P(z) =
2"Q(x), @ nie ma pierwiastkow rzeczywistych. Wtedy

2% Q(x)Q(22%) = (2% + 2)"Q(22% + )

i widaé, ze lewa strona dzieli sie przez 23", a prawa jedynie przez z”, co daje

sprzecznodé. O
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