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Lista uczestnikow obozu



Rozktad punktéw

Rozklad punktéw grupy mlodszej

Zadanie | Liczba prac Liczba prac Liczba prac Liczba prac
na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 4 0 2 13
2. 6 0 0 13
3. 1 0 0 18
4. 1 0 2 16
5. 2 0 1 16
6. 5 2 2 10
7. 0 0 1 18
8. 2 0 0 17
9. 11 1 0 7
10. 9 0 1 9
11. 6 0 1 12
12. 0 0 0 19
Rozklad punktéw grupy starszej
Zadanie | Liczba prac Liczba prac Liczba prac Liczba prac
na 6 punktéow | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 2 0 0 2
2. 3 1 0 0
3. 2 0 0 2
4. 0 0 3 1
5. 0 0 0 4
6. 0 0 3 1
7. 1 0 0 3
8. 1 0 0 3
9. 0 0 0 4
10. 1 0 0 3
11. 1 0 0 3
12. 0 0 0 4




Tresci zadan

Zawody indywidualne grupy starszej

1. Rozwiazaé uktad rownan

2+ y? —z(x+y) =2
Y+ —a(y+z) =4
2+a?—ylz+ax)=38

w liczbach rzeczywistych x, vy, 2.

2. Danych jest m trzyelementowych podzbioréw Ay, Ag, ..., A, zbioru{1,2,...,n}.
Przy czym kazde dwa dane podzbiory maja co najwyzej jeden element wspdlny. Udo-
wodnié, ze da sie wybraé podzbiér B zbioru {1,2,...,n}, ktéry nie zawiera zadnego
z danych Ay, Ay, ..., A, oraz spetnia nieréwnosé¢ |B| > |v/2n].

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze istnieje doktadnie jedna taka
liczba catkowita 0 < a < n!, Ze spelniona jest podzielnosé

n!|a™+ 1.

1. Liczby dodatnie a, b, z, y spelniaja réwnosci a®+z = b>+y oraz a+x2 = b+y?,
a takze nieréwnosé a + b+ x + y < 2. Pokazaé, ze a = b oraz x = y.

2. Niech KL i KN beda stycznymi do okregu w w punktach L i N. M jest
takim punktem, ze K, N, M leza na jednej prostej w tej wlasnie kolejnosci. Okrag
opisany na trojkacie K LM przecina okrag w w punkcie P. Punkt @ jest rzutem
prostokatnym N na prosta M L. Udowodnié, ze SMPQ = 24 KML.

3. Mikotaj ma pewien zbidr prezentéw oraz zbiér dzieci, ktérym chce rozdaé pre-
zenty. Kazdemu dziecku chce daé co najwyzej jeden prezent (moze nie daé prezentu,
tylko rézge). Kazde dziecko wystalo Mikolajowi niepusta liste prezentéw, z ktérych
bedzie zadowolone. Dziecko nazwiemy malo wybrednym, jezeli zadne inne dziecko
nie ma dhuzszej listy. Prezent nazwiemy popularnym, jezeli zaden inny prezenet nie
znajduje sie na wiekszej liczbie list. Zalézmy, ze kazdy popularny prezent znajduje
sie na d listach, oraz, ze kazde mato wybredne dziecko ma d prezentéw na swojej li-
Scie. Udowodni¢, ze Mikolaj moze tak rozdaé prezenty, aby jednocze$nie kazde mato
wybredne dziecko dostalo prezent oraz kazdy popularny prezent zostal rozdany.
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1. Dana jest liczba naturalna n > 2. Udowodnié, ze wielomian

T
W(l‘)zﬁ—ﬁ-m—k...ﬁ-ﬂﬁ-l,

nie ma pierwiastkéw wymiernych.

2. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE oraz taki punkt P w jego wnetrzu, ze
spelnione sa warunki: AB | DP, BC 1 EP,CD 1 AP, DE 1 BP. Wykazaé, ze
proste E'A oraz CP sg prostopadle.

3. Na plaszczyznie znajduje sie n wspotliniowych punktéw. Dla kazdej dwojki
{X,Y} z tych punktéw narysowano okrag o érednicy XY. Chcemy przypisaé¢ tym
okregom kolory w taki sposob, by okregi, ktére przecinaja si¢ w dokladnie dwoch
punktach zawsze dostaly rézne kolory. Ilu co najmniej koloréw musimy uzy¢?

1. Czworokat ABC D, w ktérym < ABC = 90°, jest wpisany w okrag. Punkty M i
N sg rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste AC' i AD. Udowodni¢,
ze prosta M N przechodzi przez érodek odcinka BD.

2. Dany jest wielokat foremny o nieparzystej liczbie wierzchotkéw n. Udowodnié,
ze mozna tak przyporzadkowaé liczby 1,2,...,2n do wierzchotkéw oraz $rodkow
bokéw, aby sumy trzech liczb przypisanych do kazdego boku byty réwne.

3. Liczba 4™ 4 2™ 4 1 jest pierwsza. Udowodnié¢, ze n jest potega trojki.



Zawody indywidualne super grupy

1. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych a,b, ¢, d, e € [—2,2] uktad réwnan

a+b+c+d+e=0
A+ +S+dB+e32=0
A+ +S+d+e5=10

2. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia. Dana jest szachownica n x n oraz
n wiez. Rozstawiamy wieze w polach szachownicy tak, aby zadne dwie sie nie sza-
chowaly. Nastepnie rysujemy $Sciezke ztozona z 2n krawedzi pél szachownicy taczaca
lewy goérny rég z prawym dolnym, przy czym wszystkie wieze znajduja sie po jednej
stronie Sciezki. Na ile sposoboéw mozna tego dokonaé?

3. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ > 0 istnieje taka liczba
calkowita dodatnia n, ze ¢(a(n)) > cn. (p(n) oznacza liczbe liczb nie wiekszych od
n wzglednie pierwszych z n, za$ o(n) oznacza sume dzielnikéw liczby n).

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Z — R takie, ze dla dowolnych liczb catko-
witych x, y zachodzi réwnosé

fle+y) +f() + flay) = f(2) + fy) + (1 + 2y).

2. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze wielomian W (x) = 422 +n
przyjmuje wartosci bedace liczbami pierwszymi dla x = 0,1,2,...,n — 1.

3. Dany jest tréjkat ABC, przy czym |AB| > |AC|. Punkt I jest érodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC. Oznaczmy przez N i M odpowiednio $rodki bokéw AB
i AC. Punkty D i E leza odpowiednio na prostych AC i AB przy czym BD||[IM
oraz CE||[IN. Punkt P lezy na prostej BC przy czym DE||IP. Oznaczmy przez @
rzut prostokatny punktu P na prostg AI. Udowodnié, ze punkty A, B, @, C leza na
jednym okregu.

4. Dana jest liczba naturalna n > 1 oraz wielokat wypukly o wierzchotkach w
punktach kratowych, lezacy wewnatrz kwadratu o wierzchotkach (0, 0), (0,n), (n,0)
i (n,n). Udowodni¢, ze liczba wierzchotkéw wielokata jest mniejsza niz 10012/,

1. Na ptlaszczyznie znajduje sie n wspoétliniowych punktéw. Dla kazdej dwdjki
{X,Y} z tych punktéw narysowano okrag o érednicy XY. Chcemy przypisa¢ tym
okregom kolory w taki sposob, by okregi, ktére przecinaja sie w dokladnie dwoch
punktach zawsze dostaly rézne kolory. Ilu co najmniej koloréw musimy uzyc¢?
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2. Odcinek AB jest Srednicg potokregu wi. Punkt C lezy na odcinku AB, na-
tomiast punkt D lezy na wq, przy czym DC = DA. Niech ws bedzie okregiem o
Srednicy BC' a w3 okregiem o srodku w punkcie I stycznym do wi, ws oraz do CD.
Pokazaé, ze SICB = 90°.

3. Wielomiany p, ¢ o wspdlczynnikach rzeczywistych spetniaja réwnosé p(p(z)) =
q(x)? dla dowolnej liczby rzeczywistej 2. Udowodnié, Ze istnieje wielomian r o wsp6t-
czynnikach rzeczywistych taki, ze p(x) = r(z)? dla dowolnej liczby rzeczywistej .

4. Niech A bedzie niepustym zbiorem liczb calkowitych dodatnich. Dla S C A
oznaczamy przez nwd(S) najwiekszy wspélny dzielnik elementéw zbioru S, przy
czym przyjmujemy nwd(f)) = 0. Udowodnié, ze

> (=25 nwd(S) > 0.

SCA

1. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Udowodnié, ze p? | 2P — 2 wtedy,
i tylko wtedy, gdy licznik utamka
1 1

54 T -2

w postaci nieskracalnej jest podzielny przez p.

Ly
1-2

2. Niech f: R — R bedzie funkcja spelniajaca nieréwnosci
f@)f(y) = f(ay),

flz+y) > fx)+ fly)

dla dowolnych dodatnich liczb wymiernych x, y. Wykazaé, ze jezeli f(a) = a dla pew-
nej wymiernej liczby a > 1, to f(z) = x dla wszystkich dodatnich liczb wymiernych
x.

3. Niech AD, BE, CF beda wysokos$ciami tréjkata ostrokatnego ABC. Okrag
wpisany w trojkat ABC' jest styczny do BC, CA, AB odpowiednio w punktach
K, L, M. Niech proste l1, l2, [3 beda symetrycznymi obrazami prostych EF, F D,
DFE odpowiednio wzgledem prostych LM, M K, K L. Udowodni¢, ze proste I, lo, I3
wyznaczaja tréjkat, ktérego wierzcholki leza na okregu wpisanym w tréjkat ABC.

4. Zbiér 2 jest takim podzbiorem zbioru {0,1,2}", ze dla dowolnych réznych
a,b € A istnieje takie 1 <i < n, ze b; =a; +1 (mod 3). Wykazaé, ze 2| < 2™.



Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 3, ze da sie tak pokolorowaé
przekatne i boki n-kata foremnego uzywajac n réznych koloréw, ze dla dowolnych
trzech parami réznych koloréw istnieje trdjkat o wierzchotkach w wierzchotkach wie-
lokata i bokach tych koloréw.

2. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Udowodnié, ze wielomian

x 2 z"

W”(x):1+ﬂ+§+“'+ﬁ’
ma doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty, gdy n jest liczba nieparzysta i nie ma
pierwiastkow rzeczywistych, gdy n jest liczba parzysta.

3. Alicja i Bob graja w gre na szachownicy n X n, gdzie n jest liczba nieparzysta.
Alicja stawia koétka, a Bob krzyzyki. Na poczatku wszystkie pola sa puste, tylko w
lewym dolnym rogu jest kétko, a w prawym gérnym jest krzyzyk. Zaczyna Alicja.
Ruch gracza polega na postawieniu swojego znaczka na wolnym polu sasiadujacym
przez krawedz z polem, na ktérym jest juz postawiony jego znaczek. Gdy gracz
nie moze wykonaé ruchu, to traci go. Gra konczy sie, gdy zaden z graczy nie moze
wykonaé ruchu. Gre wygrywa ten gracz, ktory wykonal wiecej ruchéw. Rozstrzygnij,
ktory z graczy posiada strategie wygrywajaca.

4. Kazda liczbe naturalna pomalowano na jeden z dwoch koloréow. Dowiesdé, ze
dla kazdej liczby naturalnej n istnieja rézne liczby naturalne a, b > n takie, ze liczby
a,b,a + b sa jednego koloru.

5.
Wykazaé, ze dla liczb rzeczywistych 0 < a, b, ¢ < 1 zachodzi nieréwnos¢:

a b c

1—-a)(1-0)(1—-¢)<1.
b+c+1+c+a—|—1+a+b—|—1+( a)( ) )

6. Dana jest dodatnia liczba parzysta n i niezerowe liczby catkowite kg, k1, ..., kn
takie, ze ko+k1+. . .+k, # 0. Rozstrzygnaé, czy zawsze jest mozliwe wybranie takiej
permutacji (ag,a,-..,a,) ciagu (ko, ki,...,ky), ze wielomian a,z" + a, 12"~ ! +

...+ ag nie ma pierwiastkow catkowitych.

7. Rozstrzygnaé, czy istniejg parami rézne liczby catkowite a, b, c takie, ze

a2016 + b2016 — 82017.
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8. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Wykazaé, ze od pewnego momentu
wszystkie wyrazy ciagu

2,92 92" 92

P

daja te sama reszte przy dzieleniu przez n.

9. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF, w ktérym AC = DF, CE = F B oraz
EA = BD. Dowiesé, ze proste laczace srodki przeciwleglych bokéw tego szesciokata
przecinaja sie w jednym punkcie.

9. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trapezie réwnoramiennym ABC' D
o podstawach AB i CD. Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach AB, BC,
CD, DA, przy czym czworokat K LM N jest rombem. Udowodnié, ze punkt O lezy
na prostej K M.

11. Wewnatrz wielokata wypuklego Ay A, ... A, lezy taki punkt P, Ze jego rzuty
Py, P, ..., P, odpowiednio na proste Ay Ay, AsAs, ... A, A; znajduja sie wewnatrz
bokéw wielokata. Dowiesé, ze dla dowolnych punktéow Xi, X, ..., X, lezacych od-
powiednio wewnatrz odcinkéw Ay As, AsAs, ... A, Ay zachodzi nieréwnosé

X1Xo XoX3 X, X1
max , R > 1.
P1P2 P2P3 Pnpl
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Rozwigzania

Zawody indywidualne grupy starszej

1. Rozwiazaé uktad rownan

24+ —z2(z+y) =2
Y+ —a(y+z) =4
P2 +a?—ylz+x)=8

w liczbach rzeczywistych x,y, z.

Rozwiazanie:
Dodajac stronami réwnania uzyskujemy réwnoscé

(x—y)?+y—2)>+ (2 —2)? =14 (1)
Odejmujac kolejne réwnania stronami dostajemy kolejno

—2=a22-22—zyt+ay=(r—2)(x+y+2)
A=y’ - —zztyz=(y—z)(z+y+2)
6=22—y’+zx—ay=(z—y)(z+y+2)

Mnozac stronami réwnanie przez (x +y+ 2)? i podstawiajac wyliczone wartosci
do réwnania otrzymujemy

14(x +y +2)? = 22 + 4% 4 62 = 56.

Wynika stad, ze |x +y + z| = 2. Zauwazmy, ze jezeli trojka (z,y, z) spelnia uklad
réwnan to spelnia go réwniez tréjka (—x, —y, —z). Wobec tego bez straty ogdlnosci
mozemy przyjac¢ z+y+ z = 2. Stad bez trudu wyliczamy x —y =2 oraz ¢t —z = —1.
Sumujac te réwnania dostajemy 3r =3 czylizc =1,y = -1, 2 = 2.

Ostatecznie uwzgledniajac wezedniejsza uwage mamy dwa rozwiazania (z,y, z) =
(1,-1,2) oraz (z,y,2) = (—1,1,-2).

2. Danych jest m trzyelementowych podzbioréw Ay, Ag, ..., A, zbioru{1,2,...,n}.
Przy czym kazde dwa dane podzbiory maja co najwyzej jeden element wspdlny. Udo-

wodnié, ze da sie wybraé podzbiér B zbioru {1,2,...,n}, ktéry nie zawiera zadnego
z danych Ay, A, ..., A,, oraz spetnia nieréwnosé¢ |B| > |v/2n].
Rozwigzanie:

Wybierzmy taki podzbiér B, ze B nie zawiera zadnego z danych podzbioréw
oraz moc B jest maksymalna mozliwa. Udowodnimy, ze |B| > [v2n]. Z maksymal-
noéci B wiemy, ze jakikolwiek element x spoza B wybierzemy, to B U {z} zawiera
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ktérys z danych podzbioréw. Oznaczmy wybrany z tych podzbioréw przez A, oraz
zdefiniujmy L, = A, \ {z}.

Zauwazmy, ze zbiory L, sa parami rézne, dwuelementowe i zawieraja sie w B.
Istotnie, gdyby L, = L, to |A; N Ay| = 2, co przeczy zalozeniom zadania. Kazdemu
elementowi zbioru {1,2,...,n} \ B przyporzadkowaliémy pewien dwuelementowy
podzbiér zbioru B w sposéb réznowartosciowy. Jezeli oznaczymy |B| przez k to

spelniona jest nieréwnosé
k< k
n— .
S \2

Powyzsza nieréwno$é jest réwnowazna 2n < k2 +k < (k+1)%, stad k+1 > v2n i
ostatecznie k > |v2n].

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze istnieje doktadnie jedna taka
liczba caltkowita 0 < a < n!, Ze spelniona jest podzielnosé

n!|a™+ 1.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze n < 2 spelniaja warunki zadania. Przypuéémy, ze n > 4 jest liczba
parzysta. Wowczas
4| nl|a"+1,

jednak 2 | n, wiec a” +1 = 1,2 (mod 4) i otrzymujemy sprzecznosé.

Niech teraz n bedzie liczba nieparzysta. Udowodnimy, ze teza zadania jest spel-
niona, gdy n jest liczbg pierwsza. Zauwazmy po pierwsze, ze liczba a := n!—1 spelnia
warunki zadania. Przypusémy, ze n jest liczba zlozona i wybierzmy minimalny dziel-
nik pierwszy p liczby n. Wéwezas liczba A = ™ — 1 réwniez spelnia warunki zadania.
Istotnie, korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona dostajemy ciag kongruencji

| n |
<n._1> t1=n-Y - 141=0 (mod n!).
p p

Niech teraz n = p bedzie liczba pierwsza. Mamy nastepujace kongruencje
a? = -1 (modp!), a*®) =1 (mod p!).
Jezeli przez k oznaczymy minimalna taka liczbe, ze a¥ = 1 (mod p!) to wiemy, ze
k|2p, oraz k| p(ph.

Poniewaz, p { ¢(p!) to k | 2. Oznacza to, ze a®> =1 (mod p!) oraz a? = —1 (mod p!)
z tych dwéch kongruencji wynika, ze a = —1 (mod p!), czyli rozwiazanie jest jedno-
znaczne.

Ostatecznie n = 1 oraz n bedace liczba pierwsza spelnia warunki zadania.

1. Liczby dodatnie a, b, z, y spetniajg réwnoéci a?+x = b4y oraz a+z2 = b+y>2,
a takze nieréwnos¢ a + b+ x + y < 2. Pokazaé, ze a = b oraz x = y.
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Rozwiazanie:
Przeksztalémy dane w zadaniu réwnoéci do postaci

(a=b)(a+b)=y—x, oraz (y—z)(y+z)=a—0.

Widzimy, ze (a — b) = 0 jest réwnowazne (x — y) = 0. Przypusémy, ze te réwnosci
nie sa spelnione wowczas z nierownosci miedzy $rednimi wynika, ze

— —b
a+b+x+ P i
y:ab yw>1

2 2

Otrzymana nieréwno$¢ jest sprzeczna z zalozeniem a + b + z + y < 2. Oznacza to,
ze teza zadania jest spelniona.

2. Niech KL i KN beda stycznymi do okregu w w punktach L i N. M jest
takim punktem, ze K, N, M leza na jednej prostej w tej wtasnie kolejnosci. Okrag
opisany na trojkacie K LM przecina okrag w w punkcie P. Punkt @ jest rzutem
prostokatnym N na prosta M L. Udowodnié, ze <M PQ = 24 KML.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez R drugi punkt przeciecia okregu k z prosta LM. Zachodza réw-
noéci: $MPK = YMLK = YRLK = $RPL. W takim razie {M PR = YKPL =
JKML. Wobec tej réwnosci okrag przechodzacy przez punkty M, P, R jest styczny
do prostej K M. Oznaczmy przez S $rodek odcinka M N. Punkt ten lezy na osi pote-
gowej okregu k i okregu opisanego na trojkacie M PR, czyli na prostej PR. Trojkat
M SQ jest réwnoramienny, czyli SMQS = SQMS = SMPS i punkty M, P, Q, S
leza na okregu. W takim razie:

IMPQ =IMPS + $SPQ = IMQS + ¥SMQ = 24SMQ = 24K ML.

3. Mikolaj ma pewien zbiér prezentéw oraz zbiér dzieci, ktérym chee rozdaé pre-
zenty. Kazdemu dziecku chee daé co najwyzej jeden prezent (moze nie daé prezentu,
tylko rézge). Kazde dziecko wystalo Mikolajowi niepusta liste prezentéw, z ktérych
bedzie zadowolone. Dziecko nazwiemy mato wybrednym, jezeli zadne inne dziecko
nie ma dhluzszej listy. Prezent nazwiemy popularnym, jezeli zaden inny prezenet nie
znajduje sie na wiekszej liczbie list. Zalézmy, ze kazdy popularny prezent znajduje
sie na d listach, oraz, ze kazde malo wybredne dziecko ma d prezentéw na swojej li-
$cie. Udowodnié¢, ze Mikolaj moze tak rozda¢ prezenty, aby jednocze$nie kazde mato
wybredne dziecko dostato prezent oraz kazdy popularny prezent zostal rozdany.

Rozwiazanie:

Rozwazmy graf dwudzielny, ktorego wierzchotkami po jednej stronie sg prezenty,
a po drugiej dzieci. Krawedz jest miedzy dzieckiem a prezentem wtedy, i tylko wtedy,
gdy dziecko ma dany prezent na swojej liScie. Rozwazmy maksymalne skojarzenie w
tym grafie, ktére maksymalizuje réwniez sumaryczna liczbe niewybrednych dzieci i
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popularnych prezentéw, ktore zostaly skojarzone. Zatézmy, dla dowodu nie wprost,
ze w naszym skojarzeniu pewne niewybredne dziecko D nie otrzymato prezentu.

Bedziemy szukali Sciezek alternujacych zaczynajacych sie¢ w D. Oznaczmy zbiér
dzieci na konicach takich $ciezek przez D za$ zbidr prezentéw na koncach takich
Sciezek przez P. Gdyby pewno dziecko w D bylo wybredne to zmieniajac wzdtuz
Sciezki alternujacej dostaniemy skojarzenie o tej samej licznosci ale wiekszej liczbie
niewybrednych dzieci, ktére dostana prezent. Zauwazmy, ze kazde dziecko z D jest
skojarzone z pewnym prezentem z P (gdyby tak nie bylo to mieliby$my $ciezke po-
wiekszajaca). Oznacza to, ze |P| = |D|. Jednak wszystkie prezenty znajdujace si¢ na
listach dzieci ze zbioru DU D sa w P. Jednak kazde z tych dzieci jest niewybredne,
zatem kazde ma dokladnie d prezentéw na liscie, poniewaz |D U D| > |P| to przy-
najmniej jeden prezent z P znajduje si¢ na przynajmniej d+ 1 listach. Otrzymujemy
sprzeczno$é, ktéra dowodzi tezy zadania.

1. Dana jest liczba naturalna n > 2. Udowodnié, ze wielomian

nie ma pierwiastkéw wymiernych.

Rozwiazanie:

Rozwazmy wielomian Q(z) = n!W (z) ma on wspdtczynniki catkowite oraz wspo6i-
czynnik 1 przy najwyzszej potedze, oznacza to, ze jego pierwiastki wymierne sa
calkowite.

Oczywiscie Q(1) > 0. Podobnie, gdy n jest liczba parzysta to

A1) = H(_ Tt G mz)!)+(_ tE n!4)!)+' | '+(_1i * 0i> |

widzimy, ze wszystkie liczby w nawiasach sa nieujemne, wigc Q(—1) > 0. Jezeli n
jest liczba nieparzysta to podobnie:

o= (5 + )+ () o () e

otrzymujemy, ze Q(—1) > 0.

Przypuéémy, ze Q ma pierwiastek calkowity a. Wiemy, ze a # 1,0,—1, wiec
istnieje dzielnik pierwszy p liczby a. Udowodnimy, ze dla dowolnego i = 1,....n
maksymalne takie k, ze p* | ai%! jest wieksze od maksymalnego takiego [, ze p' | n!.
Skorzystamy tu z twierdzenia Legendre’a méwiacego, ze wykladnik z jakim liczba
pierwsza p wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze n! wynosi

L _n=sp(n)
L e e e T

n
p

I

gdzie s,(n) to suma cyfr w zapisie przy podstawie p liczby n.
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Wystarczy pokazaé, ze

n—sp(n) i—sp(i) _ n—sp(n)

o p—1 p—1 p—1 "7
czyli
p—1 "~

a ta nier6wnos¢ jest oczywista. Wobec powyzszych rozwazan lewa strona réwnosci

| |
n! _ n!
a”—i-ia"l—i—...—&—

™= _n
(n—1)! TR

jest podzielna przez wyzsza potege p niz prawa. Oznacza to, ze nie moga by¢ rowne.

2. Dany jest pieciokat wypukly ABCDFE oraz taki punkt P w jego wnetrzu, ze
spelnione sg warunki: AB 1. DP, BC 1. EP, CD 1 AP, DE 1. BP. Wykazaé, ze
proste E'A oraz CP sg prostopadle.

Rozwiagzanie:
Zauwazmy, ze AB = PB — PA. Warunek AB L DP jest wigc réwnowazny
PDo PB = PD o PA. Analogicznie otrzymujemy

PEoPC =PEoPB, PAoPD=PAoPC, PBoPE=PBoPD.
Wynika stad, ze
PCoPE=PEoPB=PBoPD=PDoPA=PAoPC,

czyli 0= PC o (P_}l — P_E) = PC o EA. Co jest rbwnowazne z teza.

3. Na plaszczyznie znajduje sie n wspoétliniowych punktéow. Dla kazdej dwojki
{X,Y} z tych punktéw narysowano okrag o érednicy XY. Chcemy przypisaé tym
okregom kolory w taki sposob, by okregi, ktére przecinaja sie w doktadnie dwdch
punktach zawsze dostaly rézne kolory. Ilu co najmniej koloréw musimy uzy¢?

Rozwiazanie:

Latwo sprawdzié¢, ze dla n < 3 wystarczy jeden kolor. W dalszej czesci rozwiaza-
nia rozwazymy sytuacje, gdy n > 4. Wykazemy, ze wtedy minimalna liczba koloréw
wynosi [5].

O danych okregach bedziemy mysleé¢ jako o parach indekséw (i,7) (dla i,j €
{1,2,...,n}), ktére odpowiadaja parze punktéw wyznaczajacych érednice. Okregi
(i,4) oraz (s,t) przecinaja si¢ w dwéch punktach (dalej bedziemy pisaé¢ dla uprosz-
czenia po prostu, ze sie przecinaja) wtedy i tylko wtedy, gdy i < s < j < t lub
s<i<t<j.

Rozwazmy n postaci 2k + 1. Przyjmijmy nie wprost, ze wystarczy k koloréw.
Rozwazmy okregi (1,k+1),(2,k+2),...,(k,2k). Dowolne dwa z nich sie przecinaja,
zatem musza one dostaé rézne kolory — nazwijmy te kolory odpowiednio 1,2,..., k.
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Zwroémy uwage, ze wykorzystalidmy juz wszystkie kolory. Okrag (k + 1,2k + 1)
przecina sie ze wszystkimi poprzednio rozwazanymi okregami opréez (1,k + 1), za-
tem jedyny kolor, jaki moze dostaé, to 1. Teraz rozwazmy okregi (1,k + 2),(2,k +
3),...,(k,2k+1). Dowolne dwa z nich przecinaja sie, zatem musza one uzy¢ wszyst-
kich dostepnych koloréw. Ale dowolny z tych okregéw przecina ktorys z poprzednio
zdefiniowanych okregéw o kolorze 1, co daje sprzecznosé. Zatem do pokolorowania
2k + 1 okregéw potrzeba k + 1 koloréw. Oczywiscie tym bardziej do pokolorowania
2k + 2 okregow potrzeba k + 1 koloréw. Polaczenie tych dwéch przypadkow daje
nam ograniczenie [ ].

Teraz pokazemy konstrukcje odpowiedniego kolorowania. Zalézmy, ze n jest po-
staci 2k. Rozwazmy kolorowanie, ktére przypisuje okregowi (i, 7) kolor L%J (mod k).
WeZmy dwa okregi (7, ), (s,t) takie, ze i < s < j < t i oszacujmy warto$¢ (s +1¢) —
(i4+7):2<(s=i)+(t—yj)=@—19)+(s—J) < (2k—1)—-1=2k— 2. Zatem
1< [=2] — 2] < k-1, co dowodzi, ze faktycznie kolorowanie jest poprawne. Dla
n nieparzystego wystarczy rozwazy¢ n wigksze o 1, rozwazy¢ kolorowanie dla niego,
a potem zapomnieé¢ o dodatkowym wierzchotku.

1. Czworokat ABCD, w ktérym < ABC = 90°, jest wpisany w okrag. Punkty M i
N sa rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste AC' i AD. Udowodnié,
ze prosta M N przechodzi przez srodek odcinka BD.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez K rzut punktu B na prostag C'D. Wowczas punkty K, L i M
leza na jednej prostej (prosta Simsona punktu K). Latwo zauwazy¢, ze czworokat
NK BD jest prostokatem, stad teza. O

2. Dany jest wielokat foremny o nieparzystej liczbie wierzchotkéw n. Udowodnic,
ze mozna tak przyporzadkowaé liczby 1,2,...,2n do wierzchotkéw oraz $rodkow
bokéw, aby sumy trzech liczb przypisanych do kazdego boku byty réwne.

Rozwigzanie:

W co drugi wierzchotek wpisujemy liczby nieparzyste. Dzigki temu, ze n jest nie-
parzyste wszystkie wierzchotki beda miaty przypisana liczbe. Liczac sumy kolejnych
wpisanych liczb na bokach dostajemy liczby rézniace sie o 2. W granicznej sytuacji,
gdy znajdujemy pare réznigca sie o wiecej niz 2, zaczynamy od niej wpisywanie
liczb parzystych od najmniejszej do najwiekszej przeciwnie z ruchem wskazowek
zegara. O

3. Liczba 4™ + 2™ 4 1 jest pierwsza. Udowodnié, ze n jest potega trojki.

Rozwiazanie:

Oczywiscie n jest liczba nieparzysta, gdyz w przeciwnym razie 3 | 4™ + 2" + 1.
Zapiszmy n = 3¥(2m + 1) tak, aby 2m + 1 nie byto podzielne przez 3 i przypuséémy,
ze m # 0. Mamy

A" 44 = 93Tl (2m+1) _q _ (23k+1 B 1)(23k+1.2m _93Fthemo1) 4 g3ttt 3

923k (2m+1) _ 1 923k (2m+1) _ 1
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Zauwazmy, ze

nwd(23k(2m+1) _ 17 23k+1 _ 1) — 211Wd(3k(2m+1),3k+1) —1= 23k —1.

Wynika stad, ze
23" 1
Ponadto it
237 1
23" 1
Oznacza to, ze liczba 4™ + 2™ + 1 nie jest pierwsza. Wynika stad, ze przypuszczenie
m # 0 bylo falszywe, czyli m = 0 i n jest potega trojki.

_ 3k 3k n n
=4 +2° +1 <4 +2" + 1.
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Zawody indywidualne super grupy

1. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych a,b, ¢, d, e € [—2, 2] uklad réwnan
a+b+c+d+e=0
b+ +d+ed=0
a®+ b0+ +d°>+ed=10

Rozwiazanie:
Mozemy przyjaé¢ a = 2cosx1, b = 2cosxa,. .., e = 2cos x5. Korzystajac ze wzoru
cos 5z = 16 cos® & — 20 cos® x + 5 cos T,
dostajemy
5
Z(cos&rifl) =5-04+0-5=0.
i=1
Oznacza to, ze cosbzr; = 1 dlat = 1,2,...,5. W szczegdlnodci liczby a, b, c,d, e sa

pierwiastkami réwnania
0=1>—5t>+5t —2=(t—2)(t* +t—1)%

W szczegdlnodei a, b, ¢, d, e € {2, %\/57 _1%‘/5} Z réwnania a+b+c+d+e =0

wynika, ze w multizbiorze {a,b,c,d,e} musi byé tyle samo elementéw %\/57 co

%‘/E. Ze zbioréw

{222 ~1+45 1%} {2 ~1+v6 -1-V6 -1+ 5 1%}

2 ’ 2 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

tylko ten drugi spelnia pierwsze rownanie. Bez trudu sprawdzamy, ze spelnia on
pozostale rownania. Ostatecznie rozwiazania uktadu sg postaci

“14+V5 —1-v6 —14+V5 —1-V5
{a7ba C, d,e} = 27 2 bl 2 bl 2 bl 2 M

2. Niech n bedzie liczbg catkowita dodatnia. Dana jest szachownica n x n oraz
n wiez. Rozstawiamy wieze w polach szachownicy tak, aby zadne dwie si¢ nie sza-
chowaly. Nastepnie rysujemy $éciezke ztozona z 2n krawedzi pél szachownicy taczaca
lewy goérny rég z prawym dolnym, przy czym wszystkie wieze znajduja si¢ po jednej
stronie éciezki. Na ile sposobéw mozna tego dokonac?

Rozwigzanie:
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Na 2 - (2n — 1)!! sposob6éw. Oznaczmy przez S, liczbe sposobéw na jakie moze-
my rozstawi¢ wieze i narysowaé $ciezki, tak aby wieze znajdowaly sie pod $ciezka
(poprawne rozstawienie wiez i taka $ciezke nazwiemy sytuacja). Oczywiscie S; = 1.
Udowodnimy, ze S, = (2n — 1)S,_1. Skonstruujmy nastepujace odwzorowanie po-
miedzy sytuacjami dla n i sytuacjami dla n—1: Usuwamy dolny wiersz oraz kolumne
w ktoérej znajdowala sie wieza w dolnym wierszu; poziome odcinki $ciezki ltaczymy
w nowa Sciezke. Pokazemy, ze takie odwzorwanie jest 2n — 1 do 1.

Rozwazmy sytuacje dlan —1iniechciagn—1=c¢c > co > ... 2 cp_1 > 1
bedzie ciagiem numeréw najwyzszych kwadratéw ktérych poziome krawedzie nalezg
do sciezki w kolejnych kolumnach. Woéwczas mozemy wstawi¢ kolumne przed pierw-
szg kolumna na 1 sposéb, pomiedzy i-ta a (i + 1)-wsza na ¢; — ¢;+1 + 1 sposobéw
oraz za ostatnig kolumna na c¢,_1 sposobéw. Lacznie na

l+(a—c2+ )+ (cc—cs+1)+...+(ch—2—cp1+1)+cho1=n+cg=2n-1

Sposobow.
Oznacza to, ze odwzorowanie jest rzeczywiscie 2n — 1 do 1 i teza jest spelniona.

3. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ > 0 istnieje taka liczba
catkowita dodatnia n, ze ¢(a(n)) > cn. (p(n) oznacza liczbe liczb nie wigkszych od
n wzglednie pierwszych z n, za$ o(n) oznacza sume dzielnikéw liczby n).

Rozwigzanie:

Niech a > 3 bedzie liczba naturalna, za$ p przebiega zbiér liczb pierwszych.
Udowodnimy, ze

Niech “::11 = qflqé€2 ... q": | ze znanego lematu wynika, ze p | ¢;—11lubg; = pia =1

(mod p). Widzimy, ze dla dostatecznie duzych p drugi przypadek jest wykluczony.
Mamy

Mﬁal»al)s.

=i i 4qi p

Poniewaz a? > “;:11 = q’flqu co.qf > p® to % < %E—Z W szczegblnosci
1 1 Ina
(=) > -k -1
p p
Przejdzmy do rozwiazania zadania. Ustalmy liczby pierwsze pi,pa,...,ps tak,
aby
S .
bi 1 > 2c,
i P

Jest to mozliwe poniewaz

P _H(l 1 1 B 1
pp—l . p P o™



Niech n = (pips ... ps)P~ 1 dla pewnego p, wéwczas

(-t T (-1
w(a(n))—w@m_l) GE=t

i=1

Ustalmy ¢ tak, aby (1 — €)?* > 0.5. Korzystajac z udowodnionego wczesniej faktu,
Pf P_q P_1q

p:i) > (1- 6)21_1 oraz Pip? > (1 —¢€). Wowczas

mozemy dobraé tak p, aby ¢ (

T -1 T o T D
plo(n)) > (1 —e)Spri_l > 0.5-Hp_711 = O.San_ - 7> on
i—=1 " i=1 1" i=1"

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Z — R takie, ze dla dowolnych liczb catko-
witych x, y zachodzi réwnosé

fle+y) + () + flay) = f(2) + fy) + (1 +2y).

Rozwiazanie:
Rozwiazanie zadania mozna znalez¢ w pdfie
http://www.mit.edu/ evanchen/handouts/Monsters/Monsters.pdf

2. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze wielomian W (z) = 422 +n
przyjmuje wartosci bedace liczbami pierwszymi dla « = 0,1,2,...,n — 1.

Rozwiazanie:

Wstawiajac * = 0 dostajemy, ze W(0) = n jest liczba pierwsza. Bez trudu
sprawdzamy, ze sposrod n = 2,3,5,7 teze spelniaja n = 3 i n = 7. Bedziemy odtad
rozwazaé¢ n > 11.

Przypusémy, ze istnieje taka liczba pierwsza p > 2, ze p | n+ 1. Wowczas —n = 1
(mod p), czyli p | (p — 1)2 +n = W(E3). Ponadto (p — 1) +n > p, wiec W(251)
nie jest pierwsze. Oznacza to, ze n + 1 jest potega dwojki.

Rozwazmy liczbe n 4+ 9. Poniewaz n + 1 > 12 i n + 1 jest potega dwdjki, to
n+9 = 8 (mod 16) i n + 9 nie jest potega dwdjki. Rozwazmy czynnik pierwszy
p > 2 liczby n+9. Mamy p | (p—3)2+n = W(pz;?’) 1 oczywiscie 172;3 < n. Pozostaje
pokazad, ze (p —3)? +n #p, gdyby p#n+9,ton> 22 >pi(p—3)2+n>p.
Przypuéémy, ze (p — 3)2 +n =p =n+ 9, jednak wéwczas p = 6 sprzecznosé.

Ostatecznie jedynie n = 3 i n = 7 spelniaja teze zadania.

3. Dany jest trojkat ABC, przy czym |AB| > |AC|. Punkt I jest érodkiem okregu
wpisanego w tréjkat ABC. Oznaczmy przez N i M odpowiednio $rodki bokéw AB
i AC. Punkty D i F leza odpowiednio na prostych AC i AB przy czym BDI||IM
oraz CE||IN. Punkt P lezy na prostej BC przy czym DE||IP. Oznaczmy przez Q
rzut prostokatny punktu P na prosta AI. Udowodnié, ze punkty A, B, @, C leza na
jednym okregu.
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Rozwiazanie:
Rozwiazanie na stronie
http://artofproblemsolving.com/community/c6h379785p2101010

4. Dana jest liczba naturalna n > 1 oraz wielokat wypukly o wierzchotkach w
punktach kratowych, lezacy wewnatrz kwadratu o wierzchotkach (0,0), (0,n), (n,0)
i (n,n). Udowodnié, ze liczba wierzcholkéw wielokata jest mniejsza niz 100n2/3.

Rozwiazanie:

Oznaczmy liczbe bokéw naszego wielokata przez k. Po pierwsze zauwazmy, ze
obwdd S liczony w metryce miejskiej (d(P,Q) = |Pr — Qz| + | Py — Qy|) naszego
wielokata jest ograniczony przez 4n. Istotnie, przechodzac dookota naszego wielokata
przechodzimy robimy najwyzej n krokéw w gére, n krokdéw w dot, n krokéw w prawo
i n krokéw w lewo.

Postaramy sie oszacowaé S od dotu. Zauwazmy, ze zadne dwa boki naszego wie-
lokata nie mogg by¢ réowne jako skierowane wektory. Istotnie, gdyby tak bylo to
wielkat nie bylby wypukly. Zauwazmy, ze w metryce miejskiej istnieje doktadnie
41 wektory dlugosci I. Niech d bedzie taka liczba, ze 4(1 +2 4 ... +d) < k <
41424+ ... +d+(d+1) =2(d+1)(d+2) < 4d*> (oiled > 4, gdy d < 4 to
k < 100 i teza jest spelniona). Minimalna suma dlugosci w metryce miejskiej k
roznych wektoréw jest wieksza od

(4-1)-14(4-2) -2+ ...+ (4d) - d.

Mamy wiec

dld+1)(2d+ 1 d3 1 k
4n>5>4(12+22+...+d2):4-w>4.7>4.,.( 2)3
6 3 3 2
Stad
1
> — k32,
"7

1. Na plaszczyznie znajduje sie¢ n wspélliniowych punktéw. Dla kazdej dwojki
{X,Y} z tych punktéw narysowano okrag o érednicy XY. Chcemy przypisaé tym
okregom kolory w taki sposob, by okregi, ktére przecinaja sie w doktadnie dwdch
punktach zawsze dostaly rézne kolory. Ilu co najmniej koloréw musimy uzy¢?

Rozwiazanie:
Patrz rozwiazanie zadania 9 z zawodow grupy starszej.

2. Odcinek AB jest srednicg pétokregu wi. Punkt C' lezy na odcinku AB, na-
tomiast punkt D lezy na wi, przy czym DC = DA. Niech wy bedzie okregiem o
$rednicy BC' a w3 okregiem o $rodku w punkcie I stycznym do wi, wy oraz do CD.
Pokazaé, ze <ICB = 90°.

Rozwiazanie:
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Niech prosta rownolegta do AD i przechodzaca przez punkt C' przecina w; w
punkcie F. Natomiast niech E # D bedzie punktem wspdlnym w; (uzupelniony do
okregu) i prostej C'D. Latwo zauwazy¢, ze BF = BC = BE, wiec §rodek okregu
wpisanego I’ w tréjkat DEF lezy na prostej BD. Jezeli okrag (w4, I”) styczny
wewnetrznie do wy jest styczny do prostych CF i CD w punktach odpowiednio K i
T, to na podstawie lematu z ktérego dowodzimy twierdzenie Saweyama-Taheboulta
widzimy, ze I’ lezy na prostej KT.

Latwo zauwazyé, ze SI”CB = 90° oraz <BHC = 90°, gdzie H = CF N BD.
Niech CI”NBD = G. W tréjkacie prostokatnym BGC punkt I’ lezy na odcinku BG
oraz BI' = BC, ponadto CH jest wysokoscia, stad CI’ jest dwusieczna kata GCH.
Rozpatrujac okrag we opisany na tréjkacie BCH (o $rednicy BC) zauwazamy, zZe
CI' tnie go w $§rodku M tuku CH, wiecc CM = MH = MI', stad M lezy na osi
potegowej punktu C' i okregu wy, co na podstawie dobrze znanego lematu implikuje,
7€ W4 = w3. O

3. Wielomiany p, g o wspélezynnikach rzeczywistych spelniaja réwnosé p(p(z)) =
q(x)? dla dowolnej liczby rzeczywistej 2. Udowodnié, Ze istnieje wielomian r o wspot-
czynnikach rzeczywistych taki, ze p(z) = r(x)? dla dowolnej liczby rzeczywistej .

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze jezeli wielomian W (z) jest stopnia parzystego i ma dodatni wspot-
czynnik wigdacy to da si¢ go zapisa¢ w postaci W(x) = A(x)? + B(z), gdzie
deg B < deg A. Istotnie, jezeli W (z) = 2?20 c;xt, to wystarczy zdefiniowaé wspol-
czynniki wielomianu A(x) wzorami

k—1
1
Up = \/C2n, OAn—k = g Con—k — § An—50n—(k—j5) | » dla k= 1a2, sy N
n °
Jj=1

Przy tak zdefiniowanym A(x) wspétezynniki A(z)? i W (x) sa takie same przy po-
tegach n,n + 1,...,2n, dlatego B(z) := W(z) — A(z)?> ma stopief mniejszy niz
n = deg A. Widzimy réwniez, ze jezeli W(x) jest kwadratem, to przy takim przed-
stawieniu musi zachodzi¢ B(x) = 0, poniewaz A(x) jest jedynym (z dokladnoscia do
znaku) wielomianem stopnia n takim, ze W (z) i A(z)? maja te same wspétczynniki
przy potegach n,n+1,...,2n.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Z warunku p(p(z)) = q(z)? dostajemy, ze
p(z) ma stopien parzysty i dodatni wspélczynnik wiodacy. Oznacza to, ze p(x) =
a(z)? + b(x) dla pewnych wielomianéw a(z),b(z) przy czym dega > degb. Mamy

a(p(x))? + b(p(z)) = q()*,

przy czym deg a(p(x)) = deg a-deg p > degb-deg p = deg b(p(x)). Wobec powyzszych
rozwazan b(p(z)) = 0, czyli b(x) = 0 i otrzymujemy teze.

4. Niech A bedzie niepustym zbiorem liczb caltkowitych dodatnich. Dla S C A
oznaczamy przez nwd(S) najwiekszy wspdluy dzielnik elementéw zbioru S, przy
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czym przyjmujemy nwd (@) = 0. Udowodnié, ze

> (=2)1¥ nwd(S) > 0.

SCA

Rozwiazanie:
Skorzystamy ze znanej réwnoéci

> p(d) =
d|n

ktéra zachodzi dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n. Mamy

Y (2 awd(s) = Y (=27 Y w(d).

SCA SCA d|nwd(S)

Oznaczmy M = nww(A), S = {s1,82,...,8k}, A = {a1,aa,...,a,} oraz [wyrazenie logiczne]
jedynke lub zero, w zaleznosci od tego czy wyrazenie jest spelnione czy nie. Mamy
kolejno

S Y @)= YIS el slld ] ][]
SCA dlnwd(S) SCA | M
=Y o(d) Y (=2)1¥7Md | s1][d | s2] ... [d | k]
d|M S5cA
—Z 1—1—2[d|a1])1—2[d|a2])...(1—2[d|an])
5 .
)M
Wyrazenia =1 =2dlaa)(1= 2£d|a2]) (1=2[dlan]) 55 oezywigcie nieujemne, poniewaz kaz-

da liczba w nawiasie jest réwna 1 lub —1. Ponadto, jezeli a,, jest najwigksza liczba
w zbiorze A, to dla d = a,, wyrazenie przyjmuje, warto$¢ 1 czyli nasza suma jest
réwna co najmniej p(a,) > 0.

1. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Udowodnié, ze p? | 2P — 2 wtedy,
i tylko wtedy, gdy licznik ulamka

i+i+ e
(r—2)(p—1)

-2 3-4
w postaci nieskracalnej jest podzielny przez p.

Rozwiazanie:

p

Skorzystamy ze znanego lematu % = (—1)k1! (k)% (mod p). Mamy

pTil 1 _PTil 1 1 _pfl o ]__2;0_2
Zzlmig(@z—l) 22)_;()]0 (mod p).



Stad teza.

2. Niech f:R — R bedzie funkcja spelniajaca nieréwnosci
f(@)f(y) = flzy),

flz+y) > flx)+ fly)

dla dowolnych dodatnich liczb wymiernych z, y. Wykazaé, ze jezeli f(a) = a dla pew-
nej wymiernej liczby a > 1, to f(z) = z dla wszystkich dodatnich liczb wymiernych
x.

Rozwigzanie:

Niech Qs ¢ i Z~( oznaczaja odpowiednio zbiér dodatnich liczb wymiernich i zbiér
dodatnich liczb catkowitych. Oznaczmy pierwsza nieréwnosé z tresci przez (1), a
druga przez (2). Podstawiajac do pierwszej nieréwnosci x = 1,y = a dostajemy
f(1) > 1. Ponadto za pomoca prostego rozumowania indukcyjnego dla (2) dostajemy
f(nz) > nf(x) dla wszystkich x € Qs oraz n € Zsg. W szczegdlnosei zachodzi
f(n) = nf(1) > n. Korzystajac z (1) dostajemy f(m/n)f(n) > f(m), wiec f(q) >0
dla wszystkich ¢ € Qso. Wobec tego, korzystajac z warunku (2) wnioskujemy, ze
f jest $cidle rosnaca. Wobec tego dla wszystkich € Qs mamy f(z) > f([z]) >
[2] > x — 1 Dzieki prostej indukeji z warunku (1) dostajemy f(z)™ > f(a™), wiec
f@)™ > f(@™) > 2™ — 1, zatem dla > 1 mamy f(z) > V2™ —1. W granicy
przy n — oo dostajemy f(x) > x dla © > 1. Teraz zauwazmy, ze a”™ > f(a)™ >
f(a™) > a™. Teraz do x > 1 dobierzmy liczbe calkowita dodatnia n spelniajaca
a” —zx > 1. Wowcezas o™ = f(a") > f(x)+ f(a" —z) > 2+ (a" —z) = a" a
zatem f(x) = x dla > 1. Wreszcie dla wszystkich ¢ € Qs i n € Zs( mamy
nf(z) = f(n)f(z) = f(nz) > nf(x), skad dostajemy f(nz) = nf(x). Stad dla
m,n € Z~o mamy f(m/n) = f(m)/n =m/n, co nalezalo dowies¢.

3. Niech AD, BE, CF beda wysokosciami trojkata ostrokatnego ABC. Okrag
wpisany w trojkat ABC' jest styczny do BC, CA, AB odpowiednio w punktach
K, L, M. Niech proste Iy, l2, I3 beda symetrycznymi obrazami prostych EF, F'D,
DFE odpowiednio wzgledem prostych LM, M K, K L. Udowodnié, ze proste [y, I3, I3
wyznaczaja trojkat, ktorego wierzcholki lezg na okregu wpisanym w trojkat ABC.

Rozwigzanie:
Rozwiazanie http://artofproblemsolving.com/community/c6h56931p351094.

4. Zbiér 2 jest takim podzbiorem zbioru {0,1,2}", ze dla dowolnych réznych
a,b € 2 istnieje takie 1 < i < n, ze b; = a; + 1 (mod 3). Wykazaé, ze || < 2™.

Rozwiazanie:

Dla kazdego a € 2 okreslamy wielomian n zmiennych

n

falz1, 2, ... xy) = H(ai +1—ua;)

i=1
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nad cialem trzyelementowym. Zauwazmy, ze kazdy z wielomianéw f, jest kombina-
cja liniowg wielomianéw postaci {252 ...z, gdzie a1, aa, ..., a, € {0,1}. Wobec
tego wymiar podprzestrzeni rozpigtej przez wektory f, wynosi co najwyzej 2". Za-
uwazmy jednak, ze dla dowolnych a,b € 2, gdzie a # b mamy f,(b) = 0 oraz
fa(a) # 0. Stad wielomiany f, sa liniowo niezalezne, czyli jest ich nie wigcej niz
wymiar podprzestrzeni rozpietej przez te wielomiany, czyli || < 2™.
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Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 3, ze da sie tak pokolorowaé
przekatne i boki n-kata foremnego uzywajac n réznych koloréw, ze dla dowolnych
trzech parami réznych koloréw istnieje trojkat o wierzchotkach w wierzchotkach wie-
lokata i bokach tych koloréw.

Rozwigzanie:

Zalézmy, ze dla pewnego n mamy takie kolorowanie. Zauwazmy, ze jest () mozli-
wych tréjkatow i () mozliwych zestawéw koloréw, zatem kazdy zestaw koloréw musi
wystapi¢ dokladnie raz. Wezmy pewien konkretny kolor c. Jest ("51) zestawow kolo-
row, ktére go zawieraja, wiec musi by¢ tez tyle trojkatow ktére go zawieraja. Kazda
krawedZ w kolorze ¢ generuje doktadnie n — 2 tréjkatéw zawierajacych ten kolor,

("2 _

zatem musi by¢ dokladnie =25 = ”T’l krawedzi w tym kolorze. Dla n parzystego
daje nam to od razu sprzecznosé.
Rozwazmy teraz n nieparzyste i nadajmy naszym wierzchotkom numery 0,1, ..., n—

1. Rozwazmy kolorowanie, ktére krawedzi (4, j) przypisuje kolor i +j (mod n). Wy-
kazemy, ze to kolorowanie spelnia warunki zadania. Zalézmy, ze pewne dwa trdjka-
ty maja ten sam zestaw koloréw. Istnieja wiec takie permutacje ich wierzchotkow
(@1, 9, x3) oraz (Y1, y2,ys), ze pary krawedzi (z;, ;) oraz (y;,y;) dlal <i<j<3
maja ten sam kolor. Mamy wiec 1 + x2 = y1 + y2 (mod n), z1 + 23 = y1 + ys
(mod n), x2 + x3 = y2 + y3 (mod n). Dodajac dwie pierwsze z tych réwnosci i
odejmujac trzecia, otrzymujemy 2x; = 2y; (mod n). Wykorzystujac nieparzystosé
n, dostajemy wiec 1 = y; (mod n). Analogicznie pokazujemy z3 = yo (mod n) i
x3 = y3 (mod n), zatem te dwa tréjkaty musza byé réwne.

2. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Udowodnié, ze wielomian

r oz "
W"(x):1+ﬂ+§+'”+ﬁ’

ma doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty, gdy n jest liczba nieparzysta i nie ma
pierwiastkow rzeczywistych, gdy n jest liczba parzysta.

Rozwigzanie:
Rozwiazanie Zauwazmy, ze W, () = Wy(x). Tez¢ zadania udowodnimy in-
dukecyjnie. Dla n = 0 teza jest prawdziwa. Dla n > 0, jest n jest nieparzyste,

to z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze W/ (z) = W,_1(z) > 0, wiec W,, jest $ci-
Sle rosnacy, co oznacza, ze ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty. Z kolei dla n
parzystego, na mocy zalozenia indukcyjnego W, _1 ma jeden pierwiastek rzeczywi-
sty - nazwijmy go zg. Skoro W) (z) = W,,_1(z), oraz W, _; jest écidle rosnacy, to
W, jest malejacy na przedziale (—oo, x| oraz rosnacy na przedziale [zg, +00). Ale
Wi(xo) = Wh—1(xo) + %6: > 0. Wobec tego Wy, (x) > 0 dla wszystkich z € R.

3. Alicja i Bob graja w gre na szachownicy n x n, gdzie n jest liczba nieparzysta.
Alicja stawia kotka, a Bob krzyzyki. Na poczatku wszystkie pola sg puste, tylko w
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lewym dolnym rogu jest kétko, a w prawym gérnym jest krzyzyk. Zaczyna Alicja.
Ruch gracza polega na postawieniu swojego znaczka na wolnym polu sasiadujacym
przez krawedZ z polem, na ktérym jest juz postawiony jego znaczek. Gdy gracz
nie moze wykonaé¢ ruchu, to traci go. Gra konczy sie, gdy zaden z graczy nie moze
wykonaé ruchu. Gre wygrywa ten gracz, ktory wykonal wiecej ruchéow. Rozstrzygnij,
ktoéry z graczy posiada strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie:

Skoro n jest nieparzyste, to zawsze ktorys z graczy wygrywa. Gdyby istniala stra-
tegia wygrywajaca dla Boba, to Alicja moglaby zapewnié sobie zwycigstwo kopiujac
strategie Boba, tzn. wykonujac dowolny pierwszy ruch, a nastepnie ruchy wykony-
waé zgodnie ze strategia Boba, zapominajac o pierwszym ruchu. Zatem strategie
wygrywajaca ma Alicja.

4. Kazda liczbe naturalng pomalowano na jeden z dwdéch koloréw. Dowieéé, ze
dla kazdej liczby naturalnej n istniejg rézne liczby naturalne a, b > n takie, ze liczby
a,b,a + b sa jednego koloru.

Rozwigzanie:

Przypusémy nie wprost, ze nie istniejg takie liczby a,b > n, ze a,b i a + b sa
jednego koloru. Nazwijmy kolory czerwony i niebieski. Bez straty ogélnosci niech
n + 1 bedzie czerwone. Istnieja co najmniej 2 liczby czerwone wieksze od 2n + 2,
w przeciwnym wypadku od pewnego momentu wszystkie liczby bylyby niebieskie i
teza bylaby spelniona. Niech a > b beda liczbami czerwonymi i niech b > 2n + 2.
Zatem liczby b+ a,b — (n + 1), (n + 1) 4+ a sa niebieskie i wszystkie rézne. Jednak
(b—(n+1)+((n+1)+a) =b+ a, czyli istnieje niebieska tréjka zlozona z liczb
wiekszych od n. Sprzecznosc.

5.
Wykazaé, ze dla liczb rzeczywistych 0 < a, b, ¢ < 1 zachodzi nieréwno$c:

a . b L c
b+c+1 c+a+1 a+b+1

+(1-a)(1-b)1—c) <1

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze wyrazenie po lewej stronie jest funkcja wypukta zmiennej a. Zatem
aby je zmaksymalizowaé, wystarczy rozwazy¢ przypadki a = 0 oraz a = 1. To

samo dotyczy zmiennych b i ¢, co daje nam tacznie 8 przypadkéw do sprawdzenia.
Pozostawiamy wytrwalemu czytelnikowi zweryfikowanie, ze wszystkie dzialtaja.

6. Dana jest dodatnia liczba parzysta n i niezerowe liczby catkowite kg, k1, ..., kn
takie, ze ko+k1+. . .+k, # 0. Rozstrzygnaé, czy zawsze jest mozliwe wybranie takiej
permutacji (ag,as,-..,a,) ciagu (ko, ki, ..., ky), ze wielomian a,z" + a, 12"~ ! +

...+ ag nie ma pierwiastkéw catkowitych.

Rozwiazanie:
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Bez straty ogoélnosci, zatézmy, ze wspdélczynnik a,, ma najwieksza wartosé¢ bez-
wzgledna, tzn. |k,| > |k;| dlai =0,1,...,n—1. Skoro ko+k1+...+k, #0,to k, #0

Wykazemy, ze mozna tak przepermutowaé pozostate wyrazy ciagu (ko, k1, ..., kn—1),
aby otrzymac¢ wielomian bez pierwiastkow catkowitych. Zalézmy nie wprost, ze dla
dowolnej permutacji (ag, a1, ..., a,—1) ciagu (ko, k1, ..., ky,—1) wielomian

P(z) = kpa" + ap_12" ' + ... a1z + ag
nie ma pierwiastkéw catkowitych. Wéwezas dla « takich, ze |x| > 2 mamy

P(z) = |kp2™ 4+ an_ 12"t + .. 4+ a1z + ag

> |kpz™| = |an_12"7Y = |an_22™ 2| — ... = |ao|
> k2™ = |knx™ 7 F kpx™ 2 — = |kl

= lkal(lal™ = o™ = ... = 1)

> 0.

Zatem jedyne pierwiastki jakie pozostaje rozwazy¢ to —1,0, 1. Biorac pod uwage, ze
ko + k1 + ...+ k, # 0, mozemy wykluczy¢ 0 oraz 1, wiec jedynym pierwiastkiem
calkowitym wielomianu jest —1. Skoro jednak mozemy dowolnie permutowac¢ wyrazy
(ko, k1,...,kn—1), to musi by¢ tak, ze kg = k1 = ... = k,—1. To jednak implikuje
P(—1) = ky, # 0 — sprzecznosé.

7. Rozstrzygnaé, czy istnieja parami rozne liczby catkowite a, b, ¢ takie, ze

q2016 | 2016 _ 2017

Rozwiazanie:

Tak, takie liczby istnieja: a = 2(22016 4 32016) p = 3(22016 4 32016) ' — (22016 4
32016).

8. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Wykazaé, ze od pewnego momentu
wszystkie wyrazy ciagu

2,92 92" 92

daja te sama reszte przy dzieleniu przez n.

P

Rozwigzanie:

Ciag z treSci mozna zdefiniowaé formula rekurencyjna: a1 = 2 oraz a;41 = 2%
dla ¢ > 1. Zdefiniujmy ponadto pomocniczy ciag {by}, gdzie by jest najwiekszym
nieparzystym dzielnikiem n, a dla ¢ > 1 b;4; jest najwiekszym nieparzystym dzielni-
kiem ¢(b;) (gdzie ¢(m) oznacza liczbe liczb naturalnych mniejszych od m wzglednie
pierwszych z m).

Chcemy pokazaé, ze dla dowolnie duzych m zachodzi a1 = ar, (mod n). Za-
piszmy n w postaci 2¥1b;, gdzie k; jest liczbg naturalna. Na mocy Chinskiego T'wier-
dzenia o resztach wystarczy wykazac, ze

Umi1 =, (mod 2F1),
Amt1 = ap  (mod by).

29



Dla odpowiednio duzych m zaréwno a,, jak i a,,41 sa takimi potegami dwdjki, ze
Ums1 = 0 = a,, (mod 2¥1). Pozostaje wiec wykazaé, ze dla odpowiednio duzych
m zachodzi ami1 = @ (mod by). Z Twierdzenia Eulera, skoro by jest wzglednie
pierwsze z 2, to 2¢(°2) = 1 (mod by), wicc

A = 201 = 20m—1 mod (1) (64 b)),

Chcemy wiec wykazaé, ze @y, = am_1 (mod ¢(by)). Skoro ¢(by) = 2¥2by, to wystar-
czy wykazaé, ze

am Qm—1 (mod 2F2),

G = am—1  (mod by).

Ponownie dla odpowiednio duzych m mamy a,, = 0 = a,,—1 (mod 2*1), wiec wy-
starczy wykazaé, ze a,, = am—1 (mod by). Kontynuujac rozumowanie az do takiego
i, ze b; = 1 dostajemy, ze wystarczy pokazad, ze dla odpowiednio duzych m zachodzi
Amt1—i = Am—; (mod b;), co jest oczywiscie prawda dla m > i. Wobec tego dla
odpowiednio duzych m mamy a,,4+1 = a,,, (mod n), co nalezalo dowiesé.

9. Dany jest szeSciokat wypuklty ABCDEF, w ktorym AC' = DF, CE = F B oraz
EA = BD. Dowieéé, ze proste laczace srodki przeciwleglych bokow tego szesciokata
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez P, (), R odpowiednio $rodki przekatnych AD, BE, CF. Przyj-
mijmy najpierw, ze dwa sposrod punktéow P, (), R pokrywaja sie; niech na przyktad
P = Q. Wtedy czworokat ABDFE jest réwnolegtobokiem. Ponadto trojkat ACE jest
przystajacy do tréjkata DF B, skad wynika, ze {EAC = < BDF. Réwnoéé ta wraz z
uzyskana zaleznoscia BD || EA dowodzi, ze odcinki AC' i DF sa réwnolegle. Ponad-
to odcinki te sg réwnej dtugosci, a zatem czworokat ACDF jest réwnoleglobokiem.
Punkt R pokrywa sie wiec z punktami P i @), skad wynika, ze jest on $rodkiem sy-
metrii sze$ciokata ABC DEF. Pozostaje zauwazy¢, ze wowczas proste taczgce srodki
przeciwlegtych bokéw szesciokata ABC DEF przechodza przez jego srodek symetrii.

Przyjmijmy z kolei, ze punkty P, @ i R sa rézne. Niech M i N beda odpowied-
nio érodkami odcinkéw AB i DE. Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa
wynika, ze odcinki PN i AE sa réwnolegle, a ponadto PN = %EA. Analogicznie
uzyskujemy zwiazki QN = %BD7 QM = %EA oraz PM = %BD. Z zaleznosci tych
oraz z réwnosci AE = BD wnioskujemy, ze PN = QM = PM = @QN, co oznacza,
ze czworokat M PN (@ jest rombem. Zatem prosta M N jest symetralng odcinka PQ).
Analogicznie dowodzimy, ze pozostale dwie proste taczace $rodki przeciwleglych bo-
kéw danego szesciokata sa symetralnymi odcinkéw QR i RP. Stad proste taczace
$rodki przeciwleglych bokéw szesciokata ABCDEF maja punkt wspélny, bedacy
$rodkiem okregu opisanego na tréjkacie PQR. O

9. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trapezie rownoramiennym ABC' D
o podstawach AB i CD. Punkty K, L, M, N lezg odpowiednio na bokach AB, BC,
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CD, DA, przy czym czworokat K LM N jest rombem. Udowodnié¢, ze punkt O lezy
na prostej K M.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez P, @, R odpowiednio $rodki odcinkéw AD, BC, K M. Wéwczas
punkty P, @ i R leza na jednej prostej — rownoleglej do podstaw trapezu ABCD.
Przez punkt L poprowadzmy prostg rownolegla do podstaw trapezu ABC D, prze-
cinajaca odcinek AD w punkcie S. Poniewaz punkt R jest Srodkiem przekatne;
KM rombu KLMN, wiec jest on réwniez $rodkiem drugiej przekatnej tego rom-
bu, czyli odcinka N L. Zatem z réwnolegloéci prostych PR i SL wnioskujemy, ze
NP = PS. Punkt P jest srodkiem odcinka AD, wiec OP 1. AD. Ta wlasnosé, réw-
nos¢ NP = PS oraz fakt, iz punkt O lezy na symetralnej odcinkéw AB, CD i LS
daja ON = OS = OL. Stad wynika, ze punkt O lezy symetralnej odcinka N L, czyli
na prostej K M. O

11. Wewnatrz wielokata wypuktego A1 A, ... A, lezy taki punkt P, ze jego rzuty
Py, P, ..., P, odpowiednio na proste Ay Ay, AsAs, ... A, Ay znajduja sie wewnatrz
bokoéw wielokata. Dowiedé, ze dla dowolnych punktéw Xi, Xs, ..., X, lezacych od-
powiednio wewnatrz odcinkéw A; Ag, AxAs, ... A, Ay zachodzi nieréwnosé

X1X> XoX X, X
m { 1A2 243 1}>1.

PP, PP’ PPy
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
PA;
PP =X X1 ——,
14 i+1 143 i+1 2RAiX1-Xi+1

gdzie Rxyz oznacza promien okregu opisanego na trojkacie XY Z. Pokazemy, ze
dla pewnego k punkt P lezy wewnatrz okregu opisanego na tréjkacie A Xy Xp11.
Istotnie zal6zmy, Ze nie istnieje takie k. Wtedy <lXiPXi+1 < 180 — <lXiAiXi+1 dla
kazdego 1 < i < k. Wiec

360° = > FX;PXip1 < Y 180° — $X;A; X, 1 = 360°,
=1 =1

XpXpt1 S

Sprzecznos¢. Biorac k jak wyzej wiemy, ze PAy < 2Ra, x,x,.,, Wigc
Py Pytq

1.
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10.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona

Kapitana.

W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiagzuja 11 zadan dostarczonych
przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga
faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy tablicy
rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybiera-
ny przez druzyne wywotujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wylosowana
tuz przed rozgrywka.

Druzyna wywotana do rozwigzania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie.
Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotane;j.

Jesl druzyna wywolana przyjmuje zadanie...
Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwiazanie przy tablicy,
wyznacza Kapitan druzyny przeciwne;j.

Zawodnik moze byé wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego
druzyny zakonczy! referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wy-
znaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do referowania
wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego zastepce.

Osoba referujaca nie moze korzystaé¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja
druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé lub przerywaé referujace-
mu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolng licz-
be razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wowczas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej
zmianie w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wynosi 10 mi-
nut. Po uptywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosié¢ o stresz-
czenie dalszej czedci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zalez-
nosci od tego, czy rozwiagzanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnos$é
i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwigzania zostalo zakon-
czone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub
kompletnosci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzeze-
nia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na bledy lub luki
dyskwalifikujace rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci
rozwigzania na zasadach okreslonych w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu
druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktow.
Druzyna, ktéra przedstawila poprawne rozwiazanie, otrzymuje co najmniej
7 punktow. Jury ma prawo zadacé pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwigzanie
zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw, jezeli
zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktéw
w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ druzynie przeciwnej
punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym rozwiazaniu. Jury ma
prawo zadaé¢ pytania referujagcemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy si¢ po wywolaniu 8 zadan. W przypadku remisu wywoluje
sie¢ dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze nalozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgodne
z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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