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1. OM POLISH MATHEMATICAL OLYMPIAD

Zadanie 1 (65 OM, 1 etap). Dane sa trzy rézne liczby caltkowite a,b,c > 1 spel-
niajace warunek NWD(a, b, ¢) = 1. Znalez¢ wszystkie mozliwe wartosci liczby

NWD(a?b + b*c + c*a, ab® + bc® + ca®,a + b + c).
Let a,b,c > 1 be distinct integers such that ged(a,b,¢) = 1. Find all possible

values of
ged(a?b + b%c + c2a, ab® + bc? + ca®,a + b+ c).

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 2

Zadanie 2 (65 OM, 1 etap). Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f okre$lone na zbiorze
liczb catkowitych i przyjmujace wartosci catkowite, spelniajace warunek

fla+b)° = f(a)’ = f(b)* = 3f(a) f(b) f(a+D)
dla kazdej pary liczb catkowitych a, b.
Find all functions f: 7 — 7 such that

fla+0)* = f(a)® = f(b)* = 3f(a) f(0) f(a+b)
for all integers a, b.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 5

Zadanie 3 (65 OM, 1 etap). Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB # AC. Okrag o
wpisany w ten trdjkat jest styczny do bokow BC, C'A, AB odpowiednio w punktach
D, E, F. Punkt M jest érodkiem odcinka FF. Okrag o $rednicy M D przecina okrag
o w punktach D i P oraz przecina odcinek FF w punktach M i Q. Wykazaé, ze
prosta PQ potowi odcinek AM.

Let ABC' be a triangle with AB # AC. The incricle o is tangent to sides BC,
CA, AB at points D, E, and F, respectively. Suppose that M is the midpoint
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of segment EF. Circle with diameter M D intersects o at points D and P, and
moreover intersects segment EF at M and Q. Prove that PQ bisects segment AM.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 11

Zadanie 4 (65 OM, 2 etap). Okregi 01 1 09, styczne do pewnej prostej odpowiednio
w punktach A i B, przecinaja sie w punktach X i Y, przy czym punkt X lezy blizej
prostej AB niz punkt Y. Prosta AX przecina okrag oo w punkcie P réznym od X.
Styczna do okregu o, w punkcie P przecina prosta AB w punkcie Q). Wykazaé, ze
4XYB = 4BYQ.

Clircles 01 and o9 tangent to some line at points A and B, respectively, intersect at
points X andY (X is closer to the line AB). Line AX intersects oo al point P # X.
Tangent to oy at point P intersects line AB at point Q. Prove that XY B =
IBY Q.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 5
Zadanie 5 (65 OM, 3 etap). W tréjkacie ostrokatnym A BC' punkt D jest spodkiem
wysokosci opuszczonej z wierzchotka A, a punkty M i N sa rzutami prostokatnymi
punktu D odpowiednio na boki AB i AC. Proste M N oraz AD przecinaja okrag
opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach P, () oraz A, R. Dowies¢, ze
punkt D jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat PQR.

In acute triangle ABC, segment AD is a height. Points M and N are foot of
perpendiculars from D to AB and AC, respectively. Lines M N and AD intersect
circumcircle of ABC' at points P, Q and A, R, respectively. Prove that D is incenter
of triangle PQR.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 6

Zadanie 6 (66 OM, 1 etap). Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktéorym AB #
AC. Punkty F i F sa spodkami wysoko$ci tego trojkata opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkéw B i C. Punkty M i N sg srodkami odpowiednio odcinkéw BC'i EF,
a punkt @ jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie AM N. Dowiesé, ze proste
AQ 1 BC sa réwnolegte.

Let ABC be an acute triangle in which AB # AC. Segments BE and C'F are
its altitudes. Let M and N be midpoints of BC' and EF, respectively and denote by
Q the circumcenter of triangle AMN. Prove that AQ and BC' are parallel.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 4

Zadanie 7 (66 OM, 1 etap). Dany jest trojkat ABC, w ktérym kat przy wierz-
chotku C' jest prosty. Punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka
C, a okrag wpisany w dany tréjkat jest styczny do bokéw AB i AC odpowiednio
w punktach E i F. Wykazaé, ze punkt przeciecia wysokosci trojkata AEF jest
$rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ACD.

Let ABC be a triangle with right angle in C'. Suppose that CD is its altitude and
incircle is tangent to AB and AC at E and F, respectively. Prove that orthocenter
of triangle AEF coincide with incenter of triangle ACD.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 6

Zadanie 8 (66 OM, 1 etap|). Dany jest tréjkat ABC, w ktérym BC < CA < AB.
Okrag wpisany w ten tréjkat jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio w
punktach D, F i F, a punkty K, L i M sa srodkami odpowiednio bokéw BC, C'A i
AB. Proste DE i KL przecinaja si¢ w punkcie P, a proste DF i KM — w punkcie
Q. Dowiesé, ze punkty A, P i Q leza na jednej prostej.

Let ABC' be a triangle in which BC < CA < AB. Suppose that its incircle is
tangent to BC, CA and AB at D, E and F, respectively. Moreover, denote by K,
L and M midpoints of BC, C' A and AB, respectively. Lines DE and K L intersect
at P, while lines DF and KM intersect at Q. Prove that A, P and ) are collinear.
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Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 11

Zadanie 9 (67 OM, 1 etap). W trojkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu
wpisanego. Prosta Al przecina odcinek BC' w punkcie D. Symetralna odcinka AD
przecina proste BI oraz C'I odpowiednio w punktach P i Q). Dowiesé, ze wysokosci
trojkata PQD przecinaja si¢ w punkcie I.

Let I be incenter of triangle ABC. Let Al intersects segment BC' at D. Per-
pendicular bisector of segment AD intersects BI and CI at P and Q, respectively.
Prove that point I is an orthocenter of triangle PQD.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 8

Zadanie 10 (67 OM, 3 etap). Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat
ABC. Prosta Al przecina prosta BC' w punkcie D oraz okrag opisany na trojka-
cie ABC w punkcie S # A. Punkt K jest $rodkiem okregu wpisanego w trdjkat
DSB, a punkt L — w trojkat DSC. Punkt P jest odbiciem symetrycznym punktu
I wzgledem prostej K L. Wykazacé, ze kat BPC jest prosty.

Let I be an incenter of triangle ABC'. Suppose that Al intersects BC' and cir-
cumcircle of triangle ABC' at D and S # A, respectively. Let K, and L be incenters
of triangles DSB, and DCS. Let P be a reflection of I with the respect to KL.
Prove that BP 1 CP.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 6

Zadanie 11 (68 OM, 1 etap). Odcinki AD, BFE sa wysokoSciami trjkata ostrokat-
nego ABC. Punkt M jest srodkiem odcinka AB. Punkty P, @ sa symetryczne do
punktu M odpowiednio wzgledem prostych AD, BE. Wykazaé, ze srodek odcinka
DE lezy na prostej PQ.

Segments AD and BE are altitudes of an acute triangle BC. Let M be the
midpoint of AB. Points P and Q are symmetric to M with respect to AD and BE,
respectively. Prove that midpoint of DE lies on PQ.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 3

Zadanie 12 (68 OM, 1 etap). Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i CD.
Symetralna boku AD przecina odcinek BC' w punkcie E. Prosta réwnolegta do pro-
stej AFE, przechodzaca przez punkt C, przecina odcinek AD w punkcie F. Dowiesé,
ze SAFB = 4CFD.

Let ABCD be a trapezoid with bases AB and CD. Let perpendicular bisector
of AD intersects BC' at E. Suppose that line parallel to AE passing through C,
intersects AD at F. Prove that YAFB = <CFD.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 7

Zadanie 13 (68 OM, 1 etap). Odcinek AD jest wysokosScia trojkata ostrokatnego
ABC. Punkt FE jest rzutem prostokatnym punktu D na prostg AB, a punkt F jest
rzutem prostokatnym punktu D na prostg AC. Punkt M jest srodkiem odcinka
AB, a N — $rodkiem odcinka AC. Proste M F, EN przecinaja sic w punkcie S.
Dowiesé, ze srodek okregu opisanego na trojkacie ABC' lezy na prostej SD.

Let AD be the altitude of an acute triangle ABC. Points E and F are feet of
perpendiculars dropped from D to AB and AC, respectively. M and N are midpoints
of segments AB and AC. Lines M F and EN intersect each other at S. Prove that
circumcenter of ABC' lies on SD.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 11

Zadanie 14 (68 OM, 2 etap). W trdjkacie ostrokatnym ABC dwusieczna kata
BAC przecina bok BC' w punkcie D. Punkty P i ) sa rzutami prostokatnymi
punktu D odpowiednio na proste AB i AC. Dowiesé, ze pole trojkata APQ jest
rowne polu czworokata BCQP wtedy i tylko wtedy, gdy srodek okregu opisanego
na tréjkacie ABC lezy na prostej PQ.
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In an acute triangle ABC' the bisector of angle BAC intersects BC' at D. Points
P and Q are orthogonal projections of D on lines AB and AC'. Prove that APQ
and BCQP have equal areas if and only if the circumcenter of ABC' lies on PQ.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 2

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 15 (68 OM, 3 etap). Punkty P i @ leza odpowiednio na bokach AB i
AC tréojkata ABC, przy czym spelniona jest rowno$é¢ BP = CQ. Odcinki BQ i CP
przecinaja sie w punkcie R. Okregi opisane na tréjkatach BPR i CQR przecinaja
sie ponownie w punkcie S r6znym od R. Udowodnié, ze punkt S lezy na dwusiecznej
kata BAC.

Let ABC' be a triangle. Points P and Q lie on the sides AB and AC, respecti-
vely, such that BP = CQ. Segments BQ and CP intersect each other at R. The
circumcircles of triangles BPR and CQR intersect each other again at a point S
distinct from R. Prove that S lies on the bisector of angle BAC.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 1

Zadanie 16 (68 OM, 3 etap, [KVANT M2624). Liczby catkowite a1, ag, ..., an
spelniaja nieréwnosci
<o <as<...<ay < 2a7.

Udowodnié, ze jedli m jest liczbg réznych dzielnikow pierwszych iloczynu aias . . . ap,
to

m—1

(ar1a2...a,) > (nh)™.

Integers ay,as, ..., a, satisfy
<o <as<...<ay < 2aq.
If m is the number of distinct prime factors of ajas ... a,, then prove that

(araz...an)™ " > (n)™.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 3

Zadanie 17 (69 OM, 1 etap). Na plaszczyZnie dany jest tréjkat Ay As As. Przyj-
mujac A4 = A; oraz A; = As, definiujemy punkty X; oraz Y; dla t = 1,2,3
nastepujaco. Niech T'; bedzie okregiem dopisanym do trojkata A; As Az i stycznym
do boku Ayy1Atya, zas$ Iy bedzie jego srodkiem. Niech P; i @ beda odpowiednio
punktami stycznosci I'y z prostymi A; A1 oraz Ay A o. Wowezas X, 1Y, sa odpo-
wiednio punktami przeciecia prostej P;Q¢ z prostymi Iy Ay oraz I Ayyo. Wykazad,
ze punkty X1, Y7, Xs, Y2, X3, Y3 leza na jednym okregu.

Let Ay A5 A3 be a triangle. Assuming Ay = Ay and As = As, define points X
and Yy fort =1,2,3 in the following way: Let Ty be the excircle of triangle A1 As A
tangent to Ayy1Ai1o, and let I, be its centre. Let P, and @Q; denotes tangency
points of T'y with AyAi11 and AiAyyo, respectively. Then Xy and Yy are points of
intersection of PQy with lines It Ayy1 and I Ay o, respectively. Prove that Xq, Y7,
Xo, Yo, X3, Y3 lie on one circle.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 11

Zadanie 18 (69 OM, 2 etap). Dana jest dodatnia liczba calkowita n, ktéra z
dzielenia przez 8 daje reszte 4. Liczby

1=Kk <k <...<kpn=n

sa wszystkimi dodatnimi dzielnikami liczby n. Udowodnié, ze jedli liczba 1 < ¢ <
m — 1 nie jest podzielna przez 3, to k;11 < 2k;.
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Let n be a positive integer, which gives remainder 4 of dividing by 8. Numbers
1 =k < ke < ... < kyn = n are all positive divisors of n. Show that if i €
{1,2,...,m — 1} isn’t divisible by 3, then k;1q1 < 2k;.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 2

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 19 (69 OM, 2 etap). Symetralna boku BC przecina okrag opisany na
trojkacie ABC w punktach P i @, przy czym punkty A i P leza po tej samej
stronie prostej BC. Punkt R jest rzutem prostokatnym punktu P na prosta AC.
Punkt S jest srodkiem odcinka AQ. Wykazaé, ze punkty A, B, Ri S leza na jednym
okregu.

The perpendicular bisector of side BC' intersects circumcircle of triangle ABC
at points P and Q (points A and P lie on the same side of line BC'). Point R is
an orthogonal projection of a point P on line AC. Point S is the midpoint of AQ.
Prove that points A, B, R, S lie on one circle.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 3

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 20 (69 OM, 2 etap). Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i CD,
przy czym okrag o $rednicy BC jest styczny do prostej AD. Udowodnié, ze okrag
o $rednicy AD jest styczny do prostej BC.

Let ABCD be a trapezoid with bases AB and CD. Circle with diameter BC' is
tangent to line AD. Prove, that circle with diameter AD is tangent to line BC.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 4

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 21 (69 OM, 3 etap)). Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB <
AC'. Dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie D. Punkt M jest Srodkiem
boku BC'. Udowodnié, ze prosta przechodzaca przez $rodki okregdéw opisanych na
trojkatach ABC 1 ADM jest réwnolegla do prostej AD.

Let ABC be an acute triangle in which AB < AC'. The bisector of angle BAC
intersects BC at D. Point M is the midpoint of BC'. Prove that the line passing
through centers of circumcircles of triangles ABC and ADM 1is parallel to AD.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 1

Zadanie 22 (70 OM, 1 etap). Wysokosci nieréwnoramiennego, ostrokatnego tréj-
kata ABC przecinaja sie w punkcie H. Punkt S jest érodkiem tego tuku BC' okregu
opisanego na tréjkacie BC H, ktéry zawiera punkt H. Wyznaczy¢ miare kata BAC,
jesli spelniona jest réwnosé AH = AS.

Let H be the orthocenter of aa scalene triangle ABC. Let S be the midpoint of
arc BC' of circumcircle of triangle BC H , which does not contain H. Find the angle
BAC under the condition AH = AS.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 2

Zadanie 23 (70 OM, 1 etap). Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD.
Punkty P i Q leza na ramionach BC i AD, przy czym <APB = SCPD oraz
JAQB = $CQD. Udowodnié, ze symetralna odcinka PQ przechodzi przez punkt
przeciecia przekatnych trapezu ABCD.

Let ABCD be a trapezoid with bases AB and CD. Let P and Q be points on
segments BC and AD such that $APB = SCPD and SAQB = <CQD. Prove
that perpendicular bisector of PQ passes through the intersection point of diagonals
of ABCD.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 7

Zadanie 24 (70 OM, 1 etap). Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1, dla kté-
rych w pola kwadratowej tablicy o wymiarach n X n mozna tak wpisa¢ parami rézne
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kwadraty liczb catkowitych, by suma liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
tablicy byla kwadratem liczby catkowitej oraz te 2n sum bylo parami réznych.
Find all integers n > 1, for which there exists a table n x n whose entries contain
pairwise distinct perfect squares, sum of numbers in any column and row is a perfects
square and these 2n sums are pairwise distinct.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 8

Zadanie 25 (70 OM, 2 etap). Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty
Ky, Ko leza wewnatrz boku AB, punkty Lq, Lo leza wewnatrz boku BC, punkty
My, My leza wewnatrz boku C'D, oraz punkty Ny, Ny leza wewnatrz boku DA,
przy czym punkty Ky, Ko, Ly, Lo, My, My, Ny, Ny sa parami roézne i leza w tej
kolejnosci na jednym okregu w. Niech a, b, ¢, d beda odpowiednio dlugosciami tukéw
NoKq, KoLy, LoM,y, MsN7 okregu w, nie zawierajacych punktéw Ko, Lo, My, No
odpowiednio. Wykazaé, ze a +c = b + d.

A cyclic quadrilateral ABC'D s given. Points K1, Ko lie on the segment AB,
points L1, Ly on the segment BC, points My, My on the segment C'D and points
N1, Ny on the segment DA. Moreover, points K1, Ko, Ly, Lo, My, My, Ny, N5 lie
on a circle w in that order. Denote by a, b, ¢, d the lengths of the arcs No K1, KoLy,
LoMy, MsNy of the circle w not containing points Ko, Lo, My, No, respectively.
Prove that a +c¢=b+d.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 1

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 26 (70 OM, 2 etap)). Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a1, ao, . . ., an
(n = 3), ze nie istnieje liczba calkowita m > 1 dzielaca kazda z nich. Ponadto, jesli

oznaczymy s = ai+ag+...+ay, to kazda z liczb ay, aq, .. ., a, dzieli s. Udowodni¢,
ze liczba 5"~ 2 jest podzielna przez aias ... ay.

Let ay,as,...,a, (n > 3) be positive integers such that ged(ay,as, ... a,) =1
and for each i € {1,2,...,n} we have a; | a1 +az+ ...+ a,. Prove that ajas . ..a,

divides (a1 + ag + ...+ a,)" 2.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 4
Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 27 (70 OM, 2 etap)). Punkt X lezy wewnatrz tréjkata ostrokatnego ABC,
przy czym
JBAX =24XBA oraz IXAC =29ACKX.

Punkt M jest srodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry
zawiera punkt A. Dowie$é, ze XM = X A.
Let X be a point lying in the interior of the acute triangle ABC such that

IBAX =23XBA and <JIXAC =2YACKX.

Denote by M the midpoint of the arc BC of the circumcircle ABC' containing A.
Prove that XM = X A.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 6

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 28 (70 OM, 3 etap). Punkty X i Y leza odpowiednio wewnatrz bokdéw
AB i AC tréjkata ostrokatnego ABC, przy czym AX = AY oraz odcinek XY
przechodzi przez ortocentrum tréjkata ABC. Proste styczne do okregu opisanego
na tréjkacie AXY w punktach X i Y przecinaja sie¢ w punkcie P. Dowie$é, ze
punkty A, B, C, P leza na jednym okregu.

Let ABC' be an acute triangle. Points X and Y lie on the segments AB and
AC, respectively, such that AX = AY and the segment XY passes through the
orthocenter of the triangle ABC'. Lines tangent to the circumcircle of the triangle


https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_1r.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_2.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_2r.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1871275p12694514
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_2.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_2r.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1871284p12694575
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_2.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_2r.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1871288p12694610
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_3.pdf
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AXY at points X and Y intersect at point P. Prove that points A, B, C, P are
concyclic.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 1

Zadanie 29 (70 OM, 3 etap)). Dane sa dodatnie liczby calkowite n, k, ¢ oraz taka
réznowartosciowa funkcja o o argumentach i wartosciach w zbiorze {1,2,...,n}, ze
dla kazdej liczby = € {1,2,...,n} liczba o(x) — x jest réwna k lub —¢. Dowiesé, ze
liczba n jest podzielna przez k + £.
Let n, k, € be positive integers and o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} an injection
such that o(z) — x € {k,—{} for all x € {1,2,...,n}. Prove that k + ¢ | n.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 4

Zadanie 30 (71 OM, 1 etap). Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest wpisany
w okrag . Punkt M jest srodkiem tego tuku CD okregu €2, na ktérym nie lezy
punkt A. Niech w bedzie okregiem o srodku M stycznym do prostej AD. Punkt X
jest jednym z punktow przeciecia prostej C'D z okregiem w. Udowodnié, ze prosta
styczna do okregu w w punkcie X przechodzi przez srodek odcinka AB.

Let ABCD be a trapezoid with bases AB, CD and with circumscribed circle 2.
Let M be the midpoint of arc CD of ), which does not contain A. Consider circle
w with centre M and tangent to line AD. Let X be an intersection point of w and
CD. Prove that tangent to w at X bisects segment AB.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 4

Zadanie 31 (71 OM, 1 etap). Czworokat ABCD jest opisany na okregu, przy
czym BC = 2AB. Symetralna boku BC' oraz dwusieczna kata DC B przecinaja sie
w punkcie X. Wykazaé, ze proste AX i BD sa prostopadte.

Let ABCD be a circumscribed quadrilateral with BC' = 2AB. Suppose that per-
pendicular bisector of BC and bisector of angle DCB intersect at X. Prove that
AX and BD are perpendicular.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 9

Zadanie 32 (71 OM, 2 etap). Punkt M jest érodkiem boku BC tréjkata ostro-
katnego ABC. Okrag wpisany w tréjkat ABM jest styczny do boku AB w punkcie
D. Okrag wpisany w tréjkat ACM jest styczny do boku AC w punkcie E. Punkt
F jest taki, ze czworokat DM EF jest réwnoleglobokiem. Pokazaé, ze punkt F lezy
na dwusiecznej kata BAC.

Let M be a midpoint of side BC' of an acute triangle ABC. Suppose that incircle
of triangle ABM touches AB at D and incircle of triangle ACM touches AC' at E.
Let F' be a point such that DM EF' is parallelogram. Prove that F' lies on bisector
of angle BAC.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 3

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 33 (72 OM, 1 etap). Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB > AC. Niech
¢ bedzie prosta styczna w punkcie A do okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkt
X lezy na odcinku AB, punkt Y lezy na prostej £, przy czym AX = AY = AC
oraz punkty X i Y leza po przeciwnych stronach prostej zawierajacej dwusieczna
kata BAC. Udowodnié, ze $rodek okregu wpisanego w trojkat ABC' lezy na prostej
XY.

Let ABC be a triangle with AB > AC. Let ¢ be a line tangent to circumcircle
of ABC at A. Point X lies on segment AB, and Y lies on €, such that AX =
AY = AC, adn X, Y lie on the opposite sites of bisector of angle BAC. Prove that
incenter of triangle ABC' lies on XY.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 2


https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_3r.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_3.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om70_3r.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om71_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om71_1r.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om71_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om71_1r.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om71_2.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om71_2r.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2003386p14012759
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_1r.pdf
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Zadanie 34 (72 OM, 1 etap). Zal6zmy, ze dodatnia liczba calkowita n nie ma
zadnego dzielnika d spelniajacego nieréwnosé /n < d < /n2. Udowodnié, ze liczba
n ma dzielnik p > v/n2, ktéry jest liczby pierwsza.

Let n be a positive integer which does not have any divisor d satisfying /n <
d < V/n2. Prove that n has a prime divisor p > /n2.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 3

Zadanie 35 (72 OM, 1 etap). Dany jest trojkat réwnoramienny ABC, w kto-
rym AB = AC. Punkt I jest Srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Prosta
BI przecina AC w punkcie D. Punkt D jest srodkiem odcinka IX. Punkt O jest
$rodkiem okregu opisanego na tréjkacie BCX. Pokazaé, ze proste OD i AC sa
prostopadte.

Let ABC' be isosceles triangle with AB = AC. Let I be the incenter of ABC.
Line BI intersects AC at D. Point D is the midpoint of [ X. Let O be circumcenter
of triangle BC'X. Prove that lines OD and AC' are perpendicular.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 5

Zadanie 36 (72 OM, 1 etap)). Dane sa takie wielomiany fi, f2, f3, fa 0 wspol-
czynnikach rzeczywistych, ze suma dowolnych dwéch z nich nie ma pierwiastka
rzeczywistego. Udowodni¢, ze jesli wielomian f; 4+ fo + f3 + f4 ma pierwiastek rze-
czywisty, to co najmniej jeden z wielomianéw fi1, fa, fs, fa nie ma pierwiastka
rzeczywistego.

Let f1, fa, f3, fa be real polynomials such that sum of any two does not have a
real root. Prove that if polynomial f1 + fo + f3 + f1 has a real root, then at least
one polynomial among f1, fa, f3, fa does not have any real root.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 8

Zadanie 37 (72 OM, II etap). Punkt P lezy na boku C'D réwnolegtoboku ABCD,
przy czym {DBA = <CBP. Punkt O jest $rodkiem okregu przechodzacego przez
punkty D i P oraz stycznego do prostej AD w punkcie D. Wykazaé, ze AO = OC.
Let P be a point on segment CD of the parallelogram ABCD such that $DBA =
LCBP. Let O denotes the centre of the circle passing through D, P which is tangent
to AD at D. Prove that AO = OC.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 2

Zadanie 38 (72 OM, III etap)). Dana jest dodatnia liczba catkowita k& > 2. Niech
P1,P2,---, Pk beda k najmniejszymi liczbami pierwszymi i niech N bedzie ich ilo-
czynem. Wykazaé, ze w zbiorze {1,2,..., N} dokladnie polowa elementéw jest po-
dzielna przez nieparzyscie wiele spoérod liczb p1, ..., pr.

Let p; for i =1,2,...,k be a sequence of smallest consecutive prime numbers
(= 2, p2 =3, p3 = 3 ete.). Let N = py -pay- ... pr. Prove that in a set
{1,2,...,N} there exist exactly % numbers which are divisible by odd number of
primes pj.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 1

Dyskusja/Discussion: |AoPS
Zadanie 39 (72 OM, III etap). Niech n > 1 bedzie liczba caltkowita. Dla kazdej
pary liczb catkowitych 7, j spetniajacych 0 < ¢ < j < n dana jest liczba rzeczywista
f(i,7), przy czym spelnione sa warunki:

e f(i,1) = 0 dla wszystkich liczb calkowitych i spelniajacych 0 < i < n;
e 0< f(i,0) < 2max(f(i,7), f(J, k), f(k,1)) dla wszystkich liczb catkowitych
1,7, k,l spelniajacych 0 <i < j <k <l < n.

Udowodnié, ze
n

k=1


https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_1.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_2.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_2r
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_3.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_3r.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2518687_prove_that_there_are_exactly_n2_numbers_in_a_set
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_3.pdf

9

Let n be an integer. For pair of integers 0 < i, j < n there exist real number
f(i, ) such that:
e f(i,i) =0 for all integers 0 < i< n
e 0< f(i,1) < 2max{f(i,7), f(J, k), f(k,1)} for all integers i, j, k, | satisfy-
ing0<i<j<k<I<n.
Prove that

3

F0,n) <25 flk—1,k).
k=1

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 2
Dyskusja/Discussion: |AoPS


https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/problems/om72_3r.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2518702_f0n_leq_sum_k1nfk1k
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2. IMO(INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD))

Zadanie 40 (IMO 2020). Rozwazmy czworokat wypukly ABCD. Punkt P znaj-
duje sie wewnatrz ABC D. Spelnione sg nastepujace dwie réwnoéci proporcji:

JPAD :<PBA:<SDPA=1:2:3=<CBP:<BAP:4<BPC.
Wykazaé, ze nastepujace trzy proste przecinaja sie w jednym punkcie: dwusieczne
katéw wypuklych < ADP oraz < PCB oraz symetralna odcinka AB.

Consider the convexr quadrilateral ABCD. The point P is in the interior of
ABCD. The following ratio equalities hold:

SPAD :SPBA:$DPA=1:2:3=<CBP:4<BAP: 4<BPC.

Prove that the following three lines meet in a point: the internal bisectors of angles
SADP and <PCB and the perpendicular bisector of segment AB.
Rozwigzanie/Solution: Zadanie/Problem P1
Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 41 (IMO 2021)). Niech I' bedzie okregiem o $rodku I, a ABC'D takim
czworokatem wypuklym, ze kazdy z odcinkéw AB, BC, CD, DA jest styczny do
okregu I'. Niech 2 bedzie okregiem opisanym na trojkacie AIC. P(')lprost_a> BA prze-
cina okrag Q) w punkcie X lezacym poza odcinkiem AB, a pélprosta BC' przecina
okrag € w punkcie Z lezacym poza odcinkiem BC. Pélproste AD i Cﬁ przeci-
najg okrag 2 odpowiednio w punktach Y i T lezacych poza odcinkami AD i CD.
Udowodnié, ze

AD+ DT +TX +XA=CD+DY+YZ+ ZC.

Let T be a circle with centre I, and ABCD a convex quadrilateral such that each
of the segments AB, BC,CD and DA is tangent to I'. Let Q be the circumcircle of
the triangle AIC. The extension of BA beyond A meets Q at X, and the extension
of BC' beyond C meets Q at Z. The extensions of AD and CD beyond D meet ()
at'Y and T, respectively. Prove that

AD+ DT +TX +XA=CD+DY +YZ+ ZC.

Rozwigzanie/Solution: Zadanie/Problem P4
Dyskusja/Discussion: |AoPS

3. IMO SL(IMO SHORTLIST PROBLEMS))

Zadanie 42 (IMO SL 2020). Niech ABC'D bedzie czworokatem wpisanym w okrag.
Punkty K, L, M, N lezg odpowiednio na bokach AB, BC, CD, DA tak, ze KLM N
jest rombem oraz KL || AC i LM || BD. Niech wy, wp, we, wp beda okregami
wpisanymi w trojkaty ANK, BKL, CLM, DMN, odpowiednio. Udowodnié¢ ze
styczne wewnetrzne okregéw wa, i wo oraz styczne wewnetrzne okregéw wp i wp
przecinaja siec w jednym punkcie.

Let ABCD be a cyclic quadrilateral. Points K, L, M, N are chosen on AB, BC,
CD, DA such that KLMN is a rhombus with KL || AC and LM || BD. Let wa,
wp, wo, wp be the incircles of triangles ANK, BKL, CLM, DMN. Prove that
the common internal tangents to wa, and we and the common internal tangents to
wp and wp are concurrent.

Rozwigzanie/Solution: Zadanie/Problem G5

Dyskusja/Discussion: |AoPS


https://www.imo-official.org/problems.aspx
https://imo2020.ru
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2278651p17821635
https://www.imo-official.org/problems.aspx
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2625855_tangential_quadrilateral_and_8_lengths
https://www.imo-official.org/problems.aspx
https://www.imo-official.org/problems.aspx
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2625889_rhombus_and_insimilicenters
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4. EGMO (EUROPEAN GIRLS’ MATHEMATICAL OLYMPIAD)

Zadanie 43 (EGMO 2019). Dany jest tréjkat ABC, w ktérym <CAB > S ABC.
Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w ten trojkat. Punkt D lezy na odcinku
BC i spelnia $CAD = YABC. Okrag w jest styczny do prostej AC' w punkcie A
oraz przechodzi przez punkt I. Punkt X (X # A) jest drugim punktem przecigcia
okregu w oraz okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykazaé, ze dwusieczne katow
DAB oraz CX B przecinajg si¢ na prostej BC.

Let ABC' be a triangle such that SCAB > SABC, and let I be its incentre.
Let D be the point on segment BC' such that SCAD = SABC. Let w be the circle
tangent to AC at A and passing through I. Let X be the second point of intersection
of w and the circumcircle of ABC'. Prove that the angle bisectors of SDAB and
ICXB intersect at a point on line BC.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 3

Dyskusja/Discussion: |AoPS


https://www.egmo.org
https://www.egmo.org/egmos/egmo8/paper-day1-bg-Polish.pdf
https://www.egmo.org/egmos/egmo8/solutions-day1.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1818716p12141505
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5. MEMO (MIDDLE EUROPEAN MATHEMATICAL OLYMPIAD))

Zadanie 44 (MEMO 2016). Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB # AC. Punkty
K, L, M sa $rodkami odpowiednio bokéw BC, C'A, AB. Okrag o $érodku I wpisany
w tréjkat ABC jest styczny do boku BC w punkcie D. Prosta g, ktéra przechodzi
przez $rodek odcinka ID i jest prostopadia do prostej I K przecina prosta LM w
punkcie P. Wykazaé, ze <PIA = 90°.

Let ABC' be a triangle for which AB # AC. Points K, L, M are the midpoints
of the sides BC', CA, AB. The incircle of ABC with center I is tangent to BC' in
D. A line passing through the midpoint of ID perpendicular to IK meets the line
LM in P. Prove that <PIA = 90°.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem T6

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 45 (MEMO 2017). Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2, dla
ktorych istnieje taka permutacja xg, 1, - .., Tn—1 liczb 0,1, ... ,n—1, ze nastepujace
n liczb

Zo, LEO+£C1, ceey 1‘0+I1+...+In_1

daje parami rézne reszty z dzielenia przez n.
Determine all integers n > 2 such that there exists a permutation xo, 1, ..., Tn_1
of the numbers 0,1,...,n — 1 with the property that the n numbers

rg, To+T1, ..., To+T1+...+Tp_1

are pairwise distinct modulo n.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem T7
Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 46 (MEMO 2019). Dana jest liczba catkowita n > 3. Powiemy, ze wierz-
chotek A; (dla 1 < ¢ < n) wielokata wypuklego A1 As ... A, jest bohemski, jesli jego
odbicie wzgledem $érodka odcinka A;_1A; 11 (przyjmujemy Ag = A, i Apt1 = Ap)
lezy wewnatrz lub na obwodzie wielokata A; As ... A,,. Wyznaczy¢, w zaleznosci od
n, najmniejsza mozliwg liczbe bohemskich wierzchotkéw, jaka moze mie¢ wypukty
n-kat.

Let n > 3 be an integer. We say that a vertex A; (1 < i < n) of a convex polygon
Ay As ... A, is Bohemian if its reflection with respect to the midpoint of the segment
Ai_1Ai11 (with Ag = A,, and A, = Ay) lies inside or on the boundary of the
polygon A1 A, ... A,. Determine the smallest possible number of Bohemian vertices
a convex n-gon can have (depending on n).

Rozwigzanie/Solution: Zadanie/Problem I2

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 47 (MEMO 2019). Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB <
AC. Niech D bedzie punktem przecigcia symetralnej boku BC' z bokiem AC'. Niech
P bedzie punktem na krétszym luku AC okregu opisanego na tréjkacie ABC,
takim ze DP || BC. Wreszcie, niech M bedzie $rodkiem boku AB. Wykazaé, ze
JAPD = $MPB.

Let ABC' be an acute-angled triangle such that AB < AC. Let D be the point of
intersection of the perpendicular bisector of the side BC' with the side AC. Let P
be a point on the shorter arc AC' of the circumcircle of the triangle ABC such that
DP || BC. Finally, let M be the midpoint of the side AB. Prove that $APD =
SMPB.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem T5

Dyskusja/Discussion: |AoPS


https://www.math.aau.at/MEMO/
https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2015/08/TeamPolish.pdf
https://www.math.aau.at/MEMO2016/wp-content/uploads/2015/08/MEMO2016_Solutions-7.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1295939p6876261
http://memo2017.lmnsc.lt/files/MEMO_2017_T_pl.pdf
http://memo2017.lmnsc.lt/files/memo2017_solutions_.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1502433p8869521
https://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/static/media/i_pl.9395c35f.pdf
https://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/static/media/individual.aba51a3a.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1906046p13044135
https://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/static/media/t_pl.f40cdbb2.pdf
https://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/static/media/team.c6a5f6c7.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1906790p13049993
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Zadanie 48 (MEMO 2019). Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym
przy wierzchotku B, wpisany w okrag w. Oznaczmy przez D Srodek krotszego tuku
AB okregu c. Niech P bedzie takim punktem na boku AB, ze CP = C'D oraz niech
X 1Y beda réZznymi punktami na okregu w speliajacymi réwnosci AX = AY =
PD. Dowieéé, ze punkty X, Y i P sa wspoétliniowe.

Let ABC' be a right-angled triangle with its right angle at B and circumcircle c.
Denote by D the midpoint of the shorter arc AB of c¢. Let P be the point on the
side AB such that CP = CD and let X andY be two distinct points on ¢ satisfying
AX = AY = PD. Prove that the points X, Y, and P are collinear.

Rozwigzanie/Solution: Zadanie/Problem T6

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 49 (MEMO 2019). Niech a, b i ¢ beda dodatnimi liczbami caltkowitymi
spelniajacymi nieréwnosci a < b < ¢ < a + b. Udowodnié, ze c¢(a — 1) + b nie dzieli
cb—1)+a.

Let a, b and ¢ be positive integers satisfying a < b < ¢ < a + b. Prove that
cla—1)+b does not divide ¢(b— 1) + a.

Rozwigzanie/Solution: Zadanie/Problem T7

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 50 (MEMO 2020). Dany jest ostrokatny, réznoboczny tréjkat ABC, w
ktéorym w jest okregiem opisanym, a I jest srodkiem okregu wpisanego. Zalézmy,
ze ortocentrum H trojkata BIC lezy wewnatrz w. Niech M bedzie érodkiem diuz-
szego tuku BC' okregu w. Niech N bedzie srodkiem krotszego tuku AM okregu w.
Udowodnié¢, ze istnieje okrag styczny do w w punkcie IV oraz styczny do okregow
opisanych na tréjkatach BHI oraz CHI.

Let ABC be an acute scalene triangle with circumcircle w and incenter I. Suppose
the orthocenter H of BIC lies inside w. Let M be the midpoint of the longer arc
BC of w. Let N be the midpoint of the shorter arc AM of w. Prove that there exists
a circle tangent to w at N and tangent to the circumcircles of BHI and CHI.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem I3

Dyskusja/Discussion: |AoPS


https://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/static/media/t_pl.f40cdbb2.pdf
https://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/static/media/team.c6a5f6c7.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1906792p13050010
https://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/static/media/t_pl.f40cdbb2.pdf
https://memo2019.karlin.mff.cuni.cz/static/media/team.c6a5f6c7.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1906775p13049924
https://memo2020.memo-official.org/wp-content/uploads/2020/08/MEMO_2020_I_en.pdf
https://memo2020.memo-official.org/wp-content/uploads/2020/08/2020-08-26-MEMO-2020-Problems-solutions.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2253452p17377462
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6. BW (BALTIC WAY)

Zadanie 51 (BW 2014). W kwadracie ABC' D wpisanym w okrag w niech P bedzie
punktem lezacym na krétszym tuku AB okregu w. Ponadto niech CP N BD = R
oraz DP N AC = S. Pokazaé, ze tréjkaty ARB i DSR maja réwne pola.

Let ABCD be a square inscribed in a circle w and let P be a point on the shorter
arc AB of w. Let CPNBD = R and DPNAC = S. Show that triangles ARB and
DSR have equal areas.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 13

Zadanie 52 (BW 2016). Niech ABCD bedzie czworokatem wpisanym w okrag

takim, ze AB i C'D nie sg réwnolegle. Punkt M jest érodkiem odcinka C'D. Niech

P bedzie punktem lezacym wewnatrz ABC D takim, ze PA = PB = C'M. Pokazad,

ze proste AB, C'D oraz symetralna odcinka M P przecinaja sie w jednym punkcie.
Let ABCD be a cyclic quadrilateral with AB and C'D not parallel. Let M be the

midpoint of CD. Let P be a point inside ABC'D such that PA = PB = CM. Prove

that AB,CD and the perpendicular bisector of M P are concurrent.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 20

Zadanie 53 (BW 2017). W tréjkacie ABC mamy ¥ABC = 60°. Niech I i O
beda odpowiednio — $rodkiem okregu wpisanego i opisanego na trdjkacie ABC.
Oznaczmy przez M $rodek tuku BC' okregu opisanego na trojkacie ABC, ktéry nie
zawiera punktu A. Wyznaczy¢ kat BAC wiedzgc, ze M B = OI.

Let ABC be a triangle in which SABC = 60°. Let I and O be the incentre and
circumcentre of ABC, respectively. Let M be the midpoint of the arc BC' of the
circumcircle of ABC, which does not contain the point A. Determine < BAC given
that MB = OI.

Rozwigzanie/Solution: Zadanie/Problem 13

Zadanie 54 (BW 2019). Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite n, ze istnieje
liczba calkowita k > 2 oraz liczby calkowite dodatnie x1, xo, ..., x) takie, ze

n=x1%2 + ToT3+ ... +Tp_12r and 1+ o+ ...+ x5 = 2019.

Determine all integers n for which there exist k > 2 and positive integers x1, xs,
..., T such that

n =12y +Tox3+...+xp_ 12 and xz1+ 20+ ...+ 2 = 2019.

Rozwigzanie/Solution: |AoPS

Zadanie 55 (BW 2019). Dane jest trojkat ABC w ktérym AB = AC. Punkt
M jest érodkiem boku BC. Niech okregi o érednicach AC' i BM przecinaja sie w
punktach M i P. Niech M P przecina AB w punkcie Q. Niech R bedzie punktem
na prostej AP takim, ze QR || BP. Udowodnié, ze C' P polowi kat RC'B.

Let ABC' be a triangle with AB = AC. Let M be the midpoint of BC. Let
the circles with diameters AC and BM intersect at points M and P. Let M P
intersects AB at Q). Let R be a point on AP such that QR || BP. Prove that CP
bisects YRCB.

Rozwigzanie/Solution: |AoPS

Zadanie 56 (BW 2019). Niech ABC bedzie tréjkatem a H jego ortocentrum.
Niech D bedzie punktem lezacym na boku AC a F punktem lezacym na prostej
BC ze BC 1 DE. Udowodni¢, ze EH | BD wtedy i tylko wtedy, gdy B.D potowi
AFE.

Let ABC' be a triangle and H its orthocenter. Let D be a point lying on the
segment AC' and let E be the point on the line BC such that BC' 1. DE. Prove that
EH | BD if and only if BD bisects AE.


http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/html/?id=bw
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw14eng.pdf
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw14sol.pdf
https://matematiikkakilpailut.fi/BW2016/problems/bw2016_pl.pdf
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw16sol.pdf
http://www.balticway17.dk/BW17_POL.pdf
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw17sol.pdf
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw19eng.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1954633p13500904
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw19eng.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1954640p13500915
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw19eng.pdf
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Rozwigzanie/Solution: |AoPS

Zadanie 57 (BW 2019). Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF w ktérym AB =
AF, BC =CD, DE = EF i YABC = SEFA = 90°. Udowodnié, ze AD 1 CE.
Let ABCDEF be a convex hexagon in which AB = AF, BC =CD, DE = EF
and YABC = <EFA = 90°. Prove that AD 1. CE.
Rozwigzanie/Solution: |AoPS

Zadanie 58 (BW 2020). Dany jest trojkat ostrokatny ABC, na ktérym opisano
okrag w. Prosta £ jest styczna do w w punkcie A. Punkty X i Y sg rzutami prostokat-
nymi punktu B odpowiednio na proste £ i AC. Niech punkt H bedzie ortocentrum
tréjkata BXY. Prosta CH przecina £ w D. Wykazaé, ze BA jest dwusieczna kata
CBD.

Let ABC' be an acute triangle with circumcircle w. Let £ be the tangent line to w
at A. Let X and Y be the projections of B onto lines { and AC, respectively. Let H
be the orthocenter of BXY . Let CH intersect { at D. Prove that BA bisects angle
CBD.

Rozwigzanie/Solution:

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 59 (BW 2020). Dane sa zbiory A i B dodatnich liczb catkowitych spel-
niajace |A| > 2 oraz |B| > 2. Niech S bedzie zbiorem skladajacym si¢ z |A|+|B|—1
liczb postaci ab dla a € A oraz b € B. Udowodnié, ze istnieja parami rézne x, y,
z € S takie, ze x jest dzielnikiem liczby yz.

Let A and B be sets of positive integers with |A| > 2 and |B| > 2. Let S be a set
consisting of |A| + |B| — 1 numbers of the form ab where a € A and b € B. Prove
that there exist pairwise distinct x,y,z € S such that x is a divisor of yz.

Rozwigzanie/Solution:

Dyskusja/Discussion: |AoPS


https://artofproblemsolving.com/community/c6h1954641p13500916
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/eng/archive/bw/bw19eng.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1954642p13500917
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2342223p18895670
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2342237p18895807
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7. CzPS (CzECH-POLISH-SLOVAK MATCH))

Zadanie 60 (CzPS 2013). Tréjkat ABC jest wpisany w okrag w. Punkt P jest
srodkiem tuku BC' okregu w zawierajacego punkt A. Okrag o $rednicy C'P przecina
dwusieczna kata ¥ BAC w punktach K i L (punkty A, K, L leza w tej kolejnoéci
na prostej). Ponadto, M jest punktem symetrycznym do L wzgledem prostej BC.
Udowodnié¢, ze okrag opisany na trojkacie BK M potowi odcinek BC.

Let ABC' be a triangle inscribed in a circle. Point P is the center of the arc BAC.
The circle with the diameter CP intersects the angle bisector of angle ¥BAC at
points K, L (|JAK| < |AL|). Point M ‘s the reflection of L with respect to line BC.
Prove that the circumcircle of the triangle BK M passes through the center of the
segment BC'.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 6, Page 73

Dyskusja/Discussion: |AoPS

Zadanie 61 (CzPS 2019). W tréjkacie ostrokatnym ABC mamy AB < AC oraz
IBAC = 60°. Odcinki AD, BE, C'F sa wysokoéciami i przecinaja sie w punkcie
H. Niech K, L, M beda srodkami bokéw BC, CA, AB, odpowiednio. Pokazaé, ze
$rodki odcinkow AH, DK, EL, F'M leza na jednym okregu.

Let ABC be an acute triangle with AB < AC and <{BAC = 60°. Denote its
altitudes by AD, BE, CF and its orthocenter by H. Let K, L, M be the midpoints
of sides BC', CA, AB, respectively. Prove that the midpoints of segments AH, DK,
EL, FM lie on a single circle.

Rozwigzanie/Solution: |AoPS.

Dyskusja/Discussion: |AoPS.

Zadanie 62 (CzPS 2020). Niech ABC bedzie tréjkatem ostrokatnym. Punkt P
jest takim punktem, ze proste PB i PC sa styczne do okregu opisanego na tréjkacie
ABC. Niech X iY beda punktami lezacymi na odcinkach AB i AC, odpowiednio,
7e SXPY = 294BAC i P lezy wewnatrz trojkata AXY . Niech Z bedzie obrazem
punktu A wzgledem XY. Udowodnij, ze przy zmieniajacym sie potozeniu punktéw
X 1Y, okregi opisane na trdjkacie XY Z przechodza przez pewien staly punkt.

Let ABC' be an acute triangle. Let P be a point such that PB and PC are
tangent to circumcircle of ABC'. Let X and Y be variable points on AB and AC,
respectively, such that $XPY = 24BAC and P lies in the interior of triangle
AXY . Let Z be the reflection of A about XY . Prove that the circumcircle of XY Z
passes through a fized point.

Rozwigzanie/Solution: AoPS

Dyskusja/Discussion: AoPS

Zadanie 63 (CzPS 2021). Ciag a1, as,as, ... jest zdefiniowany nastepujaco: a; = 1
oraz dlan > 2

an—1+2 ifn—lgé{al,aQ,...,an_l};
Qp = .
an-1+3 ifn—-1€{ar,a2,...,an_1}
Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n
an < (1+V2)n.
The sequence a1, as,as, ... is defined recursively as follows: a1 = 1 and forn > 2

o Gp-1+2 ifn—l%{a17a27...,an,1};
Up = .
an—1+3 ifn—1€{ar,a2,...,an-1}.

Prove that for all positive integers n

an < (1+V2)n.


https://skmo.sk/dokumenty.php
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1520920p9084391
https://artofproblemsolving.com/community/c907196_2019_czechpolishslovak_match
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1875335p12737929
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1875335p12737929
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/reports/cps2020_pl_problems.pdf
https://skmo.sk/dokument.php?id=3880

Rozwigzanie/Solution: SKMO

Dyskusja/Discussion: AoPS
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https://skmo.sk/dokument.php?id=3881
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8. IGO (IRANIAN GEOMETRY OLYMPIAD)

Zadanie 64 (IGO 2019). Okregi wi i wy o érodkach w punktach O; 1 O2 w tej
kolejnosci, sg styczne do pewnej prostej w punktach odpowiednio A i B oraz prze-
cinaja sie w punkcie X. Styczne w punkcie X do okregéw w; i we przecinaja prosta
0105 w punktach odpowiednio K i L. Prosta BL przecina okrag ws w punkcie M,
natomiast prosta AN przecina okrag w; w punkcie N. Wykazaé, ze proste AM,
BN oraz 0102 przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Circles w1 and wo have centres O1 and Os, respectively. These two circles in-
tersect at points X and Y. AB is a common tangent line of these two circles such
that A lies on wy and B lies on ws. Let tangents to wy and wy at X intersect 0104
at points K and L, respectively. Suppose that line BL intersects wo for the second
time at M and line AK intersects wy for the second time at N. Prove that lines
AM, BN and O105 concur.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 3, Advanced

Dyskusja/Discussion: |AoPS

9. SGO (SHARYGIN GEOMETRY OLYMPIAD)

Zadanie 65 (SGO 2020). Niech ABCD bedzie trapezem réwnoramiennym o pod-
stawach AB i C'D. Udowodnié, ze $rodek cigzkosci trojkata ADB lezy na prostej
CF, gdzie F jest rzutem punktu D na AB.

Let ABCD be an isosceles trapezoid with bases AB and CD. Prove that the
centroid of triangle ABD lies on line CF, where F' is the projection of D to AB.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 4

Dyskusja/Discussion: |AoPS

10. Msz (PoL1SH PREPARATION CAMP IN MSZANA DOLNAJ

Zadanie 66 (Msz 2013). Odcinki AD, BE i C'F sa wysokoSciami trojkata ostro-
katnego ABC. Okrag przechodzacy przez punkty B i C jest styczny do prostej EF
w punkcie A’. Analogicznie definiujemy punkty B’ i C’. Wykazaé, ze proste AA’,
BB’ i CC’ przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Suppose that segments AD, BE and C'F are altitudes of an acute triangle ABC.
A circle which passes through B and C is tangent to EF at A’. Similarly we define
points B' and C'. Prove that AA’, BB’ and CC’ are concurrent.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 32, Page 36

Zadanie 67 (Msz 2013). Dany jest tréjkat ABC. Punkty O i H sa odpowiednio
$rodkiem okregu opisanego i ortocentrum tego tréjkata. Punkt D jest $rodkiem
tego tuku AC okregu opisanego na ABC, ktéry nie zawiera punktu B. Punkt S
lezy na odcinku BC, przy czym proste OS i BD sa rownolegte. Wykazaé, ze okrag
o $rednicy AS przechodzi przez $rodek odcinka HD.

Points H and O are orthocenter and circumcenter of triangle ABC' respectively.
Point D is midpoint of arc AC (which does not contain B) of circumcircle of
triangle ABC. Point S lies on line BC' and OS' || BD. Prove that midpoint of HD
lies on circle with diameter AS.

Rozwigzanie/Solution: Zadanie/Problem 3, Page 44

Zadanie 68 (Msz 2013)). Os$miokat wypukly ABCDEFGH wpisany w okrag jest
podstawsg ostrostupa ABCDEFGHS. Przekatne AE, BF, CG i DH tego o$miokata
przecinajg sie w jednym punkcie. Wykazaé, ze istnieje przekrd] plaszczyzng tego
ostrostupa majacy przeciwlegle boki réwnolegle.

The cyclic octagon ABCDEFGH is a base of pyramid ABCDEFGHS. Suppose
that diagonals AE, BF, CG and DH are concurrent. Prove that there exists section
of ABCDEFGHS which an octagon with parallel opposite sides.


https://igo-official.ir
https://igo-official.ir/events/6/
https://igo-official.ir/events/6/
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1918846p13155392
http://geometry.ru/olimp/olimpsharygin.php
http://geometry.ru/olimp/2020/zaoch_eng.pdf
http://geometry.ru/olimp/2020/zaoch_sol_eng.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2021524p14213121
https://om.mimuw.edu.pl/camps/
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
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Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 11, Page 69

Zadanie 69 (Msz 2014). Czworokat wypukly ABCD jest opisany na okregu,
ktory jest styczny do bokéw AB, BC, CD, DA odpowiednio w punktach K, L,
M, N. Okregi w1, wa, w3, wg sa wpisane odpowiednio w tréjkaty ANK, BKL,
CLM, DMN. Niech ¢1, ¢35, {3, £4 beda stycznymi zewnetrznymi odpowiednio do
par okregéw (w1, ws), (w2, ws), (ws,ws), (wg,wr), ktére sa rézne od bokéw czworo-
kata ABCD. Udowodnié, ze czworokat ograniczony przez proste €1, lo, {3, {4 jest
rombem.

Let ABCD be a circumscribed quadrilateral and suppose that its incircle is tan-
gent to AB, BC', CD, DA at points K, L, M, and N, respectively. Let wi, wa,
w3, wy be incircles of ANK, BKL, CLM and DM N, respectively. Denote by (1,
Uy, U3 and {4 exterior tangents (different then sides of ABCD) of pairs of circles
(w1, w2), (w2,ws3), (ws,ws) and (wg,w1), respectively. Prove that quadrilateral which
is bounded by £y, {2, {3 and L4 is a rThombus.

Zadanie 70 (Msz 2016). Punkt O jest srodkiem okregu w opisanego na trdjkacie
ABC, punkt K jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzcholka A, a X punktem
na pélprostej AK. Dwusieczna kata BAC przecina okrag w w punkcie D réznym od
A. Punkt M jest $rodkiem odcinka DX. Prosta przechodzaca przez O réwnolegta
do AD przecina prosta DX w punkcie N. Udowodnié, ze ${BAM = JCAN.

Let w be the circumcircle with centre O of triangle ABC. Let K be the feet of A to

line BC' and let X be an arbitrary point of AK. Suppose that bisector of angle BAC

intersects w at D # A. Denote by M the midpoint of DX. Line passing through O

and parallel to AD intersects DX at N. Prove that ¥BAM = <CAN.
Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 32, Page 46

11. MR (MATHEMATICAL REFLECTIONS))

Zadanie 71 (MR 2020). Okrag wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do bokéw
BC, CAi AB w punktach odpowiednio D, E i F. Oznaczmy przez K, L i M $rodki
odcinkéw BF, BD i BC, odpowiednio. Prosta przechodzaca przez D i réwnolegta do
dwusiecznej kata CBA przecina prosta K L w punkcie P. Udowodnij, ze PM || EF
wtedy i tylko wtedy, gdy BC = 3BD.

Let ABC be a triangle with incircle which is tangent to sides BC, CA and AB at
point D, E and F, respectively. Suppose that K, L and M are midpoints of BF, BD
and BC, respectively. The line which passes through D and is parallel to the bisector
of the angle CBA intersects KL at P. Prove that PM || EF iff BC = 3BD.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem S534, Page 2

Zadanie 72 (MR 2020). Niech A; As B1 BoC1Cs bedzie szesciokgtem wypuklym ktérego
wszystkie katy sg rozwarte. Niech

A1AsN BBy, =C, BiBoNC1Co=A i C;CyN A1 Ay = B.

Oznaczmy przez O $rodek okregu opisanego na trojkacie ABC. Przypus$émy, ze

4B,0C, = $BAC, 4C30A; = SCBA and 4A,0OB; = YACB.
Udowodnij, ze

A1As + B1 By + C1Cy < Ae By + BoCh + Ch A
Let A1 As B1BoC1Cy be a convex hexagon, in which all angles are obtuse. Let
A1AsN BBy =C, Bi1BoNCCy =A and C1CyNA1Ay = B.

Let O be the circumcenter of ABC'. Suppose that

LB,0C, = ¥BAC, 4C30A; = 4CBA and JA,0B, = SACB.


https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2016.pdf
https://om.mimuw.edu.pl/static/app_main/camps/oboz2013.pdf
https://www.awesomemath.org/mathematical-reflections/
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2020-05/mr_5_2020_problems.pdf
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2020-06/mr_5_2020_solutions_1.pdf
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2020-06/mr_6_2020_problems.pdf
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Prove that
A1As + B1 By + C105 < A3 By + ByCh + ChA;.

Rozwigzanie/Solution: |Zadanie/Problem 0539, Page 4


https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2021-01/mr_6_2020_solutions.pdf
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