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Tresci zadan

Zawody indywidualne grupy Sredniej

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD. P jest punktem przeciecia prze-
katnych tego czworokata. Wykazaé, ze:

V'Pagcp > \/Pars +\/Pcpp

gdzie Py oznacza pole figury X.

2. Niech f(n) to liczba sposobdéw, na ktére mozna zapisaé n jako sume liczb
caltkowitych dodatnich. Przyktadowo f(4) = 5, bo:

4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1

Ponadto f(0) = 1. Niech g(n) to liczba sposobéw, na ktére mozna zapisaé
n jako sume liczb catkowitych dodatnich wiekszych niz 1. Udowodnié, ze dla
n > 1 zachodzi g(n) = f(n) — f(n —1).

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskoniczony ciag liczb catkowitych dodatnich
Z1, %2, ..., ktory spelnia

Tny2 = NWD(zpy1, ) + 2018

oraz wéréd elementéw 1, oo, ... wystepuje doktadnie 102918 réznych wyrazéw.

4. Dane sa trzy niewspolliniowe punkty kratowe A, B, C' ukladu wspolrzed-
nych, takie ze dlugos$é kazdego z odcinkéw AB, BC,C A jest liczbg calkowita.
Znalez¢ najmniejsza mozliwg dtugos$é odcinka AB.

5. Znalez¢ wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba p? — p + 1 jest sze-
Scianem liczby catkowitej.

6. Prostokat R o bokach nieparzystej dlugosci jest podzielony na pewna
liczbe prostokatéw. Boki kazdego z tych prostokatéow sa liczbami catkowitymi.
Udowodnié, ze istnieje prostokat wewnatrz prostokata R, dla ktérego odleglosci
od bokéw R sa albo wszystkie parzyste, albo nieparzyste.

7. Udowodni¢, ze dla kazdego n catkowitego dodatniego liczbe 2018™ mozna
przedstawi¢ jako sume dwoch kwadratéw liczb catkowitych.



8. Dany jest trjkat ostrokatny ABC, w ktérym S ACB = 45. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, punkt H jest punktem przeciecia
wysokoéci trojkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadla do
prostej CO przecina proste AC' i BC' odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé,
ze

OK+ KH=0OL+LH

9. Znalezé¢ wszystkie pary funkcji f,h : R — R, ktére dla kazdych z,y € R
spetniajg réwnanie
f(@® +yh(z)) = ah(z) + f(zy)



Zawody indywidualne grupy starszej

1. Niech a, b, ¢, d beda liczbami calkowitymi dodatnimi, ze ad = b4 bc+ 2.
Pokazaé, ze a® + b% 4 c? + d? jest liczba zlozona.

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zlozone n, ktérych wszystkie dzielniki wiek-
sze od 1 mozna ustawi¢ na okregu w taki sposéb, aby dowolne dwa sasiadujace
dzielniki nie byly wzglednie pierwsze.

3. Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz liczby rzeczywiste a1, as, . . ., a,,
b1, bo,...,b, spelniajace warunek
(af+as+...+a2 1) +b3+...+b2—1) > (a1by +agby +... +ayb, —1)%
Wykazaé, ze af + a3 + ...+ a2 > 1.

4. Niech «, 0 i v beda miarami katéw lezacych na przeciwko bokéw a, b i
c pewnego trojkata. Pokazaé, ze

a n b N c >1 11
alb+c—a)  Blc+a—-b)  ~ya+b—c) a [ A

5. Punkt X lezy wewnatrz tréjkata ABC, przy czym
XA-BC=XB-AC=XC-AB.
Niech I, I, Is beda $rodkami okregéw wpisanych w tréjkaty odpowiednio

XBC, XCA i XAB. Wykazaé, ze proste Al;, Bly i Cl3 przecinaja sie w
jednym punkcie.

6. Dane sa dwie funkcje kwadratowe
f(x) =24+ a1z +b oraz g(x) = 2* + agx + b,
gdzie a1, ag, by, by sa liczbami rzeczywistymi. Wiadomo, ze réwnania f(g(x)) =

0 oraz g(f(x)) = 0 nie maja rzeczywistego rozwiazania. Pokazaé, ze co najmniej
jedno z réwnan f(f(x)) =01 g(g(x)) = 0 nie ma rozwiazania rzeczywistego.

7. Dane sa liczby calkowite dodatnie a, b i ¢ takie, ze

A+ +=(@-b0)*+ 10—+ (c—a)



Pokazaé, ze ab + bc + ca jest kwadratem liczby catkowite;j.

8. Punkt M jest érodkiem boku BC tréjkata ABC. Srodkowa AM przecina
okrag wpisany v w trojkat ABC, w punktach K i L. Proste przechodzace przez
K, L réwnolegle do BC przecinaja ponownie v w punktach X i Y. Niech proste
AX, AY przecinaja BC' w P i Q. Wykaza¢, ze BP = CQ.

9. Rozwiazaé¢ w liczbach catkowitych nastepujace rownanie

228 = 4 2.

10. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ i d takie, ze
ab = cd oraz a + b+ ¢+ d jest liczba pierwsza.

11. Niech S bedzie skoticzonym zbiorem punktéw na pltaszczyznie, z ktorych
zadne 3 nie sa wspoélliniowe. Dla kazdego wielokata wypuklego P o wierzchol-
kach w S niech a(P)=liczba wierzcholkéw P i b(P)=liczba punktéw z lezacych
na zewnatrz P. Odcinek,punkt i zbiér pusty uwazamy jako wielokat wypukly o
odpowiednio 2,1,0 wierzchotkach. Wykaza¢, ze dla kazdego x € R

S @ P (1 2P — 1
P

gdzie suma jest po wszystkich P o wierchotkach w S

12. Dane sg liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ci d takie, ze a+b+c+d = 4.
Pokazaé, ze
4 b4 C4 d4
> 1.
TP+ i d@r®)  @rad@td)

(a+b)(a? +b?)

13. Dany jest ciag liczb catkowitych dodatnich (ay),>1 takie, ze a; = 1,
as = 2 oraz
Gpto =2ap41 —ap +2 dlan> 1.

Pokazaé, ze dla dowolnego m > 1, liczba apam+1 jest wyrazem ciagu (ap)n>1.

14. Na bokach BC i CA tréjkata ABC' zbudowano (po jego zewnetrznej
stronie) trojkaty BCD i ACE, przy czym

AE = BD oraz <IBDC + JAEC = 180°.



Punkt F' lezy na boku AB i jest wyznaczony przez warunek

AF _ DC

FB CE’
Dowieéé, ze z odcinkéw o dlugosciach CD + CE, BC' i AC mozna zbudowaé
trojkat, ktory jest podobny do trojkata DEF.

15. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: (0,00) — (0,00) takie, ze dla dowol-
nych z,y € (0,00) zachodzi réwnosé

e f(@®)f(f(y) + fuf (@) = flzy) (F(f(=*) + F(Fy7)) -



Mecz matematyczny grupy Sredniej

1. Liczby rzeczywiste x,y, z spelniaja warunki:
t+y+2=9, z*+y*>+22=33.

Wyznaczy¢ wartosci jakie moze przyjmowac liczba zyz.

2. Niech liczby catkowite dodatnie a1, as,...,a,, ki M
spelniaja warunki:

1 1 1
—+—+...+—=%k 1 aiaz...a, = M.
al a9 Qp

Udowodnié, ze jesli M > 1 to wielomian
Plx)=M@E+1)*—(z+a)(z+a2)...(z+an)

nie ma pierwiastkéw dodatnich.

3. Znalezé¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnanie

flaf(x)+2y) = f(@®)+ fly) +z+y—1

dla kazdych x,y € R.
4. Znajdz wszystkie n calkowite dodatnie, ze 1 + |v/2n] dzieli 2n.

5. ZnajdZz wszystkie pary liczb catkowitych (a,b), ze

al + b = a® + b*.

6. Liczba p = 4k + 1 jest pierwsza. Wykaz, ze p|k* — 1.

7. Na tablicy jest napisane n > 3 liczb catkowitych dodatnich. Ruch polega
na wybraniu trzech liczb a, b, ¢ takich, ze istnieje niezdegenerowany nieréwno-
boczny tréjkat o bokach a, b, ¢ i zamianie tych liczb na a+b—c,b+c—a, c+a—0b.
Udowodnié¢, ze mozna wykonaé jedynie skonczenie wiele ruchéw.

8. Dana jest tablica o wysokosci m 1 szerokoéci n. W pola tej tablicy wpisano
liczby 1,2, ...,n, przy czym kazda z tych liczb wystepuje w doktadnie m polach



tablicy. Wykaz, ze mozna tak poprzestawiaé liczby wewnatrz kazdej z kolumn,
aby kazdy wiersz zawieral kazda z liczb 1,2,...,n.

9. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w. Rézne okregi wy, ws leza
wewnatrz w, sa styczne do w, BC i dwusiecznej kata S BAC oraz leza po tej
samej stronie prostej BC' co A. Wykaz, ze okregi wy 1 we sa styczne.

10. Dany jest trojkat ABC. I i O to odpowiednio $rodek okregu wpisanego i
opisanego. Wykaz, ze AIO < 90° wtedy i tylko wtedy, gdy AB+ AC > 2BC.

11. W trojkacie ABC niech w bedzie okregiem dopisanym stycznym do
odcinka BC'. Niech punkty D, E i F' to punkty stycznosci w odpowiednio z
prostymi BC, CA i AB. Okrag opisany na tréjkacie AEF przecina prosta BC
w P 1 Q. Niech M to $rodek odcinka AD. Wykaz, ze okrag M P(Q) jest styczny
do w.



Mecz matematyczny grupy starszej

1. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna n > 1 o nastepujacej wlasno-
$ci: Dowolna liczba n-cyfrowa zapisana trzy razy z rzedu tworzy liczbe (3n)-
cyfrowa podzielng przez n?.

2. Niech a,b, ¢ beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Pokazaé, ze istnieje
liczba catkowita dodatnia n taka, ze liczba

(a® +n)(b* +n)(c +n)

jest kwadratem liczby calkowite;.

3. Niech a, b, ¢, d, e beda réznymi liczbami calkowitymi dodatnimi, ze
a* +b* = c* + d* = €. Pokazaé, ze ac + bd jest liczba zlozona.

4. Liczby rzeczywiste nieujemne x,y,z > 0 sa takie, ze z2 + y? + 22 =
2(zy + yz + zz). Udowodnié, ze

% > {/2ryz.

5. Niech ag, a1, . ..,a, € N. Udowodnié, ze istnieja bg, b1, . ..,b, € Z takie,
ze dla kazdego 0 < ¢ < n zachodzi nieré6wnosé a; < b; < 2a; oraz

P(z)=by+ bz +...+ byz"

jest nierozkladalny w Q[x].

6. Ciag liczb rzeczywistych {a,}n>0 jest zdefiniowany nastepujaco
n
Qp—k

, =0 dla n>1.
k:OkJrl

apg = -1

Pokazaé, ze a, > 0 dlan > 1.

7. Rozstrzygnaé, czy szescian o krawedzi 100 mozna podzieli¢ na prostopa-
dtoéciany o wymiarach 1 x 1 x 5111 x 1 x 53.

8. W pokoju jest n lamp i 5 przelacznikéw przy czym kazdy przelacznik
jest podpiety do minimum jednej lampy i nie ma dwoéch tak samo dzialajacych
przetacznikow. Po wecisnieciu przetacznika wszystkie lampy polaczone z nim



zmienig stan ($wieci-nie $wieci). Na poczatku wszystkie lampy sa wylaczone.
Wykazaé, ze mozna wlaczyé¢ doktadnie 3 przetaczniki tak, ze co najmniej 2
lampy beda Swiecié.

9. Kazda liczba catkowita dodatnia zostala pomalowana na niebiesko lub
czerwono. Udowodnié, ze istnieje nieskoniczony ciag a1 < as < ... taki, ze liczby

a1 + as an +CL3
2 y A2, 2

ay, , Az, ...

sg jednego koloru.

10. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Proste Al i
BI przecinaja okrag opisany na trdjkacie ABC odpowiednio w punktach P i
Q, r6znych od A i B. Punkt F' jest takim punktem, ze czworokat CPF'Q jest
réownoleglobokiem. Dowiesé, ze jesli I # I, to proste IC i IF sa prostopadle.

11. Wewnatrz czworokata ABC D wpisanego w okrag dany jest taki punkt
P, ze
IBPC = 4BAP + 4<PDC.

Oznaczmy przez E, F, G rzuty prostokatne punktu P odpowiednio na proste
AB, AD, DC. Udowodnié, ze trojkat F'EG jest podobny do trojkata PBC.

12. Czworokat wypukly ABC'D jest opisany na okregu o promieniu r. Jaka
najwieksza mozliwa warto$¢ moze przyjac

1 1

a0z T o’
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Rozwigzania

Zawody indywidualne grypy Sredniej

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD. P jest punktem przeciecia prze-
katnych tego czworokata. Wykazaé, ze:

V' Pagcp > v/ Papp +VPcoprp

gdzie Px oznacza pole figury X.

Rozwiazanie:
Podniesmy nieréwno$¢ obustronnie do kwadratu. Otrzymamy:

Papcp 2 Papp + Popp +2v/Parp - Pcpp

oraz jak wiadomo: Papcp = Papp+Pepc+Popp+ Papp, wiec rownowaznie:

Pppc + Papp 2 2v/Paps - Pcrp

Zauwazmy, ze

Papp _ AP _ Papp

Pgpc  PC  Pcopp
wiec 2v/Papp - Pcpp = 2v/Ppc - Papp wigc nieréwnoéé sprowadza si¢ do
nastepujacej nieréwnosci

Pgpc + Papp > 27/ Pepc - Paprp

ktéra jest oczywista. Wszystkie przeksztalcenia byly réwnowazne, wiec teza
jest udowodniona.

2. Niech f(n) to liczba sposob6éw, na ktére mozna zapisaé n jako sume liczb
calkowitych dodatnich. Przykladowo f(4) = 5, bo:

4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+4+1+1

Ponadto f(0) = 1. Niech g(n) to liczba sposobéw, na ktére mozna zapisaé
n jako sume liczb catkowitych dodatnich wiekszych niz 1. Udowodnié, ze dla
n > 1 zachodzi g(n) = f(n) — f(n —1).

Rozwiazanie:

11



Oznaczmy jako h(n, k) ilo$¢ sposobéw, na ktére mozna przedstawié n zgod-
nie z warunkami zadania oraz takich, w ktérych wystepuje doktadnie k jedynek.
Widzimy, ze

f(n) = h(n,n) +h(n,n—1)+ ...+ h(n,1) + h(n,0)

gdyz w kazdym zapisie n jako sume musi wystepowaé¢ pewna ilos¢ jedynek. Z
definicji h(n) oraz g(n) wynika, ze h(n, k) = g(n — k). Zatem

f(n) =9(0) +9(1) + ... +9(n—1) +g(n)

Teza zadania wynika z prostej indukcji. Dla matych n teza jest oczywista. Dla
drugiego kroku zakladamy, ze teza dziala dla wszystkich liczb mniejszych od
n. Zachodzi wigc na mocy zalozenia indukcyjnego:

f(n)=g0)+g(1) +...+g(n—1)+g(n) =

=fO)+ ) - fO+f2)-F)+..+fn=1) = f(n-2)+9(n) =
=g(n)+ f(n—1)

gdyz widzimy, ze wszystkie sktadniki sumy sie skroca. Zatem

f(n) = f(n—1) = g(n)

co byto do pokazania.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczony ciag liczb calkowitych dodatnich
Z1, T2, ..., ktory spelnia

Tp+2 = NWD({ETL+1, CUn) + 2018

02018

oraz wéréd elementow 1, zo, ... wystepuje dokladnie 1 réznych wyrazow.

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze taki ciag istnieje. Rozpatrzmy nastepujacy ciag y;: yo = 2,
y1 =4 oraz Ynt2 = (Ynt+1 — 1)(yn — 1). Bezposrednio z tej definicji wynika, ze

NWD(ynt2 —1,yn —1) = NWD(yp41 — Liyn — 1) =1
Niech zj = 2018 - y,_;, gdzie t = 102°1® oraz 1 < k < t. Dla k > t ustal-
my xp = NWD(z,xx—1) + 2018. Udowodnimy, ze nastepujacy ciag spelnia

warunki zadania.
Wykazemmy, ze wzor z zadania spelniony jest dla dowolnego k < t.

T = NWD(CL']C,M Tp—2) + 2018

12



czyli réwnowaznie
2018y, = 2018 - NW D (yt—k-+1, Yt—k+2) + 2018

Yt = NWD((ye—r — 1)(We—r—1— 1), We—bt1 — 1)(ye—r — 1)) +1

Ze spostrzezenia o ciagu y; wynika, ze

NWD((Yi—r — 1) We—t—1 — 1), (Wt—rt1 — 1)(yt7k - 1)) =Yk —1

wiec po podstawieniu widzimy, ze ciag spelnia warunki zadania. Wystarczy
pokazaé, ze ma on doktadnie t réznych elementéw.

7 definicji y,, wynika, ze yo = 2, y1 = 4, yo = 3 oraz y; > y;—1 dla kazdego
1 > 2. Wiec wszystkie x1, ..., T4 sg rozne.

Ponadto z definicji wynika, ze x; = 2 - 2018, x;_1 = 4 - 2018 oraz x;_o =
3-2018. Wynika z tego, ze x; = 2 - 2018 lub x; = 3 - 2018 dla k > ¢ co mozna
pokazaé za pomocy indukcji.

4. Dane s trzy niewspotliniowe punkty kratowe A, B, C' uktadu wspo6trzed-
nych, takie ze dlugosé kazdego z odcinkéw AB, BC,C A jest liczba calkowita.
Znalez¢ najmniejsza mozliwg dtugos$é odcinka AB.

Rozwiagzanie:

Wykazemy, ze najmniejsza mozliwa dtugosé, to AB = 3. Rozpatrzmy naste-
pujace punkty A = (0,0), B = (3,0), C = (0,4). Wéwczas wszystkie punkty sa
punktami kratowymi oraz AB = 3, AC' = 4 i na mocy Twierdzenia Pitagorasa
BC = 5. Wystarczy wiec wykazac, ze dlugosci 1 oraz 2 nie sg mozliwe.

Przypuéémy najpierw, ze AB = 1. Wéwczas AC oraz BC to liczby calko-
wite dodatnie. Bez straty ogdélnosci AC > BC. Wéowcezas na mocy nieréwnosci
tréjkata AB + BC > AC, co prowadzi do nieréwnosci AB > AC — BC > 0.
AC — BC jest liczba calkowita nieujemng mniejsza od 1, wiec AC = BC'. Po-
nadto, zeby AB = 1, to ten odcinek musi by¢ réwnolegly do jednej z osi uktadu
wspotrzednych. Wtedy C lezy na symetralnej AB, wigc ma pewng wspdlrzedna
niecatkowita, wiec sprzecznosé. Zatem AB nie moze byé réwne 1.

Przypusémy wiec, ze AB = 2. Wéwczas AB analogicznie musi by¢ réwnole-
gle do osi uktadu, gdyz jedyne rozwigzanie réwnania a? + b? = 4 to (0,2) lub
(2,0). Ponadto analogicznie AB > AC — BC > 0, wiec albo AC = BC albo
AC = BC + 1. Jedli AB = AC, to szukamy rozwigzan réwnania a®> = h? + 1,
gdzie a = AC oraz h to dlugo$é wysokodi. Jako, ze je ona w tréjkacie rowno-
ramiennym takze $rodkowa to h € Z. Rozwigzanie a? = h? + 1 ma dokladnie
jedno rozwiazanie w liczbach catkowitych i jest to h = 0,a = 1, czyli sprzecz-
nosé. Zatem AC = BC + 1. Zatem jeden bok jest dtuzszy od drugiego o 1.

13



Umie$émy bez straty oglnosci punkt A = (0,0). Ponadto bez straty ogélnosci
AB jest réwnolegle do poziomej osi wspélrzednych, czyli B = (2,0). Mozemy
to zalozyé¢, gdyz mozemy nasz tréjkat sobie przemiescié réwnolegle i nic sie
nie zmieni. Wéwczas C' = (x,y), gdzie y > 0. Wéwczas na mocy Twierdze-

nia Pitagorasa AC = /22 + y? oraz BC = /(x — 2)? 4+ y2. Mamy wiecc dwa
przypadki AC = k oraz BC' = k + 1 i drugi przypadek, gdy AC = k + 1,
BC = k. Rozpatrzmy pierwszy z nich, drugi jest dokladnie analogiczny.

x2+y2=k‘2
(z—2)%+y* = (k+1)

Z tych dwdéch réwnosci wynika wniosek 4z — 4 = 2k + 1, ktory jest sprzeczny,
bo méwi o réwnosci dwdch liczb, z ktérych jedna jest parzysta, a druga niepa-
rzysta. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze AB = 2 nie moze zajs¢, co konczy
dowdd.

5. Znalez¢ wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba p? — p + 1 jest sze-
Scianem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:

Niech p? — p + 1 = ¢%. Wéwczas p> > 2p? — p, gdyz jest to réwnowazna
nieréwnoéc do p(p—1)? > 0, ktéra jest oczywista. Zatem p® > 2p*> —p > p? —p+
1 = ¢3, wiec p > ¢q. Ponadto z réwnania, wynika ze p(p—1) = (¢—1)(¢*>+q+1).
Zauwazmy, ze NWD(p,q — 1) = 1 poniewaz p > q > q — 1 oraz p jest liczba
pierwsza. Wiec musi zachodzié¢ g — 1|p — 1. Zatem p — 1 = (¢ — 1) - k, gdzie k
jest liczba catkowita dodatnia. Podstawmy to do wyjsciowego rownania

kg—=1)(k(g—1)+1) = (¢ - 1)(¢* +q+1)
co po przeksztalceniu daje réwnanie kwadratowe postaci
CHql -k +k—k+1=0

Zeby to réwnanie kwadratowe mialo rozwigzanie, to wyznacznik A = (1 —
k%) — 4(k? — k + 1) musi byé¢ kwadratem. Po przeksztalceniu otrzymamy

A =k* — 6k* + 4k — 3

Widzimy, ze dla k < 3 zachodzi A < 0, czyli sprzecznosé. Wiec k > 3. Zauwaz-
my, ze dla k > 3 spelniona jest nastepujaca nieréwnoscé

(k2 =3)2=k* -6k +9>k* —6k> +4k —3=A
Ponadto zachodzi (co wynika z prostych przeksztalcen)

(B> —1)? > A > (K* - 3)

14



Jednakze A jest kwadratem, wiec musi wynosié¢ (k% — 2)? lub (k? — 3)2. Przy-
réwnujac widzimy, ze pierwszy przypadek nie moze zajsé, a w drugim k = 3.
Wiec p = 3¢ — 2. Po podstawieniu do wyjsciowego réwnania otrzymamy, ze
9¢% —15¢+7 = ¢3, wigc q|7, wiec g =11lubg="7.Jedlig=1,top=3-2 =1,
nie jest liczba pierwsza. Jesli ¢ = 7, to p = 19 oraz warunki zadania sa spelnio-
ne. Zatem jest to jedyna para liczb, ktéra spetnia warunki zadania.

6. Prostokat R o bokach nieparzystej dlugosci jest podzielony na pewna
liczbe prostokatéw. Boki kazdego z tych prostokatéow sa liczbami catkowitymi.
Udowodnié, ze istnieje prostokat wewnatrz prostokata R, dla ktérego odleglosci
od bokéw R sa albo wszystkie parzyste, albo nieparzyste.

Rozwiazanie:

Niech nieparzyste dlugosci bokéw R to beda odpowiednio a oraz b. Po-
dzielmy R na ab kwadracikéw jednostkowych i pokolorujmy je na dwa kolory
- zielony i z6lty we wzér szachownicy. Skoro a oraz b sa nieparzyste, to rogi
prostokata R beda mialy ten sam kolor, bez straty ogélnosci zielony. Nazwijmy
prostokat zielonym, jesli wszystkie jego rogi sa zielone, zoltym jesli sg zdlte
oraz mieszanym jesli pewne jego rogi sa z6lte, a pewne zielone. Zauwazmy, ze

e kazdy zielony prostokat ma o jeden zielony kwadracik wiecej,
e kazdy zo6lty prostokat ma o jeden zétty kwadracik wiecej,

e kazdy prostokat mieszany ma doktadnie tyle samo kwadracikéw zottych
co zielonych.

Wynika z tego, ze skoro R jest zielony, to istnieje prostokat wewnatrz R, ktéry
takze jest zielony. Niech to bedzie prostokat S. Niech odleglosci S od R to
kolejno x,y, z,v. Lewy gorny rég R ma ten sam kolor, co lewy gérny rég S, co
dzieje si¢ wtedy i tylko wtedy gdy x oraz v maja te samg parzystosé. Analo-
gicznie x oraz y maja te sama parzysto$é¢ (po analizowaniu prawego gérnego
rogu). Analogicznie y i z maja te sama parzysto$é, co implikuje, ze wszystkie
x, Y, Z,v maja te sama parzystos¢, co konczy dowdd. O

7. Udowodnié, ze dla kazdego n catkowitego dodatniego liczbe 2018™ mozna
przedstawi¢ jako sume dwéch kwadratéw liczb catkowitych.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze 2018 = 2 - 1009. Ponadto 1009 jest liczba pierwsza postaci
4k + 1, wiec istnieja takie liczby calkowite a,b, ze 1009 = a? + b2. Zatem
2018 = 2(a? + b)) = (a +b)? + (a — b)? = 2% + y%. Zatem dla n = 1 teza
jest prawdziwa. Zalézmy wiec, ze teza jest prawdziwa dla n. Wykazemy, ze jest
prawdziwa dla n + 1.

2018™ T = 2018 - 2018™ = (2% + ¢?) - (w? + 22) = (zw + y2)? + (v2 — yw)?
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gdyz na mocy zalozenia indukcyjnego 2018" = w? + 22. Z faktu, ze zw + yz
oraz rz — yw sa calkowite wynika teza.

8. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym < ACB = 45. Punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, punkt H jest punktem przeciecia
wysokosci tréjkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt O i prostopadla do
prostej CO przecina proste AC' i BC' odpowiednio w punktach K i L. Wykazad,
ze

OK+ KH=0L+LH

Rozwigzanie:
Niech punkt D bedzie spodkiem wysokosci BH oraz punkt G odbiciem
punktu H wzgledem punktu D.

Lemat. Punkt G lezy na okregu opisanym na ABC.

Dowdd. Niech punkt E bedzie spodkiem wysokosci AH. Woéwczas czworokat
ADEB jest cykliczny, bo YADB = <BEA = 90, zatem <HBE = SHAD.
Z definicji G mamy: YGAD = $DAH = 4GBC, wiec czworokagt ABCG jest
cykliczny, co konczy dowdd. O

Na mocy lematu punkt G lezy na okregu opisanym na ABC'. Ponadto skoro
IDCB = 45 oraz SCDB = 90, to $DBC = 45. Ponadto ¥GOC = 2 -
JGBC = 2-45 = 90. Zauwazmy, ze $KOC = 90, wiec punkty G, K, O sa
wspolliniowe. Z definicji punktu G wynika, ze GK = KH, wiecc OK + HK =
OK + GK = GO = r, gdzie r jest dlugoéciag promienia opisanego na trdjkacie
ABC'. Analogicznie dowodzimy, ze OL + LH = r, co kohczy dowdd. O

9. Znalezé¢ wszystkie pary funkcji f,h : R — R, ktére dla kazdych z,y € R
spelniaja réwnanie
f(@® +yh(z)) = ah(z) + f(zy)

Rozwiazanie:

Podstawiajac = 0 dostajemy f(yh(0)) = f(0). Jesli |h(0)| > 0, to f(y) = ¢
dla kazdego y oraz h(0) = b oraz po podstawieniu tych wartosci do wyjsciowego
réwnania dostaniemy h(z) = 0 dla |z| > 0. Widzimy, ze pary funkcji tej postaci
spetniajg warunki zadania.

Przypu$émy wiec, ze h(0) = 0. Przypu$émy, ze istnieje taki x rézny od 0,

ze h(x) = 0. Wéwczas po podstawieniu do wyjéciowego réwnania dostaniemy
f(x?) = f(xy). Skoro z jest rézny od 0 oraz y jest dowolny, to dostajemy
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fy) = f(2%) = ¢, czyli funkcja f jest stata. Po podstawieniu do wyjéciowego
réwnania otrzymujemy, ze h(z) = 0 dla kazdego x poza x = 0 oraz h(z) = b,
gdzie b jest dowolng liczba rzeczywista.

Przypu$émy wiec, ze dla zadnego x € R — {0} nie zachodzi h(z) = 0. Pod-
stawmy dla = réznego od 0:

o
- h(z)
Dostaniemy nastepujace rownanie
2 3
o, wh(x) | x
co jest rownowazne:
z? 3

wiec zh(z) = 0 wiec h(z) = 0, co jest sprzecze, wiec nie mogliémy wykonaé
takiego podstawienia, wiec = h(x). Podstawiajac do gtéwnego réwnania do-
staniemy f(z2 +xy) = 22 + f(xy). Podstawiajac kolejno za y = 0 oraz y = —x
dostaniemy, ze woéwczas f(z) = z+c¢, gdyz kazda liczba rzeczywista jest postaci
t2 lub —¢? dla pewnej t € R. Podstawiajac, widzimy, ze funkcje tych postaci
spetniajg warunki zadania.
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Zawody indywidualne grupy starszej

6. Dane sa dwie funkcje kwadratowe
fx) =24+ axz+by oraz g(z) = 2° 4 asx + by,

gdzie ay, as, by, be sa liczbami rzeczywistymi. Wiadomo, ze réwnania f(g(x)) =
0 oraz g(f(x)) = 0 nie maja rzeczywistego rozwiazania. Pokazaé, ze co najmniej
jedno z réwnan f(f(x)) =01 g(g(x)) = 0 nie ma rozwiazania rzeczywistego.

Rozwigzanie:
Zalézmy przeciwnie, ze istnieje pierwiastek rownan f(f(z)) = g(g(z)) =
0 tzn. istnieje miejsce zerowe a funkcji f takie, ze réwnanie f(zr) = a ma

rozwigzanie rzeczywiste. Zatem Ay_, > 0, gdzie A, oznacza wyréznik funkcji
kwadratowej h. Oznacza to, ze Ay + 4a > 0. Podobnie istnieje pierwiastek b
funkcji g taki, ze Ay + 4b > 0. Wobec tego

Aj+ Ay +4a+4b>0. (1)

Jednoczesnie z warunkéw zdania wynika, ze funkcje g(z) — a oraz f(z) — b
nie maja pierwiastka rzeczywistego. Tym samym A, +4a < 0 oraz Ay +4b < 0.
Dodajac je stronami otrzymamy sprzecznosé z (|1). O

7. Dane sg liczby calkowite dodatnie a, b i ¢ takie, ze
A2+ =(a—b)2+(b—c)*+(c—a)

Pokazaé, ze ab + bc + ca jest kwadratem liczby caltkowitej.

Rozwiazanie:
Dana w tresci zadania zalezno$¢ jest réwnowazna

a® + % + ¢ = 2(ab + be + ca).

Rozpatrujac powyzszy zwiazek jako réwnanie kwadratowe zmiennej a, widzi-
my, ze jego wyroznik réwny 16bc musi by¢ kwadratem liczby calkowite. Zatem
be = 22 dla pewnej liczby calkowitej . Ze wzoru na pierwiastki réwnania kwa-
dratowego mamy, ze a = b+ ¢+ 2x, wiec b+ ¢ = a+ « - 2z, gdzie « € {—1,1}.
Ostatecznie

ab+bc+ca=24alb+c)=2>+ala+2a-z)=(a+a- z)



8. Punkt M jest érodkiem boku BC tréjkata ABC. Srodkowa AM przecina
okrag wpisany v w trojkat ABC, w punktach K i L. Proste przechodzace przez
K, L réwnolegte do BC przecinaja ponownie v w punktach X i Y. Niech proste
AX, AY przecinaja BC w P i Q. Wykazaé, ze BP = CQ.

Rozwiazanie:

Lemat: Niech ABC' bedzie trojkatem, w ktérym b # c¢. M to srodek BC.
D,E.F to punkty stycznosci okregu wpisanego (I,r) do bokéw AB, AC, AB.
Srodkowa AM przecina okrag wpisany w punktach K, L. S = EF N AM
Teza: I € SD i (A,K;S,L)=1
D:Niech T bedzie spodkiem wysokosci z A na BC

B C _ SM SM __
TAMC + EGMB = FiBO = P = 572 (1)

MD = 3o - cl, DT = 8=, 5 = 32 (2

Z relacji (1) i (2) dostajemy %‘f =DM — SD||AT = I € SD.

Stosunek harmoniczny wynika z tego, ze EF-biegunowa A wzgledem wpisanego.
Dowdd zadania:

KX||LY <= KXLY-trapez réwnoramienny <= S = XY N KL = 4K =
SK _ KX __, AK _ ﬁ(l)

SL — YL~ AL = YL\

AL _ LY (3)

AM = MQ

Wymnazajac (1),(2) i (3) dostajemy MP = MQ@Q < BP =CQ O

9. Rozwiaza¢ w liczbach calkowitych nastepujace réwnanie

220 = o3 + 2.

Rozwigzanie:
Latwo zauwazy¢, ze 2 | y. Niech y = 2z. Mamy

2 —1234+1

828 =20 — 1) =42 = (2® —1)(2* +1) <= 2* = 5 5

Tloczyn dwéch wzglednie pierwszych liczb jest szeScianem, wiec obie sa sze-
Scianem liczby catkowitej. Czyli widzimy, ze dwie kolejne liczby sa szescianami,
a jedyne takie pary to (—1,0) 1 (0,1). Czyliy =0, z = £1 O

10. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ i d takie, ze
ab = cd oraz a + b+ c+ d jest liczbg pierwsza.
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Rozwiazanie:

Niech ¢ = ", gdzie m i n sa wzglednie pierwsze. Wtedy mb = nd, wiec
n | b, skad b = kn i d = km dla pewnych k, m i n. Niech [ = £, wtedy a = Im,
b=kn,c=Inid=km. Wowczas a +b+c+d = (I + k)(m + n) czyli jest
liczba ztozona. U

11. Niech S bedzie skoiczonym zbiorem punktéw na plaszczyznie, z ktorych
zadne 3 nie sa wspolliniowe. Dla kazdego wielokata wypuklego P o wierzchol-
kach w S niech a(P)=liczba wierzchotkéw P i b(P)=liczba punktéw z lezacych
na zewnatrz P. Odcinek,punkt i zbiér pusty uwazamy jako wielokat wypukly o
odpowiednio 2,1,0 wierzchotkach. Wykazaé, ze dla kazdego x € R

Z 29 P(1 = )b = 1

gdzie suma jest po wszystkich P o wierchotkach w §

Rozwiazanie:

Niech prawdopodobienstwo, ze jakis punk jest czarny wynosi x. Teraz spojrz-
my na pewien wielokat P. Prawdopodobienstwo, ze wszystkie jego wierzchotki
sa czarne wynosi %) a prawdopodobiefistwo, ze wszystkie jego punkty na
zewnatrz sa biale wynosi (1 — z)*("). Nasza suma to oczekiwana liczba wie-
lokatéw P z wszystkimi wierzchotkami czarnymi i wszystkimi punktami na
zewnatrz biatymi. Dla kazdego takiego kolorowania istnieje doktadnie jeden
taki wielokat, wiec nasza suma wynosi 1 dla kazdego = € (0,1) ale ta suma
jest wielomianem, ktéry nieskoniczenie wiele razy przyjmuje wartoéé¢ 1 wiec jest
stale rowny 1 c.k.d. O

12. Dane sg liczby rzeczywiste dodatnie a, b, c i d takie, ze a+b+c+d = 4.
Pokazaé, ze
at b ct d*
+ + + > 1.
(a+b)(a2+0%)  (b+c)(b*+c2)  (c+d)(2+d?)  (d+a)(d?+ a?)

Rozwiazanie:
Oznaczmy przez X lewa strong powyzszej nieréwnoéci. Niech
b ct d* at
= + + + .
(a+b)(a®2+b2)  (Dd+e)B2+c?)  (c+d)(2+d?)  (d+a)(d?+a?)

Widzimy, ze

at — b a® +b?)(a+b)(a—b
X-r= Za-l—ba2+b2):z( (a—f—)b()(az—:(bz) )ZZ(a—b):O,

cyc cyc cyc
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wiec X =Y.
Zatem wystarczy pokazaé, ze X +Y > 2. Z drugiej strony

at +b*
X+Y = —_—
* Z (a+0b)(a?+02)’

cyc
wiec jesli pokazemy ze

a* + v a+b
(a+b)a2+b2) " 4

to z réwnosci a + b + ¢ + d = 4 dostaniemy teze.
Ostatnia nieréwnos¢ jest réwnowazna nieréwnosci

(a+0b)? a®>+b?

4 4
b > . ,
a” + 1 2

ktéra jest konsekwencja nieréwnosci (a + b)? < 2(a? + b?) oraz (a? + %)% <
2(a* + b*). O

13. Dany jest ciag liczb calkowitych dodatnich (an)n,>1 takie, ze a; = 1,
ay = 2 oraz
Gnta = 2ap41 —ap+2 dlan>1.

Pokazaé, ze dla dowolnego m > 1, liczba @y, a1 jest wyrazem ciagu (an)n>1-

Rozwiazanie:
Przez indukcje tatwo pokazujemy, ze a, = (n — 1)2 +1 dla n > 1. Wobec
tego

A Ot = ((m —1)% + 1) (m2 + 1) =(m(m—-1)+ 1)2 +1=amm-1)+2-
O

14. Na bokach BC i CA tréjkata ABC' zbudowano (po jego zewnetrznej
stronie) trojkaty BCD i ACE, przy czym

AE = BD oraz <BDC + JAEC = 180°.

Punkt F' lezy na boku AB i jest wyznaczony przez warunek

AF  DC

FB CE’
Dowiesé, ze z odcinkéw o dlugoéciach CD + CE, BC' i AC mozna zbudowaé
tréjkat, ktory jest podobny do tréjkata DEF.
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Rozwiazanie:

Niech N bedzie takim punktem lezacym na prostej AE, ze SECN =
<BCD. Na mocy zalozen, tréjkaty BCD i NCE sa podobne. Mamy nastepu-
jace réwnosci

AE  BD DC AF
EN FEN CE FB’
co oznacza, ze proste FE i BN sa rownolegle. Zatem

EF AF 1 1 CD

&y — - = ) 2
NB AF+FB 14+£8 1+ CD+CE (2)

Poniewaz < BCN = <DCE oraz

NC _ EC
CB CD’
wiec tréjkaty BCN i1 DCFE sa podobne. Stad otrzymujemy rownosé
NB BC
ED _CD’ (3)
jak réwniez
YDEF = 4DCB (4)

(gdyz po obrocie prostej ED o kat DCB, otrzymamy prosta réwnolegla do
prostej EF).

Niech M bedzie takim punktem lezacym na prostej CD, ze EC' = DM.
Wtedy trojkaty BDM i AEC beda przystajace. Mnozac stronami réwnosci 2]
i[3] dostajemy

EF BC BC

ED CD+CE CM’
co na mocy réwnosci [4] dowodzi, ze tréjkaty DEF i MCB sa podobne. Po-
zostaje zauwazy¢, ze trojkat MCB jest zbudowany z odcinkéw o dlugosciach
CD+CE, BCi AC. O

15. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: (0,00) — (0,00) takie, ze dla dowol-
nych z,y € (0, 00) zachodzi réwnosé

e f (@) f(f W) + Fyf (@) = flay) (F(F(=) + F(f 7)) -

Rozwiazanie:
Oznaczmy przez P(x,y) powyzsze réwnanie funkcyjne. Rozpatrujac P (1,1),P (z, 1),
dostajemy

FU@) =W f(f (%) oraz af () = f ().
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Wobec tego mamy nastepujaca réwnosé

x x) - x)?
(0 = LU F0-S U

Pokazemy teraz, ze f jest injekcja. Istotnie niech o, 3 € Rt beda takie, ze
f(a)=f(B). Wtedy

= (r@?). (5)

f(f (QQ)) _ fiff(gj)‘)) _ fiff(l(gﬂ))) _ f(f (52))

Poréwnujac teraz réwnania P («,y) oraz P (8,y), dostajemy ze dla dowolnego
y € RT zachodzi réwnosé

oy = O TG W) S 07 @) _ F@)] () +F (0 (@) _
F(f(e?)+ 7 (f () F(f @)+ 7 (f ()
_ OGN+ FwfB) _BIF) LU WD+ WfE) _ g g
F@B2)+ £ (f ) FU@)+ 1 @) '

Wobec tego

ayf (y°) = ayf (o®y®) = f(ay) = f (y) = [ (By) = Byf (6°y%) = Byf (v°)

wiec a = f.

Injektywnosé f wraz z réwnaniem daJe f( ) =f (33)2, zatem

flx)=af (CL‘ ) = :Ef(x) ,

skad
f(:c):%, dla z € RT

jest jedynym rozwiazaniem réwnania P(z,y). O
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Mecz matematyczny grupy Sredniej

1. Liczby rzeczywiste z,y, z spelniaja warunki:
r+y+2=9, 2®+y*+22=33

Wyznaczy¢ wartosci jakie moze przyjmowac liczba zyz.

Rozwiazanie:

Oznaczmy zyz = c¢. Rozwazmy wielomian P(t) = (t — z)(t — y)(t — 2) =
t3—(z+y+2)t2+ (vy+yz+zz)t—2zyz. Mamy x+y+2 = 9 oraz xy+yz+z21 =
H+y+2)?— (22 +y* 4 2%)] = 24. Zatem P(t) = t3 — 9t> 4+ 24t — c.
Otrzymalismy, ze jesli liczby z,y, z spelniaja nalozone warunki, to wielomian
P rozklada sie na czynniki liniowe. Odwrotnie, jesli P rozktada si¢ na czynniki
liniowe, to jego pierwiastki x,y, z spelniaja podane warunki. Pozostaje stwier-
dzi¢, dla jakich ¢ wielomian P ma trzy pierwiastki rzeczywiste (z uwzglednie-
niem krotnosci).

P'(t) = 3(t> — 6t + 8) = 3(t — 2)(t — 4), wiec P jest rosnacy na przedziale
(—o00; 2], malejacy na przedziale [2;4] i rosnacy na przedziale [4; +00).
Warunkiem koniecznym i dostatecznym rozkladalnosci na czynniki liniowe jest
wigc uklad nieréwnosci P(2) > 0, P(4) < 0, co jest réwnowazne 16 < ¢ < 20.
Zatem zyz moze przyjmowaé wartosci z przedziatu [16;20].

2. Niech liczby catkowite dodatnie a1, as,...,a,, ki M
spelniaja warunki:

Udowodnié, ze jesli M > 1 to wielomian
Plx)=M+1)*—(z+a)(z+a2)...(z+an)

nie ma pierwiastkéw dodatnich.

Rozwiazanie:

Poniewaz = > 0, to z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczng a geome-
tryczng

i I+a;—1 T 1
t+a _z+l+ta S o (x+1)~1ai*1:(gg+1)ali

a; a;




czyli x + a; > a;(x + 1)‘% dlai e {1,2,...,n}. Zatem
(x4+a)(z+a2)...(x+a,) > a1as...an(z+ 1)ﬁ+%+'"+ﬁ = M(x+1)*

Zalézmy, ze dla pewnego z; > 0 zachodzi réwno$é w powyzszej nieréwnosci.
Wtedy dla kazdego i € {1,2,...n} musialoby zachodzi¢ z1 +a; = a;(x1 + 1)‘%
Réwno$é sredniej arytmetycznej i geometrycznej zachodzi, gdy wszystkie liczby,
z ktérych wyciagamy $rednie, sa sobie réwne. Jezeli zatem dla pewnego ¢ a; > 1

(ktoras z liczb a; bedzie wigksza od 1, bo M > 1), to réwnosé¢ x; + a; =
1
a;(z1 + 1) implikuje 21 + 1 =1, czyli ;1 = 0, sprzecznosé¢ z dodatnioscig x;.

Stad Vo € R
(x+a)(x+az)...(x+a,) >Ma+1)F

3. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnanie

flaf(@)+2y) = f(@®)+ fly) +o+y—1

dla kazdych z,y € R.

Rozwiazanie:

Niech P(z,y) bedzie podstawieniem w tym réwnaniu. Z P(0,0) dostajemy

f(0) = 0. Z podstawienia P(z,—xf(x)) otrzymujemy f(2?) = zf(x) — 2 + 1
(1). Natomiast z P(0,z) wynika, ze f(2z) = f(z) + = (2). Obliczymy teraz
wartoéé f(4z%) na dwa sposoby.
Podstawiajac 2z do réwnania (1) dostajemy f(4z?) = 2zf(2x) — 2z +1 =
2z f(x)+22% —22+1. Korzystajac z réwnania (2) otrzymujemy f(4z) = f(2x)+
2z = f(x)+3x. Podstawiajac 2 za = do tego réwnania otrzymujemy f(4z?) =
f(2?)+32% = 2 f(x) —  + 1+ 322. Poréwnujac te wartoéci dostajemy x f(z) =
2?2 + x, czyli f(x) = x + 1. Latwo sprawdzié, ze ta funkcja spelnia warunki
zadania.

4. Znajdz wszystkie n catkowite dodatnie, ze 1+ |v/2n] dzieli 2n.

Rozwiazanie:

Niech k bedzie taka liczba calkowita, ze k < v2n < k+ 1, wiec |v2n] = k.
Mamy tez, ze k? < 2n < (k+1)2. Zauwazmy, ze k+1|(k—1)(k+1) = k*—1 < 2n.
Nastepnymi wielokrotnosciami k + 1, sa k(k + 1) oraz (k + 1)? > 2n. Zatem
jedyna mozliwa wartoscia jaka moze przyjmowaé 2n jest k(k + 1).

Czyli otrzymalismy, ze wszystkie n postaci @ dla k catkowitego dodatniego
spelniajg podzielnoéé z tresci.
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5. ZnajdZz wszystkie pary liczb catkowitych (a,b), ze
al + bl =ab + b2,

Rozwigzanie:

Jesli a = b to a! = a®, czyli a = 1.
Teraz, bez starty ogélnosci, mozemy zaltozyé, ze a > b. Rozpatrzmy dwa przy-
padki:
I. NWD(a,b) > 1
Zatem istnieje p pierwsze takie, ze p| NW D(a,b). Niech a = pm, b = pn. Czyli
(pm)! + (pn)! = (pm)P™ + (pn)P™ dla m > n. Zatem v, ((pn)!) < v, ((pm)!). Ze
wzoru Legendre’a otrzymujemy v, (LHS) = v, ((pn)!) = [2}] + [57] + -+ <
n+ 2+ =25 <pn < v, (RHS) - sprzecznosé.
II. NWD(a,b) = 1
Niech a = b+ k, k > 0, NWD(b,k) = 1. Otrzymujemy (b + k)! + b =
(b + k)b + b"FF zatem b|(b + k)°, co daje nam, ze bk’ czyli b = 1. Otrzy-
mujemy z tego pare (2,1).
Dostalismy, ze rozwiazaniami tego réwnania sa pary (1,1), (1,2) oraz (2,1), co
konczy dowdd.

6. Liczba p = 4k + 1 jest pierwsza. Wykaz, ze p|k* — 1.

Rozwigzanie:

Udowodnijmy najpierw nastepujacy lemat: istnieje liczba a € Z taka, ze k =
a* (mod p). a spelia ten warunek, jezeli % =a* (mod p) &= 0=4a*+1
(mod p). Z tozsamosci Sophie Germain 4a® 4+ 1 = (2a® +2a + 1)(2a* — 2a + 1).
Réwnanie kwadratowe ma rozwiazanie modulo p # 2 wtedy i tylko wtedy,
gdy jego wyrédznik jest reszta kwadratowa modulo p. Poniewaz dla réownania
20°+20+1A = —4,a (Z1) = (-1)'F = (-)* =1,t0 (32) = (51)(E) = 1.
Stad istnieje a bedace rozwigzaniem 2a? + 2a + 1 = 0 (mod p), wiec réwniez
réwnania 4a* + 1 =0 (mod p).
Na mocy powyzszego lematu k* — 1 = (a4)p771 —1=a”"'~1=0 (mod p),
gdzie ostatnie przystawanie wynika z maltego twierdzenia Fermata.

7. Na tablicy jest napisane n > 3 liczb catkowitych dodatnich. Ruch polega
na wybraniu trzech liczb a, b, ¢ takich, ze istnieje niezdegenerowany nieréwno-
boczny tréjkat o bokach a, b, ¢ i zamianie tych liczb na a4+b—c, b+c—a,c+a—b.
Udowodnié, ze mozna wykonaé jedynie skoiiczenie wiele ruchéw.

Rozwiazanie:
Bedziemy rozwazac iloczyn wszystkich liczb na tablicy. Wezmy a, b, ¢ takie,
ze mozemy wykonac ruch. Skoro a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokéw tréjkata to istnieja
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takie z,y,2, ze a =+ y,b = y + 2,¢c = z + x. Z nieréwnosci miedzy Sredniag
arytmetyczna a geometryczng otrzymujemy (a +b—c)(b+c—a)(c+a—b) =
8xyz < (z + y)(y + 2)(z + ) = abc. Réwnosé nigdy nie zachodzi, bo a,b,c
sg rozne, wiec z,¥y,z tez. Zatem po kazdym ruchu iloczyn wszystkich liczb
na tablicy sie zmniejsza. Poniewaz jest on zawsze dodatni to nie moze istnie¢
nieskonczony ciag ruchéw, co konczy dowdd.

8. Dana jest tablica o wysokosci m i szerokoéci n. W pola tej tablicy wpisano
liczby 1,2, ...,n, przy czym kazda z tych liczb wystepuje w dokladnie m polach
tablicy. Wykaz, ze mozna tak poprzestawiaé liczby wewnatrz kazdej z kolumn,
aby kazdy wiersz zawieral kazda z liczb 1,2,...,n.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze wystarczy wykazaé, ze mozemy tak poprzestawiaé liczby we-
wnatrz kolumn, aby pierwszy wiersz od géry zawieral wszystkie liczby {1,2,...,n}.
Mozemy wtedy bowiem zastosowaé indukcje ze wzgledu na m: gdy pierwszy
wiersz bedzie spelnia¢ warunki zadania, liczby z pozostatej tablicy (m —1) X n
mozemy poprzestawia¢ na mocy zalozenia indukcyjnego.

W dowodzie wykorzystamy twierdzenie Halla. Niech kolumny beda chlop-
cami, za$ liczby 1, 2, ..., n - dziewczetami. Powiemy, ze kolumna lubi liczbe i,
jezeli liczba ta znajduje sie w tej kolumnie. Zauwazmy, ze dowolne k kolumn
zawiera m - k liczb. Wérdd k - m liczb musi by¢ co najmniej k réznych, zatem
kazda grupa k chtopcéw lubi co najmniej k dziewczat. Stad mozemy zastoso-
waé tw. Halla, a wiec kazdej kolumnie mozna przyporzadkowaé¢ znajdujaca sie¢
w niej liczbe, ktéra umiejscowimy na samej gérze. W ten sposéb w gérnym
wierszu znajda sie wszystkie liczby {1,2,...,n}.

9. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w. Rézne okregi wy, wy lezg
wewnatrz w, sg styczne do w, BC i dwusiecznej kata < BAC oraz lezg po tej
samej stronie prostej BC' co A. Wykaz, ze okregi wy 1 we sa styczne.

Rozwiazanie:

Niech M bedzie érodkiem luku BC okregu w niezawierajacego punktu A.
Wtedy AM jest dwusieczna kata <BAC. Rozwazmy inwersje o érodku w M
i promieniu M B. Okrag w przejdzie w tej inwersji na prosta BC, natomiast
prosta BC' przejdzie na w. Ponadto prosta AM przejdzie na samg siebie. Okregi
w1 1 we beda w zwiazku z tym musialy przejé¢ na same siebie. Jezeli zatem X,
i X to punkty stycznosci wy i wo z AM, to MX? = MX22, czyli X7 = Xs.

10. Dany jest trojkat ABC. I i O to odpowiednio $rodek okregu wpisanego i
opisanego. Wykaz, ze $AIO < 90° wtedy i tylko wtedy, gdy AB+ AC > 2BC.

Rozwigzanie:

27



Niech M bedzie srodkiem tuku okregu opisanego na ABC' niezawierajacego
punktu A oraz niech N bedzie srodkiem odcinka AM. Poniewaz AM to cieciwa
okregu opisanego, SANO = 90°. Skoro S<AIO < 90°, I lezy na odcinku M N,
czyli AI > IM. Niech $BAC = 2a. Wtedy AF = cosa - A, gdzie F to punkt
stycznosci okregu wpisanego w AABC z AC. Na mocy twierdzenia o tréjlisciu,
MI = MB. Ponadto $BC = cosa - BM (YCBM = SCAM = a). Zatem
AF =cosa - Al > cosa- MB = %BC, czyli BC < 2AF = AC + AB — BC,
skad teza.

11. W tréjkacie ABC niech w bedzie okregiem dopisanym stycznym do
odcinka BC. Niech punkty D, E i F to punkty stycznosci w odpowiednio z
prostymi BC, CA i AB. Okrag opisany na tréjkacie AEF przecina prosta BC
w P i@Q. Niech M to srodek odcinka AD. Wykaz, ze okrag M PQ jest styczny
do w.

Rozwiazanie:

Niech J to érodek w, X to drugi punkt przeciecia AD z w, S to drugi punkt
przeciecia prostej AD z okregiem opisanym na trdjkacie M PQ. Wykazemy,
ze X jest punktem stycznosci w i okregu opisanego na M PQ. Zauwazmy, ze
punkt .J lezy na w, poniewaz <JFA = 4JEA = 90°. Wynika stad jeszcze, ze
LJSA = 90°, wiec S jest rzutem .J na odcinek DX. Z symetrii otrzymujemy,
ze punkt S jest srodkiem odcinka DX. Z potegi punktu

1
DP~DQ:DA~DS:2DM~§DX:DM-DS,

czyli punkty M, P, @Q, X leza na jednym okregu. Niech R to taki punkt na pro-
stej BC, ze prosta RX jest styczna do w. Zauwazmy, ze DX i EF to odpowied-
nio biegunowe R i A wzgledem w. Skoro A lezy na prostej DX to z twierdzenia
La Hire’a EF przechodzi przez R. Z potegi punktu RP-RQ = RE-RF = RX?.
Zatem prosta RX rdéwniez jest styczna do okregu M PQ, co konczy dowdd.
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Mecz matematyczny grupy starszej

1. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna n > 1 o nastepujacej wtasno-
$ci: Dowolna liczba n-cyfrowa zapisana trzy razy z rzedu tworzy liczbe (3n)-
cyfrows podzielng przez n?.

Rozwiazanie:

Liczba n = 37 spelnia warunki zadania. Istotnie wlasno$¢ podana w zadaniu
wynika z podzielnoéci 372 | 1074 4+ 1037 + 1, ktéra wynika z podzielnoéci 372 |
10M" — 1, ktéra uzyskamy podnoszac 1000 = 27 - 37 + 1 do potegi 37. O

2. Niech a, b, ¢ beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Pokazaé, ze istnieje
liczba catkowita dodatnia n taka, ze liczba

(a® +n)(b* +n)(c* +n)

jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:
Niech n = ab + bc + ca, wtedy

(a® +n)(b* +n)(c® +n) = (a® + ab+ be + ¢)(b* + ab + be + ca)(c* + ab + be + ca) =
= (a+b)*(b+c)*(c+a)*

3. Niech a, b, ¢, d, e beda réznymi liczbami calkowitymi dodatnimi, ze
a* +b* = c* + d* = 5. Pokazaé, ze ac + bd jest liczba zlozona.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze ac + bd dzieli

atc* — vt = (e® —bM)ct — b (e’ — ) =S (ct — b)) =e(b+c)(b—c)(b* + ).

Jedli ac+ bd byloby liczbg pierwsza, to ac+ bd musi dzieli¢ co najmniej jedng z
liczb e, b+c, b—c, b>+c?. Poniewaz max{e, b+c,b—c} < ac+bd, to ac+bd | b>+c2.
W szczegdlnosci ac + bd dzieli

a(b? + %) — clac + bd) = b(ab — cd).



Jednakze ac 4 bd nie dzieli b wiec ac + bd | ab — cd. Bez szkody zalézmy, ze
ab > cd, wigc ac+bd < ab—cd lub inaczej a(b—c) > d(b+c). Ostatnia nier6wnosé
implikuje, Zze b > ¢ oraz a > d, co przeczy réwnoéci a* + b* = ¢t + d*. O

4. Liczby rzeczywiste nieujemne x,y,z > 0 sa takie, ze z? + y? + 22 =
2(zy + yz + zz). Udowodnié, ze

w > /3,

Rozwiazanie:
Mamy, ze

THY—z 4 THY—z | 9 _ )2

5. Niech ag, ay, ..., a, € N. Udowodnié, ze istnieja bg, by, ..., b, € Z takie,
ze dla kazdego 0 < i < n zachodzi nieréwno$¢ a; < b; < 2a; oraz

P(xz)=by+biz+ ...+ byz"

jest nierozkladalny w Q[z].

Rozwiazanie:
Mozemy wybraé takie b;, ze bg = by = ... =b,—1 =2 (mod 4) oraz b, =1
(mod 2). Wtedy P(x) jest nierozkladalny na mocy kryterium Eisensteina. O

6. Ciag liczb rzeczywistych {a,}n>0 jest zdefiniowany nastepujaco

n
Ap—k

k:0k+1

=0 dla n>1.

apg = —1,

Pokazaé, ze a, > 0 dlan > 1.

Rozwiazanie:
Indukcja. Dla n = 1 teza jest oczywista. Przypusémy, ze teza jest prawdziwa
dla liczb m < n. Zauwazmy, ze

n+1 n+2
(n—|—1)an—|—Tan_1+. ..+ap =0 oraz (n—|—2)an+1—|—7an+. ..4ag = 0.
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Zatem

" n+1 n+2 - i
(n+2)an+1 ;:oa <n+1—l n+2_z> ;a(n+1—z)(n+2—z)

O

7. Rozstrzygnaé, czy szedcian o krawedzi 100 mozna podzieli¢ na prostopa-
dtosciany o wymiarach 1 x 1 x 5111 x 1 x 53.

Rozwiazanie:

Podzielmy szescian na milion szeScianéw o krawedzi 1. Polozenie kazdego
szedcianu podziatlu mozemy opisaé przy pomocy tréjki wspotrzednych ze zbioru
{1,2,...,100}. Niech

(—1)"+! dla 52

Whpiszmy w szescian o wspélrzednych (x,y, z) liczbe azaya,. Woéwcezas kazdy
prostopadloscian o wymiarach 1 x1x511i1x1x53. pokrywa szeSciany o sumie
liczb 0, podczas gdy suma wszystkich liczb wpisanych w szeéciany podzialtu jest
réwna 1. O

8. W pokoju jest n lamp i 5 przetacznikéw przy czym kazdy przetacznik
jest podpiety do minimum jednej lampy i nie ma dwdéch tak samo dzialajacych
przetacznikéw. Po wcidnieciu przetacznika wszystkie lampy potaczone z nim
zmienia stan ($wieci-nie $wieci). Na poczatku wszystkie lampy sa wylaczone.
Wykazaé, ze mozna wlaczyé dokladnie 3 przelaczniki tak, ze co najmniej 2
lampy beda $wiecié.

Rozwiazanie:

Mamy n lamp L1, Lo, ... L,, 1 5 przelacznikéw Si, So, ..., S5. Niech (L., (S;, S, Sk))
bedzie dobra para jesli L,, zapala si¢ przy wlaczeniu S;, S, Sy. Zakladajac nie
wprost teze zadania dostaniemy, ze dla kazdego zbioru {S;, S;, S } istnieje mak-
symalnie 1 dobra para. Czyli dobrych par jest max 10. Z drugiej strony jesli L,
jest podpiete do l,,, przetacznikéw to L., nalezy do X, = (l"l") (5_2lm) + (lgl) do-
brych par. Latwo zauwazy¢, ze X,,, > 4 czyli liczba dobrych par jest > 4n czyli
n < 2 ale wtedy mozemy mie¢ max 22 réznych przelacznikéw. Sprzecznosé. [

9. Kazda liczba catkowita dodatnia zostala pomalowana na niebiesko lub
czerwono. Udowodnié, ze istnieje nieskonficzony ciag a; < as < ... taki, ze liczby
ai + as as + as

2 , a2, 2 y A3, ..

a1,
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sg jednego koloru.

Rozwigzanie:

Niech a; = 1 bedzie niebieskie. Zdefiniujmy tak duzo a; jak mozemy (tak,
ze nasz ciag jest taki jak w tezie). Jesli zdefiniowaliSmy aj ale nie mozemy
zdefiniowaé ap41 to dla kazdego y > 0 ar + y lub ax + 2y jest czerwone(*).
Zauwazmy, ze istnieje jakie$ nieparzyste czerwone by > ay(inaczej teza zachodzi
od razu).Zaczynajac od b; znowu definiujemy tak duzo b; jak mozemy przy
czym tym razem dodajemy, ze b; ma by¢ nieparzyste. Jesli zdefiniowaliSmy b,,,
ale nie mozemy zdefiniowaé b,,+1, to dla kazdego z > 0 b,, + z albo b, + 2z
jest niebieskie(**). Teraz zaldzmy, ze X > by, jest czerwone. Wtedy 2X — by,
jest niebieskie(**). Dalej 2X=bmtar — x — bm_tk jegt czerwone(*) wiee dla
T= L’;a’“ mamy:

Dla kazdego X > b, jesli X jest czerwone to X —b,,, tez. Wiec jesli Y > b,, =T
jest niebieskie to Y +7T tez jest niebieskie. Dostajemy ciag arytmetyczny jednego
koloru i ciag bedacy co drugim wyrazem naszego ciagu arytmetycznego spelnia
wymagania tezy c.k.d. O

10. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w trdjkat ABC. Proste Al i
BI przecinaja okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach P i
Q, réznych od A i B. Punkt F' jest takim punktem, ze czworokat CPFQ jest
rownolegltobokiem. Dowiesé, ze jesli I # F, to proste IC i IF sa prostopadtle.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

JICQ = YICA+SACQ = SICB + $ABQ = 4ICB + 4IBC = 4CIQ,

skad otrzymujemy CQ = IQ. Analogicznie dostajemy CP = IP. Wobec tego
punkty C' oraz I sg symetryczne wzgledem prostej PQ.

Oznaczmy przez S punkt przecigcia przekatnych C'F i PQ réwnolegtoboku
PCQF. Wéwczas SF = SC = SI. Stad wynika, ze punkt S jest srodkiem
okregu opisanego na tréjkacie ICF, a wiec SCIF = 90°. O

11. Wewnatrz czworokata ABC' D wpisanego w okrag dany jest taki punkt
P, ze
YBPC = $BAP + ¥PDC.

Oznaczmy przez E, F, G rzuty prostokatne punktu P odpowiednio na proste
AB, AD, DC. Udowodnié, ze trojkat F'EG jest podobny do tréjkata PBC.
Rozwiazanie:
Przedstawimy rozwiagzanie w przypadku, gdy proste AB i C'D nie sg réwno-
legte. Niech T' bedzie takim punktem lezacym wewnatrz kata BPC, ze < BPT =
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IPAB. Wéwcezas SCPT = <CDP. Zatem okregi k; i ko opisane odpowiednio
na tréjkatach ABP i CDP sa styczne do prostej PT w punkcie 7. Ponadto
proste AB, CD i PT przecinaja sie w jednym punkcie @), gdyz proste te sa
osiami potegowymi odpowiednio par okregéw (ki, k), (k2,k) 1 (k1,k2), gdzie k
oznacza okrag opisany na czworokacie ABCD.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze punkt @ lezy na péiprostych BA i CD.
Woéwezas

IFEG = SFEP — YGEP = ¥DAP — ¥GQP =
= QDA — ¥QPA = XQBC — XABP = 4PBC.

Analogicznie dowodzimy, ze ¥ FGE = ¥ PCB, skad uzyskujemy teze. O

12. Czworokat wypukly ABCD jest opisany na okregu o promieniu r. Jakg
najwieksza mozliwa warto$¢ moze przyjacé

1 1

acz T o’

Rozwigzanie:

Zal6zmy, ze AC' 1 BD przecinajg sie¢ w punkcie O i zalézmy bez szkody, ze
JAOB > 90°. Niech E bedzie takim punktem, ze BECD jest réwnolegtobo-
kiem. Wtedy

AC - BD > 2[ABCD] = r - Obwéd(ABCD) = 2r - (AC + BD),

gdzie [F] 1 Obw(F) oznaczaja odpowiednio pole i obwod wielokata F.
Ponadto AB 4+ CD = AB + BE > AE. A poniewaz $ECA > 90°, to

AE? > AC? + CE? = AC? + BD?.
Zatem
AC? . BD?* > 4r? - (AC? + BD?),

skad
1 N 1 < 1
AC? ' BD? T 4%’
Roéwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

AC-BD =2[ABCD] <= AC L BD i AB+ BE=AE + AB| CD,

czyli gdy ABCD jest rombem. O
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