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Wstep

Oboz przygotowawczy do Olimpiady Matematycznej organizowany przez III LO
w Tarnowie odby!l sie w dniach 26-30 wrzesnia 2016 r. w Krynicy Zdroju, w domu
wypoczynkowym ,Jozefa”. Kadre obozu stanowili: Dominik Burek (student V roku
matematyki IMUJ, autor niniejszej broszury), Maciej Gawron (pracownik naukowy
IMUJ) Marcin Radwanski (nauczyciel IIT LO w Tarnowie, organizator obozu) oraz
Tomasz Sobczak (nauczyciel IIT LO w Tarnowie).

W obozie uczestniczylo 37 uczniéw z dwich szk6! gimnazjalnych (Gimnazjum nr
2 w Tarnowie oraz Gimnazjum Dwujezyczne w Tarnowie) oraz szesciu szkét $red-
nich (IT LO im Marii Skltodowskiej — Curie w Konskich, V LO w Krakowie, I LO
im. Bolestawa Chrobrego w Piotrkowie Trybunalskim, LO im. Jana Pawla IT Siostr
Prezentek w Rzeszowie, IT LO w Tarnowie oraz III LO w Tarnowie,) ktérzy zostali
podzieleni na trzy grupy: grupe starsza (4 uczniéw), grupe $rednia (19 uczniéw) oraz
grupe mlodsza (14 uczniéw). Pelng liste uczestnikéw obozu zamieszczono ponizej.

W dniach 27, 28, 29 wrze$nia odbyty sie zawody indywidualne, a 30 wrzeénia
zostal rozegrany mecz matematyczny. Regulamin meczu znajduje sie na koncu tej
broszury. Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli kazdego dnia cztery i
pot godziny na rozwiazanie czterech zadan. Mecz matematyczny trwal od 14:00 dnia
poprzedniego do 9:00. Szczegbdlowe wyniki zawodoéw indywidualnych przedstawiaja
tabele na nastepnych stronach. Niniejsza broszura zawiera wszystkie zadania z obozu
wraz z rozwigzaniami.



Lista uczestnikow obozu

III LO w Tarnowie

Dominik Drwal
Dawid Pastuszka
Rafal Spyra
Karolina Swierk
Filip Gawron
Edyta Garbarz
Magdalena Karas
Pawet Kolendo
Michal Panek
Piotr Pawlowski
Mikotaj Sikora

Przemystaw Simajchel

Jakub Wegrecki
Michal Wéjcik

II LO w Tarnowie

Michal Niedbala

LO w Piotrkowie
Trybunalskim

Piotr Zuber
Natalia Kucharczuk
Jan Kociniak
Kamil Galewski

Gimnazjum Dwujezyczne

w Tarnowie

Antoni Chudy
Aleksandra Dziurok
Julia Filip

Kacper Kuca
Stanistaw Majchrzak
Jakub Pawlina
Jakub Pietraszek
Jakub Was

Rafal Pyzik

Gimnazjum nr 2
w Tarnowie

Mikotaj Duch

LO w Konskich

Maciej Dziuba
Mikotaj Grzebieluch

V LO w Krakowie

Aleksandra Cynk
Jedrzej Kula
Blazej Rozwoda
Mariusz Trela

LO sidéstr Prezentek

w Rzeszowie

Jan Fornal
Radomit Baran



Rozktad punktéw

Rozklad punktéw grupy mlodszej

Zadanie | Liczba prac Liczba prac Liczba prac Liczba prac
na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 4 0 2 13
2. 6 0 0 13
3. 1 0 0 18
4. 1 0 2 16
5. 2 0 1 16
6. 5 2 2 10
7. 0 0 1 18
8. 2 0 0 17
9. 11 1 0 7
10. 9 0 1 9
11. 6 0 1 12
12. 0 0 0 19
Rozklad punktéw grupy starszej
Zadanie | Liczba prac Liczba prac Liczba prac Liczba prac
na 6 punktéow | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 2 0 0 2
2. 3 1 0 0
3. 2 0 0 2
4. 0 0 3 1
5. 0 0 0 4
6. 0 0 3 1
7. 1 0 0 3
8. 1 0 0 3
9. 0 0 0 4
10. 1 0 0 3
11. 1 0 0 3
12. 0 0 0 4




Tresci zadan

Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. Rozstrzygnaé czy istnieje 2016 kolejnych liczb naturalnych wérod ktérych jest
doktadnie 17 liczb pierwszych.

2. W czworokacie ABCD wpisanym w okrag punkty P i @ sa Srodkami okregdw
wpisanych w trojkaty ABC i ABD odpowiednio. Prosta przechodzaca przez P i
prostopadla do prostej AC' przecina prosta prostopadta do BD przechodzaca przez
@ w punkcie R. Pokazaé, ze trojkat PQR jest réwnoramienny.

3. Dana jest liczba naturalna n oraz n stoséw monet. Poczatkowo na k-tym
stosie znajduje sie¢ doktadnie k£ monet, dla k£ = 1,2,...,n. Dwéch graczy na prze-
mian wykonuje ruchy. Ruch polega na wybraniu stosu i zabraniu z niego dowolnej
dodatniej liczby monet, przy czym ruch jest dozwolony jezeli po ruchu ciag ilodci
monet na stosach pozostaje niemalejacy. Przegrywa gracz, ktéry nie moze wykonaé
ruchu. Wyznaczy¢ zbiér tych liczb naturalnych n, dla ktérych zaczynajacy gracz ma
strategie wygrywajaca.

4. Dany jest ciag (an)n>1 zdefiniowany jako: a; = 1 oraz dla n > 1 wzorami
Q2p = Gn 1 AGopn+1 = ap + apy1. Udowodnié, ze kazda liczba wymierna dodatnia

wystepuje doktadnie raz w ciagu (a“ﬁ) .
ntl /) n>1

5. Na kazdej z 2n kart napisano pewna liczbe 1 < z < 2 (na réznych kartach,
napisano byé¢ moze rézne liczby). Udowodnié, Zze mozna te karty podzieli¢é na dwa
stosy tak, aby sumy liczb napisanych na kartach stosow si, s spelniaty nieréwnosci

6. Liczbe calkowita dodatnia n nazwiemy interesujgcg jezeli istnieje takich 2n
liczb rzeczywistych x1, o, . .., Ta,, ktére nie wszystkie sg rowne oraz dla dowolnych
n z nich ich suma jest rowna iloczynowi pozostatych n liczb. Wyznaczy¢ wszystkie
liczby interesujace.

7. W trojkacie ostrokatnym ABC (AB < AC) punkty O i I sa odpowiednio
1
$rodkami okregdéw opisanego i wpisanego. Zalézmy, ze 10 = §(AC’ — AB). Pokazad,
ze

[[AO] = - ([BAO] — [CAO)),

1
2
gdzie [F] oznacza pole figury F.



8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby caltkowite dodatnie n dla ktérych zachodzi po-
dzielnosé¢

p(n) | n® + 3.

9. Rozstrzygnac jaka jest najwieksza mozliwa liczba roztacznych pentomino w
ksztalcie plusa (zob. rysunek) jakie mozna polozyé na szachownicy 8 x 8, tak by boki
pentomino byly rownolegte do bokéw szachownicy.

10. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spetniaja warunek a? + b2 + ¢ = 1. Udo-
wodnié, ze zachodzi nieréwnosé

ab® + bc® + ca® < Var + b + 4.

11. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany P o wspélczynnikach catkowitych, ze
dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n zachodzi podzielnosé n | P(2").

12. Przekatne czworokata ABCD wpisanego w okrag przecinajg sie¢ w punkcie
P. Zal6ézmy, ze istnieje okrag wy styczny do przedluzen bokéw AB, BC, AD, DC w
punktach odpowiednio X, Y, Z i T. Okrag wy przechodzi przez punkty A i B oraz
jest styczny zewnetrznie do wi w punkcie S. Pokazaé, ze SP 1 ST.



Zawody indywidualne grupy starszej

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie uporzadkowane tréjki parami réznych liczb rze-
czywistych (x,y, z), ze zbiory

T—Y Yy—z z2—2x
{l‘7y,2} oraz ) )
Yy—z z2—x x—yY

sg réwne.

2. Niech n > 1 bedzie liczba calkowita. Pokazac, ze istnieje liczba catkowita
m > n" taka, ze n™ — m" jest podzielne przez m + n.

3. Dany jest potokrag w o Srednicy AB. Okregi wy i wy sa styczne zewnetrznie
a ponadto kazdy z nich jest styczny do odcinka AB w punktach odpowiednio X i
Y (punkt X lezy miedzy A 1Y) i do w. Punkt C jest punktem stycznosci w; i w.
Wyznaczyé tg LACY .

4. Dana jest liczba naturalna n > 1 oraz ciagg liczb calkowitych a1, as,...,a,
spelniajacy warunek n | a3 + as + ... + a,. Udowodnié, zZe istnieja takie dwie per-
mutacje by, by, ..., b, oraz ci,ca,. .., ¢, zbioru {1,2,... n}, ze podzielnogé

n|a17(b1+cl)

zachodzi dla dowolnego i = 1,2, ..., n.

5. Pokazaé, ze jesli okregi opisane na Scianach czworo$cianu sa przystajace, to
srodki sfer opisanej i wpisanej tego czworoécianu sie pokrywaja.

6. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R2 — R takie, ze dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych x, y i z zachodzi réwnosé

7. Dana jest szachownica n xn. Pozycjg nazywamy takie rozlokowanie n pionkéw,
ze w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje sie po jednym pionku. Dane sg
dwie pozycje A i B. Przypusémy, ze kazdy prostokat o jednym wierzchotku w lewym
gbérnym rogu zawiera nie mniej pionkéw w pozycji B niz w pozycji A. Udowodnié, ze
pozycje B mozna uzyskaé z pozycji A poprzez ciag ruchéw polegajacych na wyborze
takiego prostokata ktéry zawiera doktadnie dwa pionki: w swoim prawym gérnym i
lewym dolnym rogu i przeniesieniu tych pionkéw na pozostate dwa rogi prostokata.
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8. Dla liczby caltkowitej k definiujemy k-ta liczbe pieciokatna wzorem
3k% — k

wg = (tzn. wop = 0, w—1 = 2, w; = 1, ...). Dana jest liczba calkowita

dodatnia n, ktéra nie jest pieciokatna. Wyznaczy¢ wartos¢ wyrazenia

Z (—DFo(n—wy) =0(n) —an—1)—an—-2)+...,

wp<n

gdzie przez o(m) oznaczamy sume dodatnich dzielnikéw liczby m.

9. Dla liczby catkowitej dodatniej n przez x; oznaczmy liczbe dodatnich dzielni-
kéw n, ktérych ostatnia cyfra jest rowna ¢ dla 0 < ¢ < 9. Pokazaé, ze
T3+ x7 < T1 + 9.

10. Graf skierowany G = (V, E) spelnia warunek: dla dowolnych wierzchotkéw
u,v,w € V takich, ze u # v jezeli v — w 1 v — w sg krawedziami to istnieje
przynajmniej jedna z krawedzi v — v lub v — u. Niech W C V bedzie minimalnym
(wzgledem inkluzji) zbiorem wierzcholkéw o tej wlasnosci, ze dla dowolnego v €
V' \ W istnieje takie w € W, ze przynajmniej jedna z par v — w lub w — v jest
krawedzia.

Niech k bedzie najwieksza liczba wierzchotkéw w V' takich, ze miedzy dowolnymi
dwoma nie ma krawedzi. Udowodnié, ze |W| < k.

11. Dla liczb caltkowitych 1 < r < n niech z,41,%,42,...,2, beda dodatnimi
liczbami rzeczywistymi. Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste dodatnie z1,x9,...,z, tak
aby suma

£g
S= E —
. Z;
4,j€{1,2,...,n}
i£j

byta jak najmniejsza.

12. Okrag wpisany w trojkat ABC o srodku w punkcie I jest styczny do bokéw
BC, CA i AB w punktach odpowiednio D, E i F. Punkt O jest érodkiem okregu
opisanego na tréjkacie ABC natomiast punkt P jest taki, ze <IDO = <PAI oraz
JICP = JIFO. Pokazaé, 7e SIBP = JIEO.



Mecz Matematyczny

1. Dane sa liczby pierwsze pi,ps,...,ps takie, ze prr1 = 2pr + 1 dla
k=1,2,...,5. Pokazaé, ze Z p;ip; jest liczba podzielng przez 15.
1<i<5<6

2. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby pierwszej p # 2 istnieje wielomian P o wspél-
czynnikach caltkowitych taki, ze

2(1+ 2+ (1- x)pTH) = P(z)?> (mod p)
dla dowolnej liczby catkowitej x.

7k+1

3. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba jest ztozona.

T+ 1

4. Rozwiazaé w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

wy+z—2)=ylz+r—y’) =2 +y-2") =1

5. Dana jest funkcja f: Ry — R taka, ze dla dowolnych liczb z,y € Ry zachodzi

2
réwnosé f (33—2|—y> + f (x —T—yy> = f(z) + f(y). Pokaza¢, ze dla dowolnych liczb

z,y € Ry zachodzi réwnosé

2f(Vry) = f(x) + f(y).

6. Niech n bedzie liczbg catkowita dodatnia. Pokazaé, ze dla dowolnego wielo-
mianu p stopnia mniejszego niz 2n zachodzi nieréwnosé

lp(n)] < (2vn—1)- M,
gdzie

M = max (|p(O)], [p(L)] - ., p(n = D], [p(n + D, [p(n + 2., [p(2n)])

7. Dany jest n-kat wypukly M, ktéry zostal podzielony nieprzecinajacymi sie
przekatnymi na trojkaty tak, ze dowolny wierzcholek M nalezy do nieparzystej liczby
tréjkatéw. Pokazad, ze n jest podzielne przez 3.
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8. Dany jest n-kat Wj. Definiujemy ciag n-katow Wy, W3, ..., W, tak, ze: do-
wolny wierzcholek wielokata Wy jest odbiciem odpowiadajacego mu wierzchotka
Wi wzgledem wierzchotka Wy znajdujacego sie k wierzchotkow dalej zgodnie z ru-
chem wskazdéwek zegara. Udowodnié, ze jezeli n jest liczbg pierwsza to Wy i W, sa
podobne.

9. Kostki jednostkowe sze$cianu n X n X n pomalowano n kolorami, przy czym
kazdy kolor zostal uzyty n? razy. Udowodnié, ze istnieje prosta réwnolegta do jednej
z krawedzi szeScianu, ktéra przecina kostki pokolorowane na co najmniej &/n réznych
koloréw.

10. Dany jest tréjkat ABC w ktérym S BAC = 90°. Punkt H jest spodkiem wy-
sokosci opuszczonej z punktu A, natomiast punkty E i F' s rzutami prostokatnymi
punktu H na boki odpowiednio CA i AB. Niech punkty K, L i N beda H-$rodkami
dopisanymi do tréjkatow HBF, HCE i HEF. Pokazaé, ze A jest érodkiem okregu
wpisanego w trojkat K LN.

Uwaga. W tréjkacie ABC punkt I jest A-$rodkiem dopisanym do tréjkata ABC,
gdy okrag o srodku w I dopisany do tréjkata jest styczny do boku BC.

11. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Okrag w przecho-
dzacy przez punkt A i styczny do boku BC w punkcie D, przecina okrag opisany o
na tréjkacie ABC po raz drugi w punkcie P. Punkt @ # P jest punktem przeciecia
prostej DP z okregiem o. Niech M oznacza Srodek odcinka ID. Zalézmy, ze proste
PM i AI sa rézne i przecinaja sie w punkcie R. Pokazaé, ze przy zmieniajacym sie
okregu w, okrag opisany na tréjkacie PQR przechodzi przez staly punkt.

12. Punkt P lezy wewnatrz czworo$cianu ABCD przy czym

JPAB = SPBC = 4PCD = <PDA = arccos \/g

Rozstrzygnaé, czy ABCD musi byé¢ czworoscianem foremnym a P jego Srodkiem
ciezkosci.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne grupy mtodszej

1. Rozstrzygnaé czy istnieje 2016 kolejnych liczb naturalnych wérod ktérych jest
doktadnie 17 liczb pierwszych.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez f(n) liczbe liczb pierwszych wsréd liczb n+1, n+2, ..., n+2016.
Widzimy, ze f(0) > 17, ponadto f(2017! 4+ 1) = 0, gdyz liczby 2017! + 2, ...,
2017! 4 2017 sa ztozone. Nietrudno zauwazyé, ze | f(n) — f(n+1)| < 1, wobec tego z
dyskretnej wlasnosci Darboux wynika, ze istnieje takie n w przedziale [0,2017! + 1],
ze f(n) =17. O

2. W czworokacie ABCD wpisanym w okrag punkty P i @ sa srodkami okregéw
wpisanych w trojkaty ABC i ABD odpowiednio. Prosta przechodzaca przez P i
prostopadla do prostej AC' przecina prosta prostopadta do BD przechodzaca przez
@ w punkcie R. Pokazaé, ze tréjkat PQR jest réwnoramienny.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez M $rodek krétszego tuku AB okregu opisanego na czworokacie
ABCD. Na podstawie twierdzenia o trojlisciu  dostajemy  réwnosci
MA=MP=MQ = MB. Zatem

JQPR =7~ ¥MPQ— (3 - $MCB) =

— 1 —IPQM — (g _ <IADM) — SPQM.

3. Dana jest liczba naturalna n oraz n stoséw monet. Poczatkowo na k-tym
stosie znajduje sie¢ doktadnie k£ monet, dla k£ = 1,2,...,n. Dwéch graczy na prze-
mian wykonuje ruchy. Ruch polega na wybraniu stosu i zabraniu z niego dowolnej
dodatniej liczby monet, przy czym ruch jest dozwolony jezeli po ruchu ciagg ilodci
monet na stosach pozostaje niemalejacy. Przegrywa gracz, ktéry nie moze wykonaé
ruchu. Wyznaczy¢ zbiér tych liczb naturalnych n, dla ktérych zaczynajacy gracz ma
strategie wygrywajaca.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze jezeli n = 1,2 (mod 4) to strategie wygrywajaca ma pierwszy
gracz, w przeciwnym przypadku strategie wygrywajaca ma gracz drugi.

Niech n = 2 (mod 4). Oznaczmy przez si, Sa,..., Sy, liczby monet na stosach.
Pierwszy gracz bedzie zachowywal nastepujacy niezmiennik: po kazdym ruchu spet-
nione bedg nieréwnosci ss — 1 < 1,84 —s3 < 1...,8, —sp—1 < 1, oraz liczba tych

i, 7€ So; — So;—1 = 1 jest parzysta.
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Zauwazmy, ze w pierwszym ruchu wystarczy zabra¢ monete z drugiego stosu i
warunki sa spelnione. Jezeli przeciwnik wykonuje ruch na jednym z pary stoséow
S2i—1,S2; takim, ze s9; = S9;_1 to mozemy wykona¢ taki sam ruch na drugim z
tych stoséw i warunki bede spelnione. Jezeli wykonuje ruch na mniejszym ze stoséw
Z pary Sg;—1,S2; takiej, ze so; — s2,_1 = 1, to gracz pierwszy moze powtorzy¢ ten
ruch na wiekszym z tych stoséw i niezmiennik pozostaje zachowany. Jezeli przeciwnik
zabierze monete z wickszego ze stosdéw z pary takiej, ze s9; —S2;,_1 = 1 to wykonujemy
taki sam ruch na innej parze stoséw o tej samej wlasnosci. Istnienie takiej pary
mamy zagwarantowane dzieki parzystosci. Oznacza to, ze na kazdy ruch mozemy
odpowiedzie¢, stad nie przegramy.

Jezeli n = 1 (mod 4) to stosujemy identyczna strategie przy czym dokladamy
pusty stos sg i rozwazamy niezmiennik: s; — so < 1,...,8, — Sp_1 < 1 oraz liczba
par takich, ze so;11 — s9; = 1 jest parzysta.

Jezeli n = 0,3 (mod 4) to strategie ma gracz drugi. Stosuje on analogiczna stra-
tegie do opisanej powyzej. O

4. Dany jest ciag (an)n>1 zdefiniowany jako: a; = 1 oraz dla n > 1 wzorami
Gon = Qn 1 G2pt1 = G + apy1. Udowodnié, ze kazda liczba wymierna dodatnia
wystepuje dokladnie raz w ciagu aaﬁ .

ntl ) n>1

Rozwigzanie:

Udowodnimy, najpierw, ze kazda liczba wymierna dodatnia wystepuje w tym
ciagu. Zalézmy dla dowodu nie wprost, ze istnieja takie wzglednie pierwsze liczby
pigq, ze % nie ma w naszym ciagu. Przy czym wybierzmy taka pare (p,q) o tej
wlasnosci, ze p + ¢ jest najmniejsze mozliwe. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze
p > q (dowdéd w drugim przypadku jest analogiczny). Rozwazmy pare (p — ¢,q).
Poniewaz p — g+ q = p < p + q, to zgodnie z naszym zalozeniem istnieje takie n, ze
ap =p—q1ians1 =q. Woéwezas agpt1 = (p — q) + ¢ = p oraz agy, 2 = ¢q. Oznacza
to, Ze agon+t1/a2n+2 = p/q i otrzymujemy sprzecznosé.

Przypu$émy teraz, ze istnieje taka liczba wymierna, ktéra wystepuje wiecej niz
raz w tym ciagu. Wybierzmy taka liczbe p/q, przy czym niech p+ ¢ bedzie minimalne
mozliwe. Bez straty ogoélnosci przyjmijmy, ze ¢ > p. Niech as, = p, asn4+1 = ¢q oraz
Aom = P,Amy1 = ¢- WOWCZAS Gy = P,lpq1 = ¢ — P OTAZ Uy, = D, Gyl = G — D
Oznacza to, ze liczba p/(q — p) réwniez wystepuje wielokrotnie w naszym ciagu oraz
p+ (¢ —p) < p+q, co jest sprzeczne z naszym wyborem. O

5. Na kazdej z 2n kart napisano pewna liczbe 1 < & < 2 (na réznych kartach,
napisano by¢ moze rézne liczby). Udowodnié, ze mozna te karty podzieli¢ na dwa
stosy tak, aby sumy liczb napisanych na kartach stosow si, so spelialy nieréwnosci

n 51
< =<1
n+1 S9 =

Rozwigzanie:
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Niech z; < x5 < ... < 22, beda liczbami zapisanymi na kartach. Udowodnimy,
7€ 81 = X1+T3+...+xoy_1 OTaZ So = To+ T4+ ...+ X2, spelniaja warunki zadania.
Nierownosé s; < sg jest oczywista. Rozwazmy druga nieréwnosé

1+ T3+ ... +Top—1 S 1’3+1’5...+.’£2n,1+1
To+ T4+ ...+ ZTop ~ To+Tg+ ...+ Topo+2
To+Tg+ ... +Topo+1
1’2+I4+...+I2n_2+2
1 1 n
- >1-— = .
To+ x4+ ...+ x990+ 2 n+1 n—+1

O

Vv

6. Liczbe calkowita dodatnia n nazwiemy interesujgcg jezeli istnieje takich 2n
liczb rzeczywistych x1, o, . .., Ta,, ktére nie wszystkie sg rowne oraz dla dowolnych
n z nich ich suma jest rowna iloczynowi pozostalych n liczb. Wyznaczy¢ wszystkie
liczby interesujace.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze parzyste liczby sa interesujace.

Jezeli n = 2k to liczby (z1,z2,...,24k) = (—1,—1,...,2k) spelniaja warunki
zadania, czyli liczba n jest interesujaca.

Wezmy liczbe interesujaca n oraz ciag (x1,a,...,%2,) 0 szukanej wlasnosci.
Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze x1 # 2. Niech a1, a9, ..., az,—2 bedzie dowolna
permutacja liczb (x3,24,...,29,) Wwoéwczas zachodza réwnosci

r1-a102...0p—1 = T2 + Qp + ...+ Q2p,

T2 Q102 ...0n—1 =T1+ ap + ...+ G2p.

Odejmujac je stronami dostajemy

(x1 — z2)(arag ...an—1 +1) =0.

Stad ajas...a,—1 = —1. Poniewaz réwno$¢ ta zachodzi dla dowolnej permutacji
liczb x3,x4,...,%2, to réwniez asasz...a, = —1 i stad a; = a,. Oznacza to, ze
T3 = Tg4 = ... = Toy. Mamy rownosé xgkl = —1, z ktérej wynika, ze n jest liczba
parzysta. O

7. W tréjkacie ostrokatnym ABC (AB < AC) punkty O i I sa odpowiednio

srodkami okregéw opisanego i wpisanego. Zatézmy, ze 10 = §(AC’ — AB). Pokazad,
ze 1

740 = 5([BAO] ~ [CAO)),
gdzie [F] oznacza pole figury F.

Rozwiazanie:
Wprowadzmy oznaczenia
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a, b, c — boki BC, CA i AB tréjkata,

e p — potowa obwodu,

e r — promien okregu wpisanego,

e R — promien okregu opisanego,

e [, I. — rzuty punktu I na boki AC' i AB odpowiednio,

e 'O’ — rzut odcinka IO na prostg BC.

Na mocy warunkéw zadania

2I0 = AC-AB=1,C-I.B=I'C-T'B=2I'0,

wiec OI || BC. Zauwazmy, ze
[ABI] + [BCI] + [CAI] = [ABO] + [BCO] 4 [CAO],

jednakze II' = O0’, wiec [BCI| = [BCO], stad

[ABO] + [CAO] = [ABI] + [CAI] = %r(c +b).

Poniewaz -
7 'R _ T _g_a+c_ _ —C
10=10'=0'B~1I'B =} e
to
[BAO]:[ABI]+[OBI]+[IAO]:T;—k;(bgc>+[IAO]:
— T(CI Y 41140 = %([BAO] 1 [CAO)) + (140,
wiec

[TA0] = %([BAO] _ [cA0)).

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n dla ktérych zachodzi po-
dzielno$¢
o(n) | n* +3.

Rozwigzanie:

Jezeli n jest liczbg pierwsza to p(n) = n — 1. Wowcezas n — 1 dzieli liczbe
n?+3=(n—-1)(n+1)+4, wiec n — 1 | 4. Otrzymujemy, ze n = 2,3,5 spelnia-
ja teze w tym przypadku.

15



Zauwazmy, ze dla n > 3 liczba (n) jest liczba parzysta. Oznacza to, ze n jest
liczbg nieparzysta. Zapiszmy n = plflpé€2 ...pPs. Wéwezas 2° | ¢(n). Z drugiej strony
n? +3 =4 (mod 8). Oznacza to, ze s < 2. Jezeli pewne k; > 2 to p; | ¢(n) | n? + 3,
wiec p; = 3. Jenak wéwczas 9 nie dzieli n? + 3, wiec k; = 2. Mamy zatem trzy
mozliwosci n = 9 (kolejne rozwiazanie), n = 9p i p # 3, oraz n = pq dla pewnych
réznych liczb pierwszych p, q.

Jezeli n = 9p to p(n) = 6(p — 1). Ponadto mamy réwnosé

n®+3=81(p—1)(p+1)+84

istad 3(p— 1) | 84, wiec p — 1 | 28. Jedynymi mozliwosciami sa p = 51 p = 29,
jednak wéwcezas 8 | ¢(n) czyli nie sg to rozwiazania.

Rozwazmy teraz przypadek n = pq. Jezeli ¢ = 3 to dostajemy ¢(n) = 2(p — 1)
oraz n?>+3 = 9(p—1)(p+1)+12. Dostajemy, ze 2(p—1) | 12. Rozwazajac otrzymane
przypadki dostajemy, ze p = 7 i n = 21 jest rozwigzaniem.

Przypusémy, ze n = pg i p,q > 5. Rozwazmy nieparzysty czynnik pierwszy r
liczby ¢(n). Mamy n? = —3 (mod r). Z teorii reszt kwadratowych wynika, ze r
jest liczba pierwsza postaci 3k + 1, lub r = 3. Drugi przypadek jest wykluczony,
poniewaz n nie jest podzielne przez 3. Poniewaz (p — 1) | n? + 3 to p jest liczba

-1
pierwszg postaci 3k 4+ 2. Otrzymujemy, ze liczba b

daje przy dzieleniu przez 3
reszte 2 i jest iloczynem liczb pierwszych postaci 3k + 1 co jest sprzecznoécia.
Ostatecznie rozwiazaniami sg n = 1,2,3,5,9, 21. 0

9. Rozstrzygnaé jaka jest najwieksza mozliwa liczba roztacznych pentomino w
ksztalcie plusa (zob. rysunek) jakie mozna polozyé na szachownicy 8 x 8, tak by boki
pentomino byly rownolegle do bokéw szachownicy.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze 8 jest szukana liczba pentomino. Zauwazmy, ze pentomino moga
zajac jedynie 2 sposéréd 8 pdl w dolnym rzedzie. Istotnie, kazde pentomino moze zajaé
tylko jedno pole w tym rzedzie, gdyby byly zajete 3 pola to w rzedzie wyzej byloby
zajetych 9 pdl - sprzecznoéé. Oznacza to, ze w sumie moga by¢ zajete co najwyzej
62 + 4 -2 = 44 pola (6% wewnetrznych pél i po 2 na kazdej z czterech krawedzi).
Kazde pentomino zajmuje 5 pél, czyli jest co najwyzej L%J = 8 pentomino.

Z drugiej strony nietrudno narysowaé 8 roztacznych pentomino na szachownicy
8 x 8.
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10. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek a? + b% + ¢? = 1. Udo-
wodnié, ze zachodzi nieréwnosé

ab® + bc® + ca®? < Vat + bt + 4.

Rozwigzanie:
7 nieréwnosci Schwarza dla ciagéw a,b, c i b2, c?,a? dostajemy

(a® + 0% + A (b + c* +at) > (ab® + b + ca?)?,

lub réwnowaznie

Vbt + A+ at > ab® + be? + ca®.

11. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany P o wspolczynnikach catkowitych, ze
dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n zachodzi podzielnosé n | P(2").

Rozwigzanie:

Niech p,q beda réznymi liczbami pierwszymi. Z warunkéw zadania wynika, ze
pq | P(2P?). Otrzymujemy, ze

PPy =P27) =0 (mod p).

Oznacza to, ze liczba P(29) jest podzielna przez p, wobec dowolnoéci wyboru p
otrzymujemy, ze P(29) = 0. Oznacza to, ze wielomian P ma nieskonczenie wiele
miejsc zerowych, wiec P = 0. O

12. Przekatne czworokata ABCD wpisanego w okrag przecinaja sie w punkcie
P. Zal6zmy, ze istnieje okrag wy styczny do przedtuzen bokéw AB, BC, AD, DC w
punktach odpowiednio X, Y, Z i T. Okrag wy przechodzi przez punkty A i B oraz
jest styczny zewnetrznie do wy w punkcie S. Pokazaé, ze SP 1 ST.

Rozwigzanie:
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Niech J bedzie biegunem prostej SX wzgledem okregu w; 1 niech
V:=ABNYZ. Dobrze znanym faktem jest, ze punkt P = XT NYZ i
(A,B;V,X) = 1, wiec z réwnoéci JX? = JA - JB wnioskujemy, ze J jest $rodkiem
odcinka V' X, zatem J jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie SV X.

Poniewaz proste TX i Y Z sg réwnolegle do dwusiecznych katéw miedzy parami
bokéw odpowiednio (AB,CD) i (BC,DA) mamy, ze <X PV = 90°. Zatem punkty
P, S, Vi X leza na okregu o $rednicy VX, wiec

ITSP = XSP — ¥XST = SXVP — SVXP = 90°.

18



Zawody indywidualne grupy starszej

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie uporzadkowane trojki parami réznych liczb rze-
czywistych (z,y, z), ze zbiory

{z,y,2} oraz {zy y—= ZI}

y—2z z—x v —9y

sg roéwne.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze jedynymi tréjkami spetniajacym zadane warunki sa tréjki po-
staci (¢, —%H, —1—%) dla pewnego t € R\{0, —1} oraz tréjki (1, —2, —%), (-2, —%, 1)
oraz (—1,1,-2).

Zauwazmy, ze istotnie tréjki tej postaci spetniajg warunki zadania. W pierwszym
przypadku spelnione sa réwnoéci

1 1
1 1 ’ 1 .
1T (_1 _ ?)

(-1-1)—t 1+t t—( t
Ponadto liczby te sa parami rézne. Réwnosé dowolnych dwéch z nich prowadzi do
réwnania t? 4t 41 = 0, ktére nie ma rozwiazan rzeczywistych. W drugim przypadku
sprawdzamy, ze istotnie sa to rozwiazania.
Odwrotnie, jezeli trojka (z,y, z) spelnia warunki zadania, to oznaczajac t =
dostajemy

— 1)

r—y
Yy—z

I 1 _ 1 Y=z
1+¢ 1+ z%z ;%z z—z
oraz
1 1 1 y—z Yy—cr+z—-y 22—
t r—vy x—y -y
Czyli istotnie mamy réwnosé zbioréw {z,y,z} = {t, —%H, —1 — 1}, dla pewnego
t # 0,—1. Zauwazmy, ze dla funkcji f(t) = —H% mamy f(f(t)) = —1 — } oraz

F(f(f(t)) =t. Oznacza to, ze zmieniajac ewentualnie ¢, mozemy przyjaé, ze x = t.
Jezeli (x,y,2) = (¢, f(t), f(f(t)) to mamy pierwszy przypadek. Jezeli za$ (z,y, z) =
(t, f(f(t), f(t)) to mamy

T—y P y—z 1 z—x t

y—2z Coz—xz ot x—y  t+1
Przyréwnujac t do powyzszych wyrazen, otrzymujemy kolejno ¢t = —%7 t = 1 oraz
t = —2, co odpowiada pozostalym wymienionym tréjkom.

2. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Pokazaé, ze istnieje liczba calkowita
m > n" taka, ze n™ — m" jest podzielne przez m + n.

Rozwigzanie:
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Jezeli n = 2 to m = 5 spelnia warunki zadania. Istotnie 7|25 — 52 = 32 — 25. Od
tej pory zatézmy, ze n > 3.
Sprébujmy znalezé takie m wsréd wielokrotnosci n. Niech m = kn dla k € N.

Wéwcezas
nm — mn nk:n o (kn)n nnfl(n(kfl)n o kn)

m+n  nlk+1) E+1 ’

wiec cheemy aby k + 1 | n?~*(n*~D" — k"), Rozpatrzmy dwa przypadki
e n=1 (mod 2). Mamy
"D gy = pr(pEO 1) (mod k4 1), (1)

wiec k = 2n"~! — 1 spelnia powyzsza kongruencje oraz nieréwnosé k > n"~1,
Wobec tego liczba m = (2n"~1—1)n spelnia warunki zadania dla nieparzystych
n.

e n =0 (mod 2). Biorac dzielnik pierwszy p liczby n — 1, analogicznie jak wyzej
zauwazamy, ze k = pn" ! — 1 spehia [, wiec m = (pn"~! — 1)n dziala w
przypadku parzystego n. O

3. Dany jest potokrag w o Srednicy AB. Okregi wy 1 wy sa styczne zewnetrznie
a ponadto kazdy z nich jest styczny do odcinka AB w punktach odpowiednio X i
Y (punkt X lezy miedzy A 1Y) ido w. Punkt C jest punktem stycznosci wy i w.
Wyznaczyé tg LACY .

Rozwiazanie:

Niech wy i1 wy beda styczne w punkcie 7. Ponadto niech CX i C'Y przecinaja w
w punktach odpowiednio M i E oraz F := ABN ME. Oznaczmy przez N Srodek
odcinka XY. Wéwczas punkty T, N, M leza na jednej prostej (dobrze znane). Wobec
tego MT = MA = MB oraz NT = NX = NY, wiec 24ATX = 24BTY =
IMAB = 45°. Na podstawie zwigzku

MA?=MX -MC=ME-MF

mamy, ze punkty C, X, E'i F' leza na jednym okregu.
Niech G bedzie punktem przecigcia TY z okregiem o érodku w punkcie M i
promieniu MT. Woéwczas

YF.-YP=YC-YE=YB - YA=YT -YG,

wiec punkty T, X, G i F leza na jednym okregu, stad GF | AB oraz 2JGAF =
294BGF = 29BTY = 45°. Wobec tego trojkaty GAF i BGF sa podobne. La-
two zauwazy¢, ze prosta E'F jest dwusieczna kata zewnetrznego w trojkacie AEB
(YACB = 90°), wiec

AE AF GF? g o
tgiACQ_tquBE_ﬁ_ﬁ_ﬁ_ctg 22.5° = 3+ 2V/2.

20



O

4. Dana jest liczba naturalna n > 1 oraz ciag liczb catkowitych aq,as,...,ay,
spelniajacy warunek n | a1 + as + ... + a,. Udowodnié, ze istnieja takie dwie per-
mutacje by, ba, ..., b, oraz ci,ca, ..., ¢y, zbioru {1,2,... n}, ze podzielnosé

zachodzi dla dowolnego i = 1,2,...,n.

Rozwiazanie:

Jezeli a1 = ao = ... = a, = 0 to wystarczy wziaé by = k,cx, = n — k dla
k=1,2,...,n—1oraz b, =c, =n.

Udowodnimy, ze jezeli potrafimy skonstruowac¢ szukane permutacje dla pewnego
clagu ay, az, ..., a, to potrafimy jest réwniez skonstruowaé dla ciagu a},db, ..., al,
ktéry rozni sie od ciagu aq, ag, . . ., a, na pewnych dwoch pozycjach i1, 2. W ten spo-
s6b podmieniajac po dwa elementy, jestedmy w stanie udowodnié¢ teze dla dowolnego
ciagu ay, ag, ..., ay.

Definiujemy ciag indekséw i3,14, ... tak aby dla k > 2 spelniony byl warunek
n I bik—l + Cigyr — ), - (2>

ik
Tak skonstruowany cigg indekséw musi zawiera¢ dwa réwne wyrazy. Wybierzmy
taka pare p # q, ze ip, = 14 i ¢ jest mozliwie najmniejsze. Twierdzimy, ze p = 1 lub
p = 2. Pamigtajac, ze n | bj +c¢; — aj; o ile, j # i1,12, sumujemy podzielnosci dla
k=p,p+1,...,q—11otrzymujemy, ze

nlbi, , +bi, +ci, , +ci, - ai:,) - a;:q_l-
Poniewaz i), = i, oraz iy, # i1, %2, to dostajemy

/
n|bi,_, +ci,_, —a

iq71

stad ip—1 = iq—1 1 otrzymujemy sprzeczno$¢ z minimalnoscig ¢g. Oznacza to, ze
istotnie p = 1 lub p = 2. Definiujemy permutacje b, ¢’ nastepujaco

bgl = biq_1

b, ==bi_, dla k=2.3,...,¢-1,

¢, =Ci, dla k=23,...,¢-1,

¢, i=ciy, jesli p=1,

=c;y jesli p=2,
Vi :=bj, ¢y =c; jesli j #ir,ia,... 0q 1.

Bez trudu widzimy, ze tak skonstruowane permutacje b, ¢’ spelniaja warunki dla
ciggu a’. Co konczy dowdd. O

5. Pokazaé, ze jesli okregi opisane na Scianach czworoscianu sg przystajace, to
srodki sfer opisanej i wpisanej tego czworoscianu si¢ pokrywaja.

Rozwigzanie:

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia
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A, B, C'i D — wierzcholki czworoécianu,

e O — $rodek sfery opisanej,

I — $rodek sfery wpisanej,

e Oy, Op, O¢, Op — rzuty prostokatne punktu O na $ciany BCD, CDA, DAB,
ABC' odpowiednio,

P4, Pg, Pc, Pp — rzuty prostokatne punktu I na sciany BCD, CDA, DAB,
ABC odpowiednio,

e R — promien sfery opisanej na ABCD,

e 1 — promien okregdéw opisanych na $cianach ABCD.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa dostajemy réwnoéci
R* — 00% = 04B? = 0,C? = 0,D?,

wiec O4 jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie BC'D. Analogicznie punkty
Op, O¢ i Op sa $rodkami okregdéw opisanych na trojkatach CDA, DAB i ABC.
Ponownie z twierdzenia Pitagorasa mamy réwnosci
R? —r? = 00% = 00% = OO% = 007,

stad widzimy, ze punkt O jest réwnoodlegly od $cian czworoécianu ABCD. Wobec
tego O jest érodkiem sfery wpisanej lub jednym z siedmiu Srodkéw sfer dopisanych.

Zalézmy, ze O jest D-Srodkiem sfery dopisanej do sciany ABC w jej punkcie
wewnetrznym Op. Znanym faktem jest, ze Op i Pp sa punktami izogonalnie sprze-
zonymi, a poniewaz Op jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, wiec Pp
jest ortocentrum tréjkata ABC.

7 twierdzenia sinuséw wynika, ze Y BDC € {{BAC, ™ — $BACY}. Jednakze P4
lezy wewnatrz Sciany ABD, wiec

IBDC < $BPsC = $BPpC =7 — $ABC,

stad ¥ BDC = ¥BAC i analogicznie $CDA = SCBA oraz YADB = JSACB.
Rozpatrzmy siatke czworoscianu ABC D tak jak na rysunku.

oD,
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Poniewaz Pp jest ortocentrum tréjkata ABC, to okregi opisane na trdjkatach
BCD,, CAD, i ABD3 przecinaja sie w punkcie Pp. Z twierdzenia sinuséw wynika,
ze %:DQPDA S {%:APDD&TF - <):APDD3} i podobnie %:D:;PDB S {%:BPDDl,TF -
LBPpD;} oraz $D1PpC € {ICPpDy,m — SCPpDy}. Zauwazmy jednak, ze
punkty Dy, Do, D3, Pp nie moga byé wspétliniowe, wiec wéréd liczb |$ Do PpA —
YAPpDs|, |¥D3PpB—<BPpD1|i|¥D1PpC —<CPpDs| dwie musza by¢ zerami.

Zalézmy bez straty, ze <D3sPpB = <$BPpD; oraz <DPpC = <SCPpDs.
Trojkaty w parach (BPpDs, BPpD;), (CPpD2,CPpDy) sa przystajace. Zatem
PpDs = PpDy = PpD,, wiec réwniez tréjkaty APpDo i APpDs sa przystaja-
ce. Otrzymujemy réwnosci

%:PDADQ = W_%:D2OPD = W—%:PDCDl = %:PDBDl = %:D?,BPD = 7T—D3APD,

stad Do, A 1 D3 sg wspdtliniowe, wiec A jest srodkiem odcinka Dy D3. Laczac to z
analogicznymi wnioskami dostajemy, ze ABC'D ma przystajace $ciany, stad O lezy
w jego wnetrzu — sprzeczno$c.

Jezeli O jest érodkiem sfery stycznej do kazdej ze écian w punkcie poza $ciang
czworo$cianu, to analogicznie jak wyzej punkt stycznosci O¢ ze Sciang D AB bedzie
srodkiem okregu opisanego na DAB, ktory lezy po przeciwnej stronie prostej BD,
niz punkt A i po przeciwnej stronie prostej AD niz punkt B — co jest oczywiscie
niemozliwe. Zatem O = 1. O

6. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R? — R takie, ze dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych z, y 1 z zachodzi rownosé

f(f(x,z),f(z,y)) = f(l’,y) + z.

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze nie istnieje funkcja spelniajaca warunki zadania.
Niech g(t) := f(¢,t) dla dowolnej liczby rzeczywistej t. Wowcezas g(g(t)) = g(t)+t,
dla t € R, wiec g(g(0)) = g(0) i

9(9(9(0))) = g(9(0)) + g(0) = ¢(0) = 29(0) = ¢(0) = 0.
Ustalmy ag € R. Niech a := f(ag,0). Wtedy
f(a,O) = f(f(a()ao)vf(o,o)) = f(ao,O) +0=a.

Niech b = f(0,a) i ¢ = g(a). Wowczas f(a,b) = f(f(a,0),f(0,a)) = c i
f(bv a) =f f(oaa)vf(avo)) = a, stad

2a = f(g(a),f(a,())) = f(cv a) = f(f(U‘?b)vf(ba a)) =b+ec (3)
Réwniez

g(b) +a = f(f(b,a), f(a,b)) = f(f(b,a),g(a)) = f(b,a) +a = 2a,
stad ¢g(b) = a. Zatem



3
Laczac |3|i [4] dostajemy rownosci ¢ = 3@ ib=—a.
Zdefiniujmy funkcje h(z,y) := f(y,z). Réwnoéé dana w zadaniu przyjmuje po-
staé
h(h(y, 2), h(z,2)) = h(y,z) + 2.
Oznacza to, ze h spelnia identyczne rownanie funkcyjne co funkcja f. Udowodnilidmy,
ze jezeli a jest postaci a = f(ag,0) to f(a,a) =g(a) = %a. Stosujac to rozumowanie

dla funkcji A i b = f(0,a) = h(a,0) otrzymujemy h(b,b) = g(b) = %b. Laczac

otrzymane rezultaty dostajemy %b =g(b) =a=2b, stad a =b=0.

Wobec tego f(0,z) = f(y,0) = 0 dla dowolnych z,y € R co oznacza, ze
0= f(f(0,2), f(2,0)) = f(0,0) + z = z dla dowolnego z € R. Sprzecznos¢. O

7. Dana jest szachownica nxn. Pozycjg nazywamy takie rozlokowanie n pionkéw,
ze w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje sie po jednym pionku. Dane sg
dwie pozycje A i B. Przypusémy, ze kazdy prostokat o jednym wierzchotku w lewym
gbérnym rogu zawiera nie mniej pionkéw w pozycji B niz w pozycji A. Udowodnié, ze
pozycje B mozna uzyskaé z pozycji A poprzez ciag ruchéw polegajacych na wyborze
takiego prostokata ktory zawiera doktadnie dwa pionki: w swoim prawym goérnym i
lewym dolnym rogu i przeniesieniu tych pionkéw na pozostale dwa rogi prostokata.

Rozwiagzanie:

Bedziemy oznaczali pola szachownicy wielkimi literami. Niech O bedzie lewym
gérnym rogiem. Przez [XY] bedziemy oznaczali prostokat, ktérego przeciwleglymi
rogami sg X i Y. Zal6zmy, ze pionki z pozycji A sg biale, za$ pionki w pozycji B
sa czarne. Niech a(X) i b(X) oznaczaja odpowiednio liczbe pionkéw biatych i liczbe
pionkéw czarnych w prostokacie [OX]. Z zalozenia dla dowolnego pola X zachodzi
a(X) < b(X), przy czym dla pewnego X nier6wnosé jest ostra (gdyby tak nie bylo
to A = B i nie ma czego dowodzi¢). Udowodnimy, ze istnieje taka pozycja C, ze

a(X) < ¢(X) <b(X) dla dowolnego X, oraz Za(X) < ZC(X).
X X

Zauwazmy, ze to wystarczy do okazania tezy, poniewaz wykonujac te konstrukcje
wielokrotnie uzyskamy pozycje C1,Cs, ..., ciag ten musi stabilizowaé sie w B, gdyz
w przeciwnym przypadku ciag (> ¢;(X))i>1 bylby nieograniczony.

o] T

F U

T
|
T
|
T
1
1
1
1
1

X1

24



Rozwazmy najwyzszy rzad w ktérym bialy pionek nie pokrywa sie z czarnym
pionkiem. Niech one leza na polach odpowiednio S i P (oczywiscie P lezy na lewo
od S). Oznaczmy przez T i B pola znajdujace sie odpowiednio w gérnym i dolnym
wierszu kolumny, ktéra zawiera P. W kolumnie, w ktérej lezy P bialy pionek lezy
ponizej P. Oznacza to, ze w prostokacie [BS] lezy co najmniej jeden bialy pionek
poza rzedem [PS]. Oznaczmy przez V bialy pionek, ktéry znajduje sie najwyzej w
prostokacie [BS] poza [PS]. Oznaczmy przez W pole na przecieciu wiersza zawiera-
jacego V i kolumny zawierajacej S, oraz przez R pole sasiadujace z W wierzchotkiem
po lewej gérnej stronie. Twierdzimy, ze

a(X) < b(X), dlakazdego pola X € [PR].

Istotnie wybierzmy punkt X i rozpatrzmy prostokat [OX]. Na lewo od kolumny
[T'B] znajduje si¢ co najmniej tyle samo pionkéw czarnych co bialych (co wynika z
warunku danego w zadaniu), powyzej wiersza [PS] jest dokladnie tyle samo pionkéw
bialych co czarnych (co wynika z poczynionych zalozef), natomiast w prostokacie
[X P] jest jeden czarny pionek P i nie ma bialych pionkéw.

Jestedmy gotowi skonstruowaé szukany ruch. Niech U bedzie kwadratem na prze-
cieciu rzedu [PS] i kolumny zawierajacej V. Wykonujemy ruch na prostokacie [SV]
przenoszac biate pionki z S 1 V do U i W. Oznaczamy te nowa pozycje przez C,
mamy

e(X)=a(X)+1 dla X €[UR], ¢(X)=a(X) dla pozostalych X.

Poniewaz prostokat [PR] zawiera prostokat [UR] to mamy ¢(X) < b(X) dla dowol-
nego X. Szukany ruch zostal skonstruowany, co wobec powyzszych rozwazan daje
teze. O

8. Dla liczby calkowitej k definiujemy k-ta liczbe pieciokatna wzorem

3k —k
WE =

(tzn. wop = 0, w—1 = 2, w3 = 1, ...). Dana jest liczba calkowita

dodatnia n, ktéra nie jest pieciokatna. Wyznaczy¢ wartos¢ wyrazenia

Z (-1)fo(n—wp)=0(n) —o(n—1)—o(n—-2)+...,
wp<n
gdzie przez o(m) oznaczamy sume dodatnich dzielnikéw liczby m.

Rozwiazanie:

Lemat. Niech f(n) oznacza liczbe przedstawien n jako suma nieparzystej liczby
parami réznych liczb naturalnych, zas g(n) oznacza liczbe przedstawieri n jako suma
parzystej liczby parami réznych liczb naturalnych. Wowczas f(n) = g(n) jezeli n nie
jest liczbq pieciokqtng oraz f(n) — g(n) = (—=1)*, gdy n = wy.

Dowdéd. Twierdzenie to znane jako twierdzenie o liczbach pieciokatnych przypisy-
wane jest Eulerowi. Dwa dowody tego faktu mozna znalezé pod adresem https:
//en.wikipedia.org/wiki/Pentagonal_number_theorem. O
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Rozwazmy zapisy liczby n w postaci
n=x1+xs+ ...+ x, +dds,

gdzie 1 < x2 < ... < Xy, oraz di, ds sa liczbami naturalnymi. Przy czym moze by¢
m = 0. Oznaczmy przez S zbidr tych zapiséw. Obliczmy na dwa sposoby sume

Y (=1"Pdi(s), (5)
seS

gdzie dla danego zapisu s przez m(s), di(s), ... oznaczamy liczby wystepujace w tym
zapisie. Z jednej strony grupujac wyrazenia z tym samym dyds = n — p dostaniemy

n—1 n—1
> Y (WPae=Yon-p Y ()™
p=0 {s€S|d1(s)d2(s)=n—p} p=0 21<x2<...<Tm

r1t+x2+...+Tm=p

Zgodnie z lematem powyzsza suma wynosi Zwkgn(—l)ka(n — Wg)-
Obliczmy teraz sume na drugi sposéb. Podzielmy reprezentacje s € S na trzy
kategorie S = AU B UC w nastepujacy sposéb:

A={seS|xi(s) #di(s) oraz dao(s) > 1},
B={seS|xis)=di(s) dlapewnego i},
C={seS|zi(s) #di(s) oraz da(s)=1.}.
Zauwazmy, ze reprezentacje z A i B mozemy polaczyé w pary. Wystarczy z repre-

zentacji z B wyrzucié¢ x; = dy 1 powiekszy¢ dy. Z podanego polaczenia wynika, ze

> (=1 dy (s) =Y (~1)"Pdy(s) = > (=1)™(z14T2+. . AZmp1).

sES seC 1 <x2<...<Tm+1
zr1+ret...+Tmy1=n

Ostatnia rownos¢ wynika stad, ze zapisy z C mozemy traktowaé¢ jako przedstawienia
n w postaci sumy m+ 1 parami réznych sktadnikow, kazde takie przedstawienie daje
m + 1 sktadnikow w powyzszej sumie. Ostatecznie zgodnie z lematem

A Ti+...+Tmp1=n
T1+z2+. A+ Tmp1=n
Z powyzszych rozwazan wynika, ze

Yo (Dro(n—w) =

Wi gn

9. Dla liczby catkowitej dodatniej n przez z; oznaczmy liczbe dodatnich dzielni-
kéw n, ktérych ostatnia cyfra jest rowna ¢ dla 0 < ¢ < 9. Pokazaé, ze
T3+ x7 < T1 + Tg.
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Rozwiazanie:

Bez szkody dla ogélnosci mozemy zaltozyé, ze NWD(n,10) = 1. Ustalmy liczbe
naturalng n i rozwazmy jej rozktad na czynniki pierwsze

n=pps . prra eyt g,

gdzie p; (1 < i < r) sa liczbami pierwszymi, ktére daja reszte £1 przy dzieleniu
przez 10, natomiast ¢; (1 < j < s) sa liczbami pierwszymi dajacymi reszte +3
modulo 10.

Rozpatrzmy wielomian

fle) = " it 41 ) A+z+a?+... +a%) =
Moy 1

J=1 a;+1

d d—1
= aqx” + aq1T +---+ag

dla pewnych liczb catkowitych dodatnich d, aq,ao,...aq.
Zauwazmy, ze T, + Tg = Zak natomiast x3 + x7 = Zak. Wobec tego x1 +
2/k 2k
xg9 — (23 + 7)) = f(—1), wiec

ﬁ]"ﬂ‘l
ai +ag — (az + ay) Haj-i-l H > 0.

10. Graf skierowany G = (V, E) spelnia warunek: dla dowolnych wierzchotkéw
u,v,w € V takich, ze u # v jezeli u — w i v — w sa krawedziami to istnieje
przynajmniej jedna z krawedzi w — v lub v — u. Niech W C V bedzie minimalnym
(wzgledem inkluzji) zbiorem wierzchotkéw o tej wlasnosci, ze dla dowolnego v €
V' \ W istnieje takie w € W, ze przynajmniej jedna z par v — w lub w — v jest
krawedzia.

Niech k bedzie najwieksza liczba wierzchotkow w V' takich, ze miedzy dowolnymi
dwoma nie ma krawedzi. Udowodnié, ze |W| < k.

Rozwigzanie:

Zalézmy, ze teza nie jest spelniona. Rozwazmy W = {wq,ws, ..., w,,} gdzie m >
k. Z minimalnosci zbioru W wynika, ze dla dowolnego w; istnieje taki v; € V' \ W,
ze w; jest polaczony z v;, ale v; nie jest polaczony z zadnym z W\ {w; }. Rozwazmy
zbiory wierzchotkéw

Win = {w; | wi € W,v; — w;},
Wout =W \ Win7
n — {Ui | w; € Wout}~

Oczywiscie |Woyt| = |Vin|. Udowodnimy, ze zbiér Wi, U V;, jest niezalezny. Gdyby
pewien wierzchotek v € Vj, byt polaczony z wierzchotkiem w € W;, to v bylby
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potaczony z dwoma wierzchotkami z W, co jest sprzeczne z naszym wyborem wierz-
chotkéw vq,. .., Up,.

Przypusémy, ze w; — w; dla pewnych w;, w; € Wj,. Skoro v; — w; to z warun-
kéw z zadania mamy, ze w; i v; sa polaczone, co jest sprzeczne z naszym wyborem
wierzchotkéw vy, ..., v,.

Przypusémy, ze v; — v; dla pewnych v;,v; € V;y,. Skoro w; — v; to z warunkéw
z zadania mamy, ze v; i w; sa polaczone, co jest sprzeczne z naszym wyborem
wierzchotkéw vy, ..., vpy,.

Wskazalidmy zatem zbiér niezalezny mocy m > k. Otrzymana sprzecznosé¢ do-

wodzi tezy zadania. O

11. Dla liczb catkowitych 1 < r < n niech %,41,%Zr12,...,2Z, beda dodatnimi
liczbami rzeczywistymi. Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste dodatnie =i, xo,...,z, tak
aby suma

sy o

- x;
i,j€{1,2,...,n}

i#]
byla jak najmniejsza.
Rozwigzanie:
Niech
1
x—Z% y—Z* =Y b=y L
. Z;
i=r+1 i=r+1
Wowczas
T;
D D S LD UL
i,j€{1,2,....,n}  1<i#j<r T 7‘<13£J<n 1<z<7‘ 7‘<z<n
i#j r<j<n 1<5<r

1 1 1
A K + T2 Y BERRRU R Al I

1 1 1
—|—xr+1<b— )+xr+2(b— >+...+xn(b—>+bx+ya:
Tr41 Lr42 Tn

=ay—r+ab—(n—7)+ab+ya=(z+a)(y+b) —n>(V/zy+ Vab) -
> (r + Vab)?

gdzie ostatnie nieréwnosci sg prawdziwe dzieki nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza.

x a
Réwnos$é w pierwszej nieréwnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy — = 3
. .. X T Y
natomiast w drugiej, gdy v1 =29 = ... =2, = — = —.
r Y
Wobec tego S przyjmuje minimum dla xy = z2 = ... =2, = \/{. O

12. Okrag wpisany w tréjkat ABC' o srodku w punkcie I jest styczny do bokéw
BC, CA i AB w punktach odpowiednio D, E i F. Punkt O jest $rodkiem okregu

28



opisanego na tréjkacie ABC natomiast punkt P jest taki, ze $IDO = S PAI oraz
JICP = 4IFO. Pokazaé, ze SIBP = SIEO.

Rozwigzanie:
Niech 07 i 02 oznaczaja okregi wpisany i opisany o promieniach r i R odpowiednio.
Rozpoczniemy od wykazania nastepujacego lematu

Lemat. Przy powyiszych oznaczeniach rozpatrzmy okrgg w styczny do bokéw AB
1 AC oraz wewnetrznie styczny do okregu opisanego w punkcie T. Punkt N jest
srodkiem tuku BAC. Woéwczas punkty T, I 1 N sq wspolliniowe.

Dowéd. Wystarczy pokazaé, ze SITB = <CTI. Punkt I jest rodkiem odcinka EF
(dobrze znane) oraz punkt T jest $rodkiem jednokladnosci zewnetrznej okregdw:
opisanego i wpisanego. Wobec tego proste TA, TB i TC tna w po raz drugi w
punktach A’, B’ i C’ tak, ze trojkaty ABC i A’B’C’ sy podobne. Proste TE i TF
polowia katy odpowiednio SCTA i $ATB stad SCTE = SETA oraz $FTB =
JYATF ale TA is symediang w tréjkacie ATEF, wiec $FTA = SETI. Ostatecznie

IITB = {FTB+ SFTI = <ETI + <ETC = 4CT1I.
O
Niech T bedzie punktem takim jak w lemacie. Wowczas U := AT N IO jest

srodkiem jednokladnosci zewnetrznej okregéw o1 i 0o. Wzér Stewarta zastosowany
dla tréjkata AOI i czewiany AU daje nam

AU2:AI2-?3 R?. §g+U02 I0-UO =
:AIQ-RIET—RQ R’; +UO0% - IOQ.%z
2
—ar. L vor - (" _2§?f+RT_
:AP.R%jLUO2 AI2-R_T—AU-UT,
Wobec tego
AU'(AU+UT):AI2~R]ET:>AU:R1Er~i—ITQ. (6)

Niech M i N beda $rodkami tukéw BC' i BAC okregu os. Na podstawie lematu
punktu T, I i N sa wspéliniowe. Zatem tréjkaty AIT i NIM sa podobne, wiec

M NM 2R:>AT72R'AI
Al ~ AT — AT NI

(7)
Podstawiajac [] do [7] dostajemy zwiazek

Al 2(R—-7)

AU NI ®
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Przyjmujac za L érodek odcinka AI oraz za K punkt na prostej ON taki, ze
czworokat DIKO jest réwnoleglobokiem widzimy, ze warunek [§] mozna zapisaé jako

AL _ NK
AU NI’
Stad i z réwnosci STAM = STNM wnioskujemy, ze tréjkaty ALU i NKI sa
podobne, wiec SILU = SMKI = SIDO. Jedli przez P’ oznaczymy odbicie punk-

tu I wzgledem punktu U, to UL || P’'A, wobec tego SIAP' = SILU = $IDO.
Analogicznie $IBP' = SIEO oraz SICP' = 4IFO — co oznacza, ze P’ = P.
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Mecz Matematyczny

1. Dane sa liczby pierwsze pi,ps,...,ps takie, ze pxt1 = 2pr + 1 dla
k=1,2,...,5. Pokazaé, ze Z p;p; jest liczba podzielng przez 15.
1<i<j<6
Rozwiazanie:

Jezeli py = 3 to pa = 71 ps = 15 1 uzyskujemy sprzecznosé. Jezeli py = 1 (mod 3)
to 3 | p2 i p2 > 3 co ponownie jest sprzecznoscia. Oznacza to, ze py = 2 (mod 3).
7 réwnan danych w zadaniu wynika, ze w tym przypadku kazda spoérdd pq, . . ., ps
daje przy dzieleniu przez trzy reszte dwa. Mamy wiec

> pipj=15=0 (mod 3).

1<i<j<6

Gdyby p1 = 1 (mod 5) to p2 = 3 (mod 5), ps = 2 (mod 5) i w koncu py = 0
(mod 5) i uzyskujemy sprzecznosé, gdyz ps > 5. Widzimy réwniez, ze jesli py = 3
(mod 5) to p3 =0 (mod 5) i ponownie uzyskujemy sprzecznosé, gdyz ps > 5. Jezeli
p1 =2 (mod 5) to po =0 (mod 5), wiec py = 5. Wowezas ps = 11,py = 23, p5 = 47,
ps = 95 i uzyskujemy sprzecznos$é. Nie moze byé réowniez p; = 5, gdyz wowczas
ps = 95. Ostatecznie wszystkie liczby pi1,ps,...,ps daja reszte cztery z dzielenia
przez 5. Mamy, wiec

> pipj=15=0 (mod 5).

1<i<j<6

Udowodnilismy, ze podana suma jest podzielna przez 3 i 5, wynika stad, ze jest
rowniez podzielna przez 15. O

2. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby pierwszej p # 2 istnieje wielomian P o wspol-
czynnikach catkowitych taki, ze

p+1

21 +2"T +(1—2)"= ) =P(x)? (mod p)

dla dowolnej liczby calkowitej x.
Rozwigzanie:

Lemat. Istnieje dokladnie L%J reszt r modulo p takich, Ze v i 1 —r nie sqg resztami

kwadratowymi modulo p.

Dowéd. Rozwazmy réwnanie 2? — y?> = 1 (mod p) w niezerowych resztach z,y
(mod p). Twierdzimy, ze ma ono p — 3 rozwiazania dla p postaci 4k +3 i p —5
rozwigzan dla p postaci 4k + 1. Istotnie dla dowolnego v = 1,2,...,p — 1 mamy
rozwigzanie postaci = (u+u~1)/2,y = (u—u"1)/2. Przy czym dla u = =1 mamy
y = 0 oraz w przypadku p = 4k + 1 jezeli u?> = —1 to x = 0.

Wezmy r takie, ze r i 1 — r sa nieresztami kwadratowymi. Ustalmy niereszte
kwadratows, ¢, wéwczas istnieja dokladnie cztery takie pary niezerowych reszt x,y,
zer = tx?il—r = t(xy)?. Mamy wiec réwnoséé w2+ (xy)? =t~ L ezyli 1+9% = t 1z~ 2.
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Jezeli p jest postaci 4k + 3 to zgodnie z powyzszymi rozwazaniami wyrazenie
1 4 42 jest reszta kwadratowa dla % wartosci y. Oznacza to, ze jest ono niereszta
kwadratowa dla pTH roznych y. Dla tych y dobieramy na dwa sposoby x czyli mamy
(p+1) par (z,y), jako, ze szukanym r odpowiadaja po 4 pary (z,y) to szukanych r

jest %.
Jezeli p jest postaci 4k + 1 to zgodnie z powyzszymi rozwazaniami wyrazenie
1 + 9?2 jest reszta kwadratowa dla % wartosci y. Dla dwéch wartoéei 1+ 32 = 0.

Wiynika stad, ze 1 + y2 jest niereszta kwadratowa dla % wartosci y. Dla tych y
dobieramy na dwa sposoby z, czyli mamy p — 1 par (x,y), jako, ze szukanym r
odpowiadaja po 4 pary (z,y) to szukanych r jest ple.

O

Oznaczmy przez P, wielomian 2(1+xpzi—|—(1—x)%). Niech N = {ry,7r9,..., 7%}

bedzie zbiorem niereszt kwadratowych modulo p takim jak w lemacie, gdzie
k= LZ’THJ. Dla dowolnego » € N mamy

p—1

rz =(1- r)prl =—-1 (mod p),

wigc P,(r) =0 (mod p) oraz P)(r) =0 (mod p). Zatem

Py(z) = Q(z)(z — ) (x—r)*-... - (x —rp)? (mod p)

dla pewnego wielomianu Q o wspélczynnikach catkowitych.
Zauwazmy, ze deg Q) = deg P, — 2k = 0, wiec @ jest wielomianem statym. Jezeli
p = 3 (mod 4), to poréwnujac wspélczynniki wiodace wielomianéw dostajemy, ze
Q(z) = 1. W przypadku p = 3 (mod 4) ten sam argument pokazuje, ze Q(z) = 4.
Sumarycznie, wielomian P(x) := c(x — r1)(x — 1) - ... - (x — r1), gdzie
c € {-1,41,—2,+2} spelnia warunki zadania. O

7k+1

3. Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba jest ztozona.

41
Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

T +1
z+1

=S St -t 1=(2+ 1)~ T (2P 2+ 1)2

77k+1 + 1

Jedli =77, to ———
esli z , to e

bedzie réznica dwoch kwadratéw. Wobec tego

7k+1 . . ¢ .
777% jll - ((77’“+1)3+77k2“ (72'7’“+77"+1)> ((77’“+1)377k2“ (72'7’“+77k+1)>.

Drugi z czynnikow jest wigkszy niz 1, gdyz
3 kiq . 3
(7 1) =T (P ) s (7 ) T (P T ) =

—2. 72T Lo 7" L1151,
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4. Rozwiazaé w liczbach rzeczywistych uktad réwnan
ry+z—a)=ylz+e—y’) =2 +y—2") =1

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze zadna z liczb x, y i z nie jest zerem, wiec uklad jest réwnowazny
nastepujacemu

y+z=142°
ztr= 4y
r4+y=1425

7 pierwszego roéwnania wynika, ze x jest tego samego znaku co y + z, wiec x
ma ten sam znak co y lub z. Powtarzajac to rozumowanie dla pozostalych réwnan
widzimy, ze wszystkie liczby maja ten sam znak — zalézmy, ze sa dodatnie.

Z nieréwnoéci miedzy srednia arytmetyczna a geometryczna mamy

y+z=>1423>2,/1.23=22
z+x:%+y3>2 %-y3:2y
r+y=14+23>2/1.23=2;

Dodajac je stronami dostajemy
1 .1 1
204+ 2y+2z2=—4+z°+—+2¥+ - +2° > 20+ 2y + 2z,
x y z
wiec

2x:%+x3
2y:%+y3
2z=%+z3.

Zatem x = y = z = 1. W przypadku, gdy z,y, 2z < 0 otrzymujemy rozwiazanie

5. Dana jest funkcja f: Ry — R taka, ze dla dowolnych liczb z,y € R zachodzi

P
réwnosé f <””2+y) ny (m iyy) = f(z) + f(y). Pokazaé, 7e dla dowolnych liczb

z,y € Ry zachodzi réwnosé

2f(Vay) = f(z) + fy).

Rozwiagzanie:
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Ustalmy a, b, c,d € R. Wéwczas
a+b 2ab c+d 2cd
)+ ()= (57) 4 (553)

F0)+ 10+ ) = 1 (5
2. a+b c+d 2ab 2cd 2. 2ab | 2cd
4 ,f a+b c+d f i tll)-‘rb 2C-Zd _
2 aib + c-l&:-d

2
a+b+c+d> +f((a+b)(c+d)) +f(abc+abd+acd+bcd)+
a+b+c+d (a+b)(c+d)

4dabed >

_|_
/ <abc + abd + acd + bed
Zamieniajac b i ¢ miejscami i przyréwnujac otrzymane rownosci dostajemy

f((a+b)(c+d)) +f(abc+abd+acd+bcd> _

a+b+c+d (a+b)(c+d)

:f<(a+c)(b+d)> +f(abc+abd+acd+bcd>
a+b+c+d (a+c)(b+d) '

(

L, a? | a b _
Kladac w powyzszej réwnosci a = ¢, b = i it= 3 + — otrzymujemy
a
2t 2+t
2 = : — .
J(@) f(“ 2+t>+f<a 2 )

Pozostaje zauwazy¢, ze dla dowolnych x,y € R, istnieje a € Ry i rzeczywiste ¢ > 2
O

2t 24+t .
1,/2y = a.

takie, ze zc =a-——,y=a -
ie, ze x a2+t,y a of

6. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia. Pokazaé, ze dla dowolnego wielo-
mianu p stopnia mniejszego niz 2n zachodzi nieréwnosé

lp(n)] < (2vn—1)- M

- [p(2n)]) .

gdzie

M = max (|p(0)], [p(1)],.

Rozwigzanie:
Dobrze znanym faktem jest, ze dla dowolnego wielomianu p stopnia mniejszego
(9)

niz m zachodzi réwnosé .
>t (7)ot =
k=0

Wykorzystujac [9] dla m = 2n i nieréwnosé
2n\ _ 227!
(0)> %7
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dostajemy

()po=) S (e < 3 ()b

0<k<2n 0<k<2n
k#n k#n
2n on 2n
<[ 3 ()= ()
0<k<2n
k#n

stad

O

7. Dany jest n-kat wypukly M, ktéry zostal podzielony nieprzecinajacymi sie
przekatnymi na tréjkaty tak, ze dowolny wierzchotek M nalezy do nieparzystej liczby
tréjkatéw. Pokazac, ze n jest podzielne przez 3.

Rozwiazanie:

Udowodnijmy, ze mozna pokolorowaé¢ trojkaty na dwa kolory tak, aby trdjkaty
sasiadujace bokiem mialy rézne kolory. Aby uzyskaé szukane pomalowanie stosuje-
my nastepujacy algorytm: poczatkowo caly wielokat malujemy na czarno, nastepnie
kolejno dodajemy przekatne podziatu, dodajac dang przekatna wszystkie obszary po
jednej stronie przekatnej pozostawiamy bez zmian, za$ po drugiej zamieniamy im
kolory na przeciwne. Bez trudu widzimy, ze tak skonstruowane pomalowanie spelnia
nasze warunki.

Zauwazmy, ze z warunkow zadania wynika, ze wszystkie tréjkaty ktore maja bok
wspOlny z brzegiem wielokata sa tego samego, powiedzmy czarnego, koloru. Oznacza
to, ze liczba krawedzi wielokata n jest réznicg sumarycznej liczby krawedzi czarnych
tréjkatéw 1 sumarycznej liczby krawedzi bialych trojkatow. Poniewaz tréjkaty tego
samego koloru nie maja wspolnych krawedzi to obie te liczby sa podzielne przez 3 i
w konsekwencji 3 | n. O

8. Dany jest m-kat W;. Definiujemy ciag n-katéw Wy, W3, ... W, tak, ze: do-
wolny wierzchotek wielokata Wy jest odbiciem odpowiadajacego mu wierzchotka
Wi wzgledem wierzchotka Wy znajdujacego sie k wierzchotkow dalej zgodnie z ru-
chem wskazowek zegara. Udowodni¢, ze jezeli n jest liczba pierwsza to Wi i W, sa
podobne.

Rozwiazanie:

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze $rodek ciezkoséci naszego wielokata Wi to
punkt (0,0). Bedziemy traktowaé n-katy jako ciagi punktéw. Ponadto bedziemy
uzywa¢ numeracji modulo n. Dla k = 1,2,... przez f; oznaczamy transformacje
ciagu punktéw P = (po,p1,...,Pn—1) dana w zadaniu tzn. fr,(P) = (2pg+i — Di)icl, -
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Twierdzimy, ze operacje fx, f; komutuja. Mamy réwnosé

fe(fi(P) = fi((2piti — pidier,) = (2(2Pk+i4i — Pr+i) — 2Pivi + Di)ier, =
= (4Pk+1+i — 2Pk+i — 2P1+i — Di)iel,
Widzimy, ze ostatnie wyrazenie jest symetryczne ze wzgledu na k i [, wiec rze-
czywiécie fk o fl = fl o fk
Zauwazmy, ze wszystkie fr oraz kazde ich zlozenie jest funkcja postaci
F((pi)ier,) = (aopi + a1pis1 + ... + @Gn_1Dit(n-1))icl,
dla pewnych liczb catkowitych ag, ai,...,a,_1. W szczegblnosci niech Ag,..., A,_1
beda takimi liczbami catkowitymi, ze
O((pi)ier,) = fo-10 fn—20...0 fil(pi)ier,) = (Aopi + ... + Apn_1Pitn—1)ier, -

Udowodnimy, ze A; = A; dla ij # 0.

Dla liczby 0 < m < n rozwazmy operacje m, dana wzorem 7, ((p;)icr,) =
(Pmi)ier, - Jezeli n jest liczba pierwsza to 7, jest permutacja. Zauwazmy, ze zachodzi
wzOr fi(mm (P)) = mm (frem (P)). Stosujac ten wzoér (n — 1) krotnie dostajemy:

Jno10 fa20...0 fromu((pi)ier,) = Tm © f(n—l)m, © f(n—2)m, o...0 fr((pi)ier,)-

Poniewaz n jest liczba pierwsza, to zbiory (1,2,...,n —1) i (m,2m,...,m(n — 1))
sg rowne modulo n. Oznacza to, ze ® i 7, komutuja. Obliczamy

n—1

‘I’(Wm((]?i)z‘eln)) = ‘b((]?im)ieln) = (Z Ajpim+jm)ieln7
=0
T (®((pi)ier, ) = Wm((z_: Ajpitjier,) = (Z_: Ajpim+j)iel, -
=0 =0

Badajac pierwsza wspoélrzedna (tzn. ¢ = 0) tych wyrazen dostajemy A; = A,,;.
Wobec dowolnoéci m wynika stad, ze A; = Ay = ... = A,,_1 oznaczmy te wspdlng
wartosé¢ przez B.

Wréémy do dowodu tezy zadania. Mamy pokazaé, ze ®(W;) jest podobny do
Wi. Niech Wi = (pi)ier,. Z poczynionych zalozen o érodku ciezkosci wynika, ze
po+p1+...+pp—1=0. Mamy wigc

O(W1) = (Aopo + B(p1 + .- +Pn-1))ier, = (A — B)po)ier, -

Oznacza to, ze wielokat W, = ®(WW;) jest obrazem wielokata W; w jednokladnosci
o érodku w (0,0) i skali (A — B), czyli sa podobne. O

9. Kostki jednostkowe sze$cianu n x n x n pomalowano n kolorami, przy czym
kazdy kolor zostal uzyty n? razy. Udowodnié, ze istnieje prosta réwnolegta do jednej
z krawedzi szeScianu, ktdra przecina kostki pokolorowane na co najmniej &/n réznych
koloréw.

Rozwiazanie:
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Lemat. Dany jest skoriczony zbior S punktéw w przestrzeni. Oznaczmy przez Sy,

Sy, S. rzuty tego zbioru na plaszczyzny yz, zx,vy. Wowczas zachodzi nieréwnosé
ISI? < 18218y ISz

Dowdd. Prowadzimy indukcje wzgledem liczby réznych wspétrzednych z w zbiorze
S. Jezeli wszystkie punkty maja te sama wspélrzedna z to |S.| = |S| i pozostaje
pokazaé, |S| < [Sz| - |Sy|. Ostatnia nieréwnosé¢ wynika stad, ze przyporzadkowanie
punktowi jego wspolrzednych (x,y) jest oczywiscie iniektywne.

Zal6zmy, ze w zbiorze S wystepuja co najmniej dwie rézne wspotrzedne z. Dzie-
limy S plaszczyzna prostopadla do osi z na dwie niepuste czeéci U i T'. Oczywiscie
|S| = |U|+|T| oraz |Sy| = |T|+|Us| oraz |S,| = |Tyy|+|Uy|. Z zalozenia indukcyjnego
mamy

18] = |T| + U] < AT T + 10U 0] < VISTGTNIT] + /100,

gdzie ostatnia nieréwnosé¢ wynika z oczywistych |S.| > |U,| i |S.| > |T.|. Pozostaje
skorzystaé z nieréwnosci vab + ved < \/(a+ ¢)(b+ d) prawdziwej dla dowolnych
liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, by uzyskaé teze

11 < 18Tl + VDT + 1U,1) = /12181152 -
O

Rozwazmy graf dwudzielny, ktorego wierzchotki po lewej stronie odpowiadaja
3n? prostym réwnolegtym do krawedzi szescianu Ly, Lo, . .., Ls,2, za$ wierzcholki po
prawej odpowiadaja n kolorom C4,Cs,...,C),. Jezeli kolor C; wystepuje na prostej
L; to w naszym grafie jest miedzy odpowiednimi wierzchotkami krawedz.

Ustalmy pewien kolor C;. Niech S; oznacza zbiér kostek koloru i. Zauwazmy, ze
liczba prostych pionowych ktére zawieraja kolor C; jest réwna liczbie kwadratow
w rzucie S; na plaszczyzne zy, oznaczmy ten zbiér S; .. Analogicznie definiujemy
zbiory S; z,5;,. Widzimy, ze

deg(Ci) = |Siel + ISiy| +1Siz| > 3Y/1SialSiyl1Siz| > 3|S2/* = 3n/2,

gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika z Lematu . Suma stopni wierzchotkéw po lewej
stronie naszego grafu jest taka sama jak suma stopni wierzchotkdéw po prawej stronie
naszego grafu. Oznacza to, ze

3n? n
Zdeg(Li) = Zdeg C; > 3n"/3,
i=1

i=1
Stad

3n?
" deg(L;
max deg(L;) > M > nt/3
i=1,...,3n2 3n2
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10. Dany jest trojkat ABC w ktérym S BAC = 90°. Punkt H jest spodkiem wy-
sokosci opuszczonej z punktu A, natomiast punkty F i F sa rzutami prostokatnymi
punktu H na boki odpowiednio C'A i AB. Niech punkty K, L i N beda H-$rodkami
dopisanymi do tréjkatéw HBF, HCE i HEF. Pokazaé, ze A jest srodkiem okregu
wpisanego w tréjkat K LN.

Uwaga. W tréjkacie ABC punkt I jest A-$rodkiem dopisanym do tréjkata ABC,
gdy okrag o srodku w I dopisany do tréjkata jest styczny do boku BC.

Rozwiazanie:

Niech X bedzie rzutem punktu H na prosta E'F oraz niech J bedzie érodkiem
okregu wpisanego w tréjkat HEF a punkt D € NX odbiciem punktu J wzgledem
EF. Wéwczas

1 1
INED = 90° — §<iFEH — §FEH =90° — 4FEH = YAEF,

stad proste ED i E A sg izogonalne wzgledem kata N EF. Analogicznie proste F'D i
F A sa izogonalne wzgledem kata N F'E. Laczac powyzsze fakty dostajemy, ze punkty
A1 D sy izogonalnie sprzezone w tréjkacie NEF, wiec SFNA = SEND = SENX.

Jezeli punkt S jest H-$rodkiem dopisanym do trojkata H AB, to z podobienstwa
tréjkatéw HEF i HAB oraz odpowiedniosci miedzy parami punktéw (X, A) i (F,S)
wynika, ze YASF = SENX = 4FNA, stad na czworokacie AN SF mozna opisaé
okrag. Jednakze YBFK = JASB = 45°, wiec na czworokacie ASKF réwniez
mozna opisa¢ okrag i podobnie na czworokatach ANKF i ANLE mozna opisaé
okregi. Zatem YKNA = SBFK = 45° oraz SANL = 45°, stad N A is dwusieczng
kata proste K N L. Ponadto

IKAL =90° + SKAF + SLAE =90° + SKNF + SLNE =
=90°4+90° — <ENF = 135°,

co oznacza, ze punkt A pokrywa sie ze srodkiem okregu wpisanego w tréjkat K LN.
O

11. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Okrag w przecho-
dzacy przez punkt A i styczny do boku BC w punkcie D, przecina okrag opisany o
na trdjkacie ABC po raz drugi w punkcie P. Punkt @) # P jest punktem przeciecia
prostej DP z okregiem o. Niech M oznacza srodek odcinka ID. Zatézmy, ze proste
PM i AI sa rézne i przecinaja si¢ w punkcie R. Pokazaé¢, ze przy zmieniajacym sig¢
okregu w, okrag opisany na tréjkacie PQR przechodzi przez staly punkt.

Rozwigzanie:

Rozpoczniemy od pokazania lematu

Lemat. (IMO 2010) Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta
Al przecina okrag opisany o w punkcie X. Punkt Q lezy na krétszym tuku BC' okregu
0. Punkt D lezy na odcinku BC' po przeciwnej stronie prostej AI niz punkt Q, przy
czym SBAD = SQAC. Punkt M jest $rodkiem odcinka ID. Wéwczas proste X M
i QI przecinajg sie na o.
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Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze SIXM = SAQI. Biorac za I, A-érodek dopisany
do tréjkata ABC' musimy pokazaé¢ podobienstwo tréjkatéw ADI 4 oraz AIQ, czyli
rownosé

AD _ A1
Al,  AQ°

Jednakze na podstawie podobienstwa trojkatéw ABD i AQC mamy réwnosé
AQ AB
AC  AD’

wiec wystarczy uzasadnié zwigzek
Al - Al = AB - AC,
ktéry jest dobrze znany. O

Przejdzmy do glownej czedci rozwiazania. Bez szkody zalézmy, ze punkt P lezy
na krétszym tuku AB. Latwo zauwazyé, ze SACQ = m — YQPA = SADB (w
styczny do BC' w punkcie D). Ponadto $ABD = 4AQC, wiec

IBAD =7 — ¥DBA — SABD = 1 — JACQ — SCQA = XCAQ,

stad proste AD i AQ sa izogonalne wzgledem kata BAC. Jezeli Al przecina o po
raz drugi w punkcie X, to na podstawie lematu dostajemy, ze U = QI N XM
lezy na o. Zatem jesli XD przecina o w punkcie S # X natomiast SI tnie o w
punkcie T' # S, to na podstawie twierdzenia Paskala zastosowanego dla szeSciokata
STPQU X, wynika, ze punkty P, M, T sa wspétliniowe. Ponadto, jesli AX przecina
prosta BC w punkcie L i AD tnie o w punkcie F # A, to dostajemy rownosé
XB%? = XC? = XI? = XL-XA = XD - SX (twierdzenie o tréjliéciu) ktéra
pokazuje, ze na czworokacie ALDS mozna opisaé okrag oraz

IIDA = IDIX — XDAL = XDSI — XDSL = JLSI.

Z tego, 7e QF || DL (¥LDA = 4QPA = JQEA) wnioskujemy wspétiniowosé
punktéw @, L, S (twierdzenie Reima), wobec tego

JQPR = YQPT = QST = LLSI = S ADI.

Niech I 4 oznacza A-$rodek dopisany do trojkata ABC. Z podobienstwa trojkatow
ABD i AQC mamy, ze AB- AC = AQ - AD podczas, gdy z podobienstwa trojkatow
ABI i AIAC dostajemy AB - AC = Al - Al 4, wiec

AQ Al
Al AD’
co oznacza, ze trojkaty AQI4 oraz AID sa podobne, wiec
IQI R = QI A = SADI = SQPR.

Powyzsza réwnos¢ pozwala stwierdzi¢, ze punkty P, @, R, I 4 leza na jednym okregu,
wiec okrag opisany na tréjkacie PQR, niezaleznie od wyboru w przechodzi przez
punkt I4. [
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12. Punkt P lezy wewnatrz czworoscianu ABC D przy czym

2
IPAB = 4PBC = 4PCD = $PDA = arccos \/;
Rozstrzygnaé, czy ABCD musi byé czworoscianem foremnym a P jego $rodkiem
ciezkodci.
Rozwigzanie:

Skonstruujemy czworoécian spelniajacy warunki zadania, ktory nie jest foremny.
Rozwazmy okrag w o $rodku w punkcie O. Wezmy takie punkty A, B,C € w, ze

JOAB = SOBA = SOBC = SOCB = arc cos \/z

Niech a € (0,7). Obrét wokét prostej OB o kat « przesyla punkt A w punkt D.
Ponadto niech E bedzie odbiciem symetrycznym punktu B wzgledem plaszczyzny
OCD. Woéwczas punkt O lezy wewnatrz czworoscianu D BCFE oraz

2
JODB = SOBC = SOCE = SOED = arccos \/g

Oczywiscie mozemy wybra¢ « tak aby czworoscian DBCE nie byl foremny. O
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10.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona

Kapitana.

W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych
przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga
faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwnag do zreferowania przy tablicy
rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybiera-
ny przez druzyne wywoltujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wylosowana
tuz przed rozgrywka.

Druzyna wywolana do rozwigzania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie.
Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolane;j.

Jesly druzyna wywolana przyjmuje zadanie...
Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwiazanie przy tablicy,
wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

Zawodnik moze byé¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego
druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wy-
znaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do referowania
wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego zastepce.

Osoba referujaca nie moze korzystaé¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja
druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé referujace-
mu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolng licz-
be razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wowczas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej
zmianie w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wynosi 10 mi-
nut. Po uptywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosié¢ o stresz-
czenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zalez-
noéci od tego, czy rozwigzanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnosé
i zbliza si¢ do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo zakon-
czone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub
kompletnoéci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzeze-
nia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na btedy lub luki
dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci
rozwigzania na zasadach okreslonych w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu
druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktow.
Druzyna, ktéra przedstawila poprawne rozwigzanie, otrzymuje co najmniej
7 punktow. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwigzanie
zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw, jezeli
zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesieé) punktéw
w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ druzynie przeciwnej
punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym rozwiazaniu. Jury ma
prawo zadaé pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wywoluje
si¢ dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze nalozyé kare punktowa na druzyne za niezgodne
z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikdw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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