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Wstep

Oboz przygotowawczy do Olimpiady Matematycznej organizowany przez
IIT LO w Tarnowie odbyt sie w dniach 22-25 wrzesnia w Krynicy Zdroju,
w domu wypoczynkowym ,Jozefa”. Kadre obozu stanowili: Michal Baran
(student II roku informatyki AGH), Dominik Burek (student IV roku mate-
matyki IMUJ, autor niniejszej broszury), Adam Lasko (nauczyciel 11T LO w
Tarnowie) oraz Marcin Radwanski (nauczyciel III LO w Tarnowie, organiza-
tor obozu).

W obozie uczestniczyto 38 uczniow z dwoch szkét gimnazjalnych oraz
czterech szkol érednich (w tym V LO w Krakowie) ktérzy zostali podzieleni
na trzy grupy: grupe starsza (11 uczniéw), grupe mtodsza (16 uczniéw) oraz
grupe gimnazjalng (11 uczniéw). Pelna liste uczestnikéw obozu zamieszczono
ponizej. W dniach 22, 23, 24 wrze$nia odbyly sie zawody indywidualne dla
grupy starszej oraz grupy mtodszej, a 25 wrzesnia zostal rozegrany mecz
matematyczny. Regulamin meczu znajduje si¢ na koncu tej broszury.

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i pot godzi-
ny na rozwiazanie czterech zadan. Mecz matematyczny trwat od 21:00 dnia
poprzedniego do 9:00. Szczegdtowe wyniki zawodéw indywidualnych przed-
stawiajg tabele na nastepnych stronach. Niniejsza broszura zawiera wszystkie
zadania z obozu wraz z rozwigzaniami.

Kadra obozu



Lista uczestnikow

IIT LO w Tarnowie IV LO w Tarnowie
Edyta Garbarz

Filip Gawron

bLukasz Kluska

Pawet Kolendo
Krystian Krakowski
Michat Panek
Krzysztof Piéro
Maciej Ptachta

Kamil Poniewierski
Mikotaj Sikora
Przemystaw Simajchel
Jakub Wegrecki
Katarzyna Wodzinska
Michat Wojcik

Piotr Zielinski

Piotr Zurek
Magdalena Karas

Szymon Galara
Adam Mytnik
Tomasz Truszczynski

I LO w Tarnowie Gimnazjum Dwujezyczne

w Tarnowie

Piotr Kubala
Bogdan FLatka

Antoni Chudy
Aleksandra Dziurok
Wojciech Michatek
Piotr Pawlowski
Jakub Pietraszek
Rafat Pyzik

Rafal Spyra

Jakub Was

obozu

V LO w Krakowie

Jedrzej Kula

Stanistaw Nowak
Btazej Rozwoda
Artur Zubilewicz

Gimnazjum nr 2
w Tarnowie

Mikotaj Duch
Filip Gacek
Adrian Szarek
Marek Zarzycki



Wyniki grupy starszej

22 wrzesnia

23 wrzesnia

24 wrzesnia

Suma

4 | Jakub Wegrecki 6/ 00/ 0|6 6|62 6|6 6 |2 46
5 | Jedrzej Kula 6/0|/5/0(6/6/6/0|6[6 0|0 41
6 | Krystian Krakowski 5/0/]0]0|6|6]|6|]0|6|6 6 O 41
7 | Stanistaw Nowak 602/ 0|6(2/6|2]|6|6 [0 |2 38
8 | Pawet Kolendo 0|6 0, 0|6/6]0/0]|6|6 |6 |0 36
9 | Piotr Kubala 6/0/0|0|0O|6|0|2|6|6 |6 |0 32
10 | Katarzyna Wodzinska |6 |0 | 0| 0O (0O/0|6| 2 |66 [0 | O 26
11 | Mikotaj Sikora o/ojojofjo|6|6|2 |66 [0 O 26




Wyniki grupy mtodsze]j

22 wrzesnia

23 wrzesnia

24 wrzesnia

11234 (5]6|7|8]9|10]|11]12 | Suma
2. | Piotr Zurek 0,6 6/ 0 6(5/6, 06|6|6 0 47
3. | Krzysztof Pidro 0,6 6/0 666, 006 /|00 36
4. | Lukasz Kluska 5/6/5/0/6(0/{6/0(0|6 /|00 34
5. | Bogdan Latka 0/0|6/0|5/0|6|6 |56 /|00 34
6. | Edyta Garbarz 0,6/ 5/0/6[{0[{6/0[|2|6 /|00 31
7. | Michat Panek 0/6/6/0(6/0|{6/0 0|6 0|0 30
8. | Maciej Ptachta 0/0/6/0|5/6[{0/0 0|6 |60 29
9. | Kamil Poniewierski 0/6/0/0|5/0|{6|2|0|6 /|00 25
10. | Rafal Pyzik 0,6/ 5/0/6/{0|{6/0|0|]0|O0]O0 23
11. | Magdalena Karas o/5/0/0(6|/0|{6/0 0|6 0|0 23
12. | Przemystaw Simajchel [0 |6 0| 0 |5|0[0| 0 5|6 |0 |0 22
13. | Szymon Galara o/ojojo0o|6|6|/6/0 0|]0|0|O0 18
14. | Tomasz Truszczynski [0 (0|0 0 [6[{0|0| 0 |2| 0|0 |0 8
15. | Piotr Zielinski 0,0/ 0|0|5/0|{0/0|0]j]0O0]|O0]0O 5
16. | Adam Mytnik o,0/0/0|O0OjO|O0OjO0O|0O|]O0O]|O0]0O 0
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Tresci zadan

Grupa starsza

1. Ciag liczb catkowitych dodatnich {a,}2°; spelnia warunek
A + ap = Gy + Gp,

dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich k, [, m i n takich, ze kl = mn.
Pokaza¢, ze jesli liczba p dzieli liczbe ¢, to a, < aq.

2. Czworokat ABCD, w ktorym AB > CD i BC > AD, jest wpisany
w okrag. Punkty X iY lezg na bokach AB i BC, przy czym AX = CD i
CY = AD. Punkt M jest érodkiem odcinka XY. Wykazac, ze ZAMC' = 90°.

3. W turnieju wzieto udzial n zawodnikéw (n > 4). Kazdy zawodnik
rozegral doktadnie jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, nie bylo re-
misow. Zakladamy, ze nie istnieje taka czwérka zawodnikéw (A, B, C, D), ze
A wygrat z B, B wygrat z C, C wygral z D oraz D wygrat z A. Wyzna-
czy¢, w zaleznosci od n, najwigksza mozliwg liczbe takich tréjek zawodnikow
(A, B,(C), ze A wygral z B, B wygral z C oraz C wygral z A.

(Uwaga: Trojki (A, B,C), (B,C,A) i (C, A, B) uwazamy za jedna tréjke.)

4. Pokazac, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n
takich, ze najwickszy dzielnik pierwszy liczby n* + 1 jest wiekszy od 2n.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x1, o, ..., To015 spelniajace
uktad réwnan
Ty + w9 = 224,

To + w3 = 205,

_ /
Too15 + X1 = 21720157

gdzie o), xh, ..., Thy 5 jest permutacja liczb xq, xo, . . ., 2015

6. Dana jest liczba catkowita n > 1. Kazdemu niepustemu podzbiorowi A
zbioru {1, 2, ...,n} przyporzadkowujemy liczbe w(A) w nastepujacy sposob:
Jezeli a1 > as > ... > aj sg wszystkimi elementami zbioru A, to

w(A) =a; —ag +az — ...+ (1) a.
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Obliczy¢ sume wszystkich 2" — 1 otrzymanych liczb w(A).

7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n® + n* + 1
jest pierwsza.

8. Sfery opisana oraz wpisana w czworoscian ABC'D maja wspolny sro-
dek, AB = C'D oraz wszystkie $ciany tego czworoscianu sa tréjkatami ostro-
katnymi. Udowodnié, ze srodki krawedzi czworoscianu ABC'D leza na jednej
sferze wtedy i tylko wtedy, gdy jest on foremny.

9. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty K, L, M sa symetryczne
do punktu P odpowiednio wzgledem $rodkéw bokéw BC, C'A, AB. Wykazad,
ze proste AK, BL, CM przecinaja si¢ w jednym punkcie.

10. Na ciggu liczb rzeczywistych aq, as, . . . , asp15 wykonujemy nastepujaca
operacje: W kazdym kroku zamieniamy dotychczasowy ciag x1, s, ..., T2015
na ciag |zy — Al,|za — A|, ..., |z2015 — A| dla pewnej liczby rzeczywistej A.
W kazdym kroku warto$¢ liczby A moze by¢ rézna. Pokazaé, ze po pewnej
liczbie krokéw mozemy otrzymac ciag sktadajacy sie z samych zer.

11. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz parami rézne liczby cal-
kowite ay, as, ..., ar (k > 2), bedace elementami zbioru {1,...,n}. Ponadto,
dla kazdego i = 1,...,k — 1, liczba n jest dzielnikiem liczby a;(a; 11 — 1).
Udowodnié, ze n nie jest dzielnikiem liczby ag(a; — 1).

12. Ciagg wielomianéw {P,}22 ; jest zdefiniowany nastepujaco:

Pi(z) =2, P,(z)=P,(2)*+1 dlan > 1.
Pokaza¢, ze wielomian P spehlia zaleznos¢:

P(z* +1) = P(z)? + 1 dla kazdego = € R,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy nalezy do ciagu {F,}2 ;.
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Grupa mlodsza

1. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich (a,b) takie, ze
a® + b? jest liczbg pierwsza i 2ab jest kwadratem liczby naturalnej.

2. W tréjkacie ABC (AB < AC) punkt X jest rzutem prostokatnym
punktu B na dwusieczng kata BAC. Punkty M i N sa srodkami odpowiednio
bokéw AB i BC. Pokazaé, ze punkty M, X i N sg wspotliniowe.

3. W turnieju tenisa stotowego wzieto udzial n zawodnikéw (n > 4). Kaz-
dy zawodnik rozegral doktadnie jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem,
zaden mecz nie zakonczyt sie remisem. Po turnieju wszyscy zawodnicy usiedli
przy okraglym stole w taki sposob, ze kazdy zawodnik wygrat z osobg siedzg-
ca obok niego z jego lewej strony. Wykazac, ze istnieja tacy trzej zawodnicy
A, BiC, ze Awygral z B, B wygrat z C oraz C' wygrat z A.

4. Ciag liczb caltkowitych dodatnich {a,}7°, spelia warunek
a + ap = Gy + Ay,

dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich k, [, m i n takich, ze kl = mn.
Pokazac, ze jesli liczba p dzieli liczbe g, to a, < aq.

5. Na plaszczyznie zaznaczono n punktéw (n > 3), z ktérych zadne trzy
nie leza na jednej prostej. Kazdy z tych punktow pomalowano na jeden z
trzech koloréw, przy czym kazdego koloru uzyto przynajmniej raz. Udowod-
ni¢, ze istnieje taki trojkat o wierzchotkach w zaznaczonych punktach, ktére-
go kazde dwa wierzchotki maja rézne kolory i do wnetrza ktérego nie nalezy
zaden zaznaczony punkt.

6. W pieciokacie wypuklym ABCDE katy przy wierzchotkach B i D sa
proste. Wykaza¢, ze obwdd trojkata AC'E jest nie mniejszy od 2BD.

7. Dane sa takie liczby catkowite a, b, c > 1, ze najwiekszy wspélny dziel-
nik liczb a —1, b — 1, ¢ — 1 jest wigkszy od 1. Wykaza¢, ze liczba abc — 1 jest
ztozona.
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8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x1, o, ..., T9015 spelniajace
uktad réwnan
Ty + w9 = 224,

Lo+ T3 = 2.%‘,2,

_ /
To015 + T1 = 2T9q;5,

gdzie z, xh, ..., x5y 5 jest permutacja liczb xq, 2o, . . ., Ta015.

9. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych z, y zachodzi réwnosé

f@)f(y) = f(z —y).

10. Kazdemu wierzchotkowi 2015-kata foremnego trzeba przyporzadko-
waé pewng dodatnig liczbe rzeczywista. Czy mozliwe jest takie przyporzad-
kowanie, w ktorym kazda liczba jest réwna wartosci bezwzglednej roznicy
liczb, ktore z nia sasiaduja? Odpowiedz uzasadnij.

11. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Wykazaé, ze istnieje nieskoriczenie
wiele takich dodatnich liczb catkowitych n, ze liczba 2" — n jest podzielna
przez p.

12. W ostrostupie ABC'S wszystkie katy ptaskie przy wierzchotku S sg
proste. Niech T bedzie rzutem prostokatnym punktu S na plaszczyzne ABC.
Udowodni¢, ze punkt T' jest ortocentrum tréjkata ABC.

14



Mecz Matematyczny

1. Ciag {a, }n>1 jest zdefiniowany nastepujaco

ap =1, apy1 = 2a, +/3a2 + 1.

Pokazaé ze a,, jest caltkowite dla wszystkich n € N.

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n o tej wlasnosci, ze
funkcja f(x) = 2™ jest suma n funkcji okresowych.

3. Pokazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b i ¢ takich,
ze a* + b* + ¢ = 2(ab + bc + ca) zachodzi nieréwnosé

a+b+c

> v/2abc.
3 aoc

4. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n
takich, ze

gdzie ¢(n) jest liczba liczb wzglednie pierwszych z n i mniejszych od n.

5. Ciag {a,}n>1 jest zdefiniowany nastepujaco
ay=as =a3 =1 0raz dapi3 = Api2Gy41 +a, dla neN.
Pokazac, ze kazda liczba catkowita dodatnia posiada wielokrotnosé¢ bedaca

wyrazem ciagu {a, tn>1.

6. Dane sg liczby catkowite dodatnie a i b takie, ze liczba 4ab — 1 dzieli
liczbe (4a? — 1)%. Pokazaé, ze a = b.

7. Niech F = {Ay, As, . .., Ay} bedzie rodzina podzbior6w n-elementowego
zbioru A spehliajaca warunek: Dla dowolnych dwoch elementéw z,y € A
istnieje podzbiér A; € F zawierajacy doktadnie jeden z nich. Pokazaé, ze
2F > n.
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8. W 4030 pol tablicy A o wymiarach 2015x 2015 wpisano liczby rzeczywi-
ste. Pokaza¢, ze dla pewnej liczby catkowitej & > 1 istnieja liczby rzeczywiste
ai, as, ..., as, wpisane w pewne pola tablicy A w taki sposob, ze dla kazdego
i€{1,2,...,k} liczby ag;_1 1 ag; sa w tym samym wierszu, natomiast liczby
ag; oraz as;.i leza w tej samej kolumnie (przyjmujemy, ze aggi1 = ay).

9. Dany jest zbior S ztozony z 2015 punktéw na plaszczyznie, ktore nie
leza na jednej prostej. W kazdy punkt zbioru & wpisana zostata pewna liczba
rzeczywista, przy czym spetniony jest nastepujacy warunek: Na dowolnej pro-
stej przechodzacej przez co najmniej dwa punkty zbioru S suma wpisanych
liczb jest réwna 0. Pokazac, ze wszystkie wpisane liczby sa rowne 0.

10. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB = AC. Na potprostych AB™ i
AC™ obrano odpowiednio takie punkty K i L lezace poza bokami trojkata,
ze

4.BK -CL = BC?.

Punkt M jest srodkiem boku BC. Proste KM i LM przecinajg po raz drugi
okrag opisany na tréjkacie AK L odpowiednio w punktach P i (). Wykaza¢,
ze proste PQ) i BC sg réwnolegte.

11. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Punkt
K lezy na boku AB, punkt L na boku AC oraz punkty K, O i L sg wspotli-
niowe. Punkt R jest srodkiem odcinka BL, zas S jest srodkiem odcinka C'K.
Udowodni¢, ze ZBAC = ZSOR.

12. Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do Sciany ABC
w punkcie H, a sfera dopisana do tego czworoscianu jest styczna do Sciany
ABC w punkcie O. Dowies¢, ze jezeli O jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokosci tego trojkata.
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Rozwigzania

Grupa starsza

1. Ciag liczb catkowitych dodatnich {a,}3°, spelnia warunek
ag + ap = Gy + Ap,

dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich k, [, m i n takich, ze kl = mn.
Pokazac, ze jesli liczba p dzieli liczbe ¢, to a, < a,.

Rozwigzanie:

Pokazemy najpierw, ze dla dowolnej liczby catkowitej ¢ > 1 zachodzi
nieréownos$¢ a; < a;. Gdyby a; < a; dla pewnego t > 1, to z warunkow
zadania mieliby$my:

A2 = Qg + ap — a; < Gy,

stad ciag {aen}o2, bylby Scisle malejacym ciagiem liczb naturalnych —
Sprzecznose.
Wezmy teraz | € Z, takie, ze ¢ = lp. Wowczas:

ap = Qg + a1 — a; < Aq.

O

2. Czworokat ABCD, w ktérym AB > CD i BC' > AD, jest wpisany
w okrag. Punkty X i Y leza na bokach AB i BC, przy czym AX = CD i
CY = AD. Punkt M jest $rodkiem odcinka XY. Wykazac, ze ZAMC' = 90°.

Rozwigzanie:

Niech A" bedzie punktem symetrycznym do punktu A wzgledem punk-
tu M. Wéwezas punkt M jest wspélnym érodkiem odcinkéw AA" i XY,
wiec czworokat AXA'Y jest réwnolegltobokiem. Mamy réwnosci: A'Y =
AX = CD, CY = AD oraz ZCYA = 180° — ZABC = /ADC, zatem
trojkaty AYC i ADC sy przystajace. Wobec tego AC = A'C' i w trojka-
cie réwnoramiennym AA'C $rodkowa AM pokrywa sie z wysokoscia, czyli
AM 1L CM. O

3. W turnieju wzieto udzial n zawodnikéw (n > 4). Kazdy zawodnik
rozegral doktadnie jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, nie bylo re-
miséw. Zakladamy, ze nie istnieje taka czwérka zawodnikéw (A, B, C, D), ze
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A wygral z B, B wygrat z C, C' wygral z D oraz D wygral z A. Wyzna-
czy¢, w zaleznosci od n, najwigksza mozliwg liczbe takich tréjek zawodnikow
(A, B,C), ze A wygral z B, B wygralt z C oraz C wygral z A.

(Uwaga: Trojki (A, B,C), (B,C,A) i (C, A, B) uwazamy za jedna trojke.)

Rozwigzanie:

Nazwijmy trojke remisowq zbioér ztozony z trzech zawodnikéw, ktoérych
mozna tak oznaczy¢ literami A, B, C, ze A wygrat z B, B wygrat z C'i C
wygral z A. Mamy wiec znalez¢ najwiekszg mozliwg liczbe tréjek remisowych.

Wykazemy, ze jeden zawodnik nie moze naleze¢ do dwéch roéznych trojek
remisowych. Przypusémy bowiem, whrew tej tezie, ze dwie rézne trojki maja
wspoélnych niektorych zawodnikéw. Wtedy istnieje taki zawodnik A nalezacy
do obu tych tréjek, ze zawodnik pokonany przez A w pierwszej trojce jest inny
niz zawodnik pokonany przez A w drugiej trojce. Tych dwoch zawodnikow,
ktorzy przegrali z A, mozemy tak oznaczy¢ symbolami B i C, ze B wygral z
C. Niech ponadto D bedzie trzecim zawodnikiem tej z rozwazanych trojek,
do ktérej naleza A i C; woéwcezas D przegral z C oraz wygral z A. Wobec tego
A wygrat z B, B wygrat z C, C' wygrat z D oraz D wygral z A, co przeczy
warunkom zadania.

Zatem kazdy zawodnik nalezy do co najwyzej jednej trojki remisowe;j.
Stad wniosek, ze trzykrotno$¢ liczby tych tréjek nie przekracza n. W efek-
cie trojek remisowych jest nie wiecej niz m, gdzie m jest najwiekszg liczba
catkowity, dla ktorej m < %n

Wskazemy teraz przyktad turnieju o wymaganej wlasnosci, w ktorym
liczba tréjek remisowych wynosi co najmniej m.

W tym celu ponumerujmy zawodnikéw liczbami 1,2,3,...,n i okreslmy
wyniki rozgrywek przyjmujac, ze kazdy mecz zostal wygrany przez zawodnika
0 mniejszym numerze, z nastepujacymi wyjatkami: dla k£ = 1,2,3,...,m

zawodnik o numerze 3k — 2 przegrat z zawodnikiem o numerze 3k. Wowczas
dla k =1,2,3,...,m zawodnicy o numerach 3k — 2, 3k — 1 i 3k tworzg trojke
remisowaq.

Przypu$émy wreszcie, ze istnieje czworka (A, B,C, D) opisana w tresci
zadania; mozemy przyjac, ze zawodnik A ma w tej czworce najmniejszy nu-
mer. Poniewaz A przegral z zawodnikiem D o wigkszym numerze, wiec dla
pewnego k zawodnicy A i D majg odpowiednio numery 3k — 2 i 3k. To ozna-
cza, ze D pokonal zawodnikow o numerach wickszych od 3k. W takim razie
C ma numer mniejszy od 3k i wigkszy od 3k — 2, czyli numer 3k — 1. Jednak
w tej sytuacji numer zawodnika B wynosi co najmniej 3k 4+ 1, a kazdy taki
zawodnik przegral z C| w sprzecznosci z przypuszczeniem, ze B wygrat z C.

Wynika stad, ze najwieksza mozliwa liczba tréjek remisowych wynosi
m. [
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4. Pokazac, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n
takich, ze najwickszy dzielnik pierwszy liczby n* + 1 jest wickszy od 2n.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze zbiér P — dzielnikéw pierwszych liczb w ciagu
S := {n* + 1}°°, jest nieskoriczony. Istotnie, gdyby liczby p1, pa, - . ., pr byly
jedynymi elementami zbioru P, to dla dowolnej liczby pierwszej p dzielacej
liczbe (p1pa2-. . .-px)*+1 mieliby$my p # p; dlai € {1,2,..., k} — sprzecznos¢.

Dla p € P istnieje liczba calkowita m taka, ze p dzieli m* + 1. Jedli r jest
reszta z dzielenia liczby m przez p to tatwo widzimy, ze p dzieli liczby r* + 1
oraz (p —r)* + 1, stad dla n = max{r,p — r} mamy, ze p > 2n oraz p dzieli
n* + 1 — co oznacza, ze dla p € P znalezliSmy liczbe n, := n spelniajaca
warunki zadania.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze nieskoniczonosé¢ zbioru P oraz nierdwnosé
n, > /p — 1 dla kazdego p € P, daj¢ nieskoriczonos¢ zbioru {n,}pep — co
nalezalo dowies¢. O]

Uwaga:

Bazujac na rozumowaniu z pierwszego akapitu mozna pokazaé, ze zbior
dzielnikow pierwszych liczb w ciagu {P(n)}>2, jest nieskoniczony dla dowol-
nego wielomianu P o wspotczynnikach catkowitych.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste xq, o, ..., To15 spetniajace
uktad réownan
x1 + w9 = 227,

To + w3 = 27,

/
Top15 + X1 = 21‘20157

gdzie o), xh, ..., Thy 5 jest permutacja liczb xq, xo, . . ., Ta015.
Rozwigzanie:
Przyjmijmy, ze x9916 = x1. Z warunkéw zadania mamy réwnosci

2015 2015 2015 T +~T'+1 2 1 2015 1 2015
2 __ 2 v v _ 2
Yoat=Y =) (B) =5 ety Y e,
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
stad
2015 2015
2
Y aii = 3 ot
n=1 n=1
Zatem

[\~
o
—
ot

N2 1 2015 1 2015
(F5) =5 Xt g L awmm =0

n=1 n=1

3
Il
—
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wobec tego vy =19 = ... =x, =1t, gdzie t € R. O

6. Dana jest liczba catkowita n > 1. Kazdemu niepustemu podzbiorowi A
zbioru {1, 2, ...,n} przyporzadkowujemy liczbe w(A) w nastepujacy sposob:
Jezeli a1 > as > ... > a; sg wszystkimi elementami zbioru A, to

UJ(A) =a—Qay+as— ...+ (—1)k+1ak.

Obliczy¢ sume wszystkich 2" — 1 otrzymanych liczb w(A).

Rozwigzanie:

Dla n = 1 rozwazana suma jest réwna 1. Przyjmijmy wiec, ze n > 2.

Jezeli {B;}icq1,2,...my, gdzie m = 2n=1 — 1, jest rodzing niepustych pod-
zbioréw zbioru {1,2,...,n — 1}, to latwo zauwazy¢, ze rodzina

{Bi}ticpiz,.my U{B: U{n}}icpiz,..my U {n}

jest zbiorem wszystkich niepustych podzbioréow zbioru {1,2,...,n}.
Ponadto dla i € {1,2,...,m} i zbioru B; = {by,ba, ..., by} mamy

w(By) +w(B;U{n}) = (b — by +bs — ... + (1)) +
+(n=bi+by— ..+ (=1)2) =n,

stad rozwazana suma jest rowna

m

w{n}) + > (w(B;) +w(B;U{n})) = n+mn=n2""".

i=1

]

7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n® + n* + 1
jest pierwsza.

Rozwigzanie:

Dla n = 1 otrzymujemy liczbe pierwsza — 3. Zatézmy, ze n > 1. Wowczas

n+nt+l=m*+n+1)(n*—n+1)

oraz kazdy z czynnikow jest wiekszy od 1, stad rozwazana liczba jest ztozona.
O

8. Sfery opisana oraz wpisana w czworoscian ABC'D maja wspolny sro-
dek, AB = C'D oraz wszystkie $ciany tego czworo$cianu sa trojkatami ostro-
katnymi. Udowodnié, ze srodki krawedzi czworoscianu ABC'D leza na jednej
sferze wtedy i tylko wtedy, gdy jest on foremny.
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Rozwigzanie:
Oznaczmy przez S wspolny srodek kuli opisanej i wpisanej w czworoscian
ABCD, przez R i r odpowiednio promienie tych kul, zas przez Sa, Sg, Sc,

Sp rzuty S odpowiednio na $ciany BCD, ACD, ABD i ABC. Z twierdzenia
Pitagorasa otrzymujemy

ASH = R? —1? = BS% = CS2,

czyli punkt Sp jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC'. Postepu-
jac analogicznie dla innych $cian otrzymujemy, ze S4, S i S¢ sa réwniez
srodkami okregéw odpowiednich Scian i promienie wszystkich tych okregow
sa réwne i wynosza v R? — r2.

Poniewaz Sciany sa trojkatami ostrokatnymi, to srodki okregéw opisa-
nych lezg wewnatrz tych Scian. Zauwazmy, ze promien okregu opisanego na
trojkacie oraz dtugosci dwoch kolejnych bokéw jednoznacznie determinuja
trojkat. Pokazemy, ze sciany ABC oraz BC'D sa przystajace. Promien okre-
gu opisanego na obu scianach jest réwny, zas bokom AB i BC' w trojkacie
ABC odpowiadaja w trojkacie BC'D boki C'D i BC' o tych samych dtugo-
Sciach. Analogicznie wykazujemy przystawanie pozostaltych $cian otrzymujac,
ze wszystkie Sciany czworoscianu ABC' D sg przystajace.

Dowolny czworoscian mozna wpisa¢ w rownolegltoscian tak, by wierzchotki
czworoscianu pokrywaty sie z pewnymi wierzchotkami rownolegtoscianu tak,
ze zadne dwa wierzchotki rownolegloscianu bedace koncem jednej krawedzi
nie sg wierzchotkami czworoscianu. Jezeli czworoscian ten ma przystajace
Sciany, to rownolegtoscian jest prostopadtoscianem, gdy zas jest foremny, to
prostopadtoscian ten jest szescianem. W tym momencie teza zadania spro-
wadza sie do faktu, ze srodki Scian prostopadlo$cianu leza na jednej sferze
wtedy i tylko wtedy, gdy prostopadtoscian ten jest szeScianem — co jest
oczywiste. L]

9. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty K, L, M sa symetryczne
do punktu P odpowiednio wzgledem srodkéw bokéw BC, CA, AB. Wykazaé,
ze proste AK, BL, CM przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez ) $rodek odcinka AK. Wykazemy, ze proste AK, BL,
CM przecinaja sie¢ w punkcie Q).

Zauwazmy, ze czworokaty APCL i BKCP sa réwnolegtobokami, gdyz
srodki ich przekatnych pokrywaja sie. Wobec tego odcinki AL i BK sa réwne
i réwnolegle, czyli czworokat ABK L jest rownolegtobokiem. Punkt () jest
wiec punktem przeciecia przekatnych tego réwnolegltoboku. Stad wynika, ze
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punkty B, @, L leza na jednej prostej. Podobnie wykazujemy, ze punkty C,
@, M leza na jednej prostej, co konczy rozwigzanie zadania.

10. Na ciggu liczb rzeczywistych aq, as, . . . , azp15 wykonujemy nastepujaca
operacje: W kazdym kroku zamieniamy dotychczasowy ciag x1, xo, ..., To015
na ciag |ry — Al,|za — A|, ..., |T2015 — A| dla pewnej liczby rzeczywistej A.
W kazdym kroku wartosé liczby A moze byé rézna. Pokazaé, ze po pewnej
liczbie krokow mozemy otrzymac ciag sktadajacy sie z samych zer.

Rozwigzanie:
Pokazemy, ze 2015 krokéw jest wystarczajaca do tego, by otrzymaé ciag
. X . . (k) (k) (k , .
sktadajacy sie z samych zer. Niech ciag (a;’,a; ’,...,a; ) okresla wyjsciowy

ciag po k krokach. Ponadto niech A® oznacza liczbe rzeczywista wybrana
dla kroku k (zgodnie z warunkami zadania).

Wezmy
A(l) _ a1 + as
2 Y
wowczas 1
al’) = af) = 5\(11 — asl.
Nastepnie niech
1 1
A at” + af’
2 )
wtedy
1
2 2 3 1 1
o = of? = af = 1|al? - o]
Analogicznie dla k-tego kroku niech
k—1 k—1
2 J
otrzymujac w ten sposob rownosci
1
k k k k—1 k—1
a§’=a§>:...=a,§£1:§‘a§ )_al(c—i-l)"
Tym sposobem w 2014 - kroku otrzymamy ciag (a§2014), a§2°14), e ,ag%ﬁl;)) ,
gdzie
2014 2014 2014

Wystarczy teraz w 2015 kroku potozyé: AC05) .= o201 _ 1 O
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11. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz parami rézne liczby cal-
kowite ay, as, ..., ar (k > 2), bedace elementami zbioru {1,...,n}. Ponadto,
dla kazdego i = 1,...,k — 1, liczba n jest dzielnikiem liczby a;(a;11 — 1).
Udowodnié, ze n nie jest dzielnikiem liczby ag(a; — 1).

Rozwigzanie:

Zatézmy, ze teza nie zachodzi, czyli n dzieli ax(a; — 1). Zatem

ap=ay1-Ax=0a1°02-A3=...=0A1 " ... A, =QA1 " ... " Q—9o A, = ...

.= ay - a = ag (mod n).

Sprzecznosé, gdyz |a; — ag| < n. O

12. Ciag wielomianéw {P,}22 ;| jest zdefiniowany nastepujaco:
Py(x) =2, Py(r)=P,(z)*+1 dlan>1.
Pokaza¢, ze wielomian P spelia zaleznos¢:
P(z* 4+ 1) = P(z)? + 1 dla kazdego = € R,

wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do ciagu {P, }5°,.

Rozwigzanie:

Najpierw wykazemy, ze elementy ciagu {P,}52, speliaja réwnanie da-
ne w tresci. Udowodnimy to przez indukcje. Dla n = 0 mamy Py(x) = z,
ktoéry istotnie spetnia réwnanie. Zatézmy, ze R(z) = P,(x) spelnia réwnanie
R(z*+1) = (R(x))?* + 1, wykazemy, ze P(x) = R(x)?+1 = P, (z) réwniez
spetia rozwazane rownanie. Istotnie jest to prawda, mamy bowiem

P*+1)=R@*+1)*+1=((R(x))*+1)*+ 1= (P(z))*+ 1.

Udowodnimy teraz, ze jedynie wielomiany z ciagu {P,}>2 ; speniaja wa-
runki zadania. Zauwazmy, ze

P*(z) = P(*+1)—1=P((—2)*+1) — 1 = P*(—x),

stad dla € R mamy P(z) = P(—x) lub P(z) = —P(—xz). W tym drugim
przypadku tatwo widzimy, ze P(0) = 0 co przez tatwa indukcje implikuje, ze
P(n)=ndlan e N, wigc P(z) = Py(z) dlaz € R.

Mozemy wiec zatozy¢, ze P(x) = P(—x) dla dowolnego x € R. Oznacza
to, ze wielomian P nie posiada jednomianéw stopnia nieparzystego, stad
istnieje wielomian ) o wspétezynnikach rzeczywistych taki, ze dla x € R
mamy réwno$é P(z) = Q(x?). Zatem

Q((z* +1)%) = P(a® +1) = P*(z) + 1 = Q*(2*) + 1,
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stad dla wielomianu R(z) := Q(z — 1) mamy réwnosé
R(y*+1) = R*(y) +1 dlay € {2° + 1}ser,
wiee R(z? + 1) = R*(z) + 1 dla x € R. Ostatecznie
P(x) = Q(z°) = R(2* + 1) = R*(z) + 1,

gdzie R spelia warunek dany w zadaniu i ma stopien mniejszy niz P. O]
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Grupa mlodsza

1. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich (a,b) takie, ze
a® + b? jest liczbg pierwsza i 2ab jest kwadratem liczby naturalnej.

Rozwigzanie:
Przyjmijmy, ze a® 4+ b* = p oraz 2ab = n?, gdzie p jest liczbg pierwsza, a
n jest liczba naturalng. Wowcezas

p=(a+b?—n*=(a+b—n)(a+b+n).

Liczby p i a+b+n sa dodatnie, wiec a+b—n réwniez jest liczba dodatnia.
Ponadto, skoro p jest liczbg pierwsza, toa+b—n=1oraza+b+n =p. Z
pierwszej réwnosci otrzymujemy n = a+b— 1, czyli (a +b—1)* = 2ab — co
jest réwnowazne réwnosci: (a — 1)+ (b—1)? = 1.

Stad wniosek, ze a =11b=21lub a =21b= 1. Bezposrednio sprawdza-
my, ze w obu przypadkach p =a+b0+n =2+1+2 =5 jest liczba pierwsza.
Warunki zadania spelniaja zatem pary (a,b) € {(1,2),(2,1)}.

2. W tréjkacie ABC (AB < AC) punkt X jest rzutem prostokatnym
punktu B na dwusieczng kata BAC. Punkty M i N sa srodkami odpowiednio
bokow AB i BC. Pokaza¢, ze punkty M, X i N sa wspotliniowe.

Rozwigzanie:

Niech Y bedzie punktem przeciecia si¢ prostych BX i AC. Wowczas w
trojkacie ABY wysokos¢ AX jest réwniez dwusieczng, stad trojkat ABY
jest rownoramienny, wiec punkt X jest érodkiem odcinka BY. Na podstawie
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa otrzymujemy teze zadania.

3. W turnieju tenisa stotowego wzieto udzial n zawodnikéw (n > 4). Kaz-
dy zawodnik rozegral doktadnie jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem,
zaden mecz nie zakonczyt sie remisem. Po turnieju wszyscy zawodnicy usiedli
przy okraglym stole w taki sposob, ze kazdy zawodnik wygrat z osobg siedza-
ca obok niego z jego lewej strony. Wykazac, ze istnieja tacy trzej zawodnicy
A, BiC, ze Awygral z B, B wygrat z C oraz C wygrat z A.

Rozwigzanie:

Nazwijmy danych zawodnikéw Ay, A, ..., A, i przyjmijmy, ze siedza oni
przy okraglym stole w wymienionej kolejnosci, zgodnej z ruchem wskazowek
zegara. Wtedy, na mocy warunkéw zadania, A; wygral z Ay, As wygrat z
As, ..., A,_1 wygral z A, oraz A, wygral z A;. Jedli ponadto zawodnik A,
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wygral z zawodnikiem A, 1, to przyjmujac A := A1, B = A, 1,C = A,,
otrzymujemy trojke zawodnikéw A, B, C spetniajaca teze zadania. Zatézmy
wiec, ze A,_1 wygral z A; i usunmy zawodnika A, od stotu. Wtedy pozo-
statych n — 1 zawodnikéw Aq, As, ..., A,_1 spelia zalozenia tresci zadania:
kazdy z nich wygrat z osobg, ktéra siedzi obok niego, po jego lewej stronie.
Kontynuujac zatem powyzsze rozumowanie i usuwajac kolejnych zawodni-
kéw, doprowadzimy do sytuacji, w ktorej przy stole pozostana tacy trzej za-
wodnicy Ay, As, Az, ze Ay wygral z Ay, Ay wygral z Az oraz Az wygral z A;.
Przyjmujac wtedy A = Ay, B = Ay, C = Az, dostajemy trojke zawodnikow
A, B, C spetniajaca teze zadania.

4. Ciag liczb catkowitych dodatnich {a,}°; spelia warunek
ag + ap = A + A,

dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich k, [, m i n takich, ze kl = mn.
Pokazac¢, ze jesli liczba p dzieli liczbe g, to a, < a,.

Rozwigzanie:

Patrz zadanie 1 grupy starszej.

5. Na plaszczyznie zaznaczono n punktéw (n > 3), z ktérych zadne trzy
nie leza na jednej prostej. Kazdy z tych punktéw pomalowano na jeden z
trzech koloréw, przy czym kazdego koloru uzyto przynajmniej raz. Udowod-
nic, ze istnieje taki trojkat o wierzchotkach w zaznaczonych punktach, ktore-
go kazde dwa wierzchotki maja rézne kolory i do wnetrza ktorego nie nalezy
zaden zaznaczony punkt.

Rozwigzanie:

Poniewaz kazdy z trzech kolorow zostat uzyty, wiec istnieje przynajmniej
jeden trojkat o wierzchotkach réznych koloréw. Sposrod wszystkich takich
trojkatéw wybierzmy ten, ktory ma najmniejsze pole (jesli trojkatéw o naj-
mniejszym polu jest wiecej niz jeden, wybieramy dowolny z nich). Nazwijmy
ten trojkat ABC. Wykazemy, ze trojkat ABC spelnia warunki zadania.

Przypu$émy, ze do wnetrza tréjkata ABC nalezy pewien zaznaczony
punkt P. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze punkt P jest tego sa-
mego koloru, co punkt A. To oznacza, ze kazde dwa wierzchotki trojkata
BCP maja rézne kolory. Jednak pole tego trojkata jest mniejsze od pola
trojkata ABC'. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze do wnetrza trojkata ABC
nie nalezy zaden zaznaczony punkt.

6. W pieciokacie wypuklym ABCDE katy przy wierzchotkach B i D sa
proste. Wykazaé, ze obwdd trojkata AC'E jest nie mniejszy od 2BD.
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Rozwigzanie:

Oznaczmy przez K i L odpowiednio srodki odcinkéw AC' i1 C'E. Poniewaz
punkt K jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym ABC,
wiec BK = % - AC. Podobnie uzasadniamy, ze LD = % -CE. Ponadto KL =
% - AFE. 7 nieréwnosci trojkata wynika, ze BK + KL+ LD > BD. A zatem
AC+ CE+ AE > 2BD. O

7. Dane sa takie liczby catkowite a, b, c > 1, ze najwiekszy wspélny dziel-
nik liczb a — 1, b —1, ¢ — 1 jest wickszy od 1. Wykazaé, ze liczba abc — 1 jest
ztozona.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez d najwiekszy wspolny dzielnik liczb a — 1, b — 1, ¢ — 1.
Woéwezas kazda z liczb a — 1, b — 1, ¢ — 1 jest podzielna przez d, a zatem
istniejg dodatnie liczby catkowite x, y, z, dla ktérych a — 1 = dx, b—1 = dy,
¢ — 1 = dz. Stad otrzymujemy

abc — 1= (de+1)(dy+1)(dz+1)—1=
= dPryz + d*(zy +yz + 22) +d(z +y + 2) =
= d(d*ryz + d(xy +yz + 20) + v +y + 2),
co oznacza, ze liczba abc — 1 jest podzielna przez d. Ponadto d > 1 oraz

d*ryz + d(rvy +yz + zx) + v +y + 2 > 1. Wobec tego liczba abc — 1 jest
ztozona. L

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste 1, 2o, ..., x9015 spelniajace
uktad rownan
Ty + w9 = 224,

To + w3 = 27,

/
To015 + T1 = 2T9015,
gdzie z, xh, ..., x5y 5 jest permutacja liczb xq, 2o, . . ., Ta015.

Rozwigzanie:
Przyjmijmy, ze xo016 = 1. Z warunkow zadania mamy roéwnosci

2015 2015 2015 l"‘i‘l".@.l 2 1 2015 1 2015
2 _ 2 ? ? _ 2
Soat= Y al= Y (U = Y at e D> m,

stad
2015 2015

Z TiTit1 = Z ZE?
n=1 n=1
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Zatem

2015 2 2015 2015
Tr; — $i+1> 1 Z 2 1
D) =5 > -5 > wwia =0,
n=1 ( 2 2 3 2 4
wobec tego r1 =19 = ... =2, =1, gdzie t € R. O

9. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych z, y zachodzi réwnosc

Rozwigzanie:

Oznaczmy wyjsciowe réwnanie przez (*). Podstawiajac z = y = 0 do (%)
dostajemy, ze f(0)* = f(0), stad f(0) € {0,1}. Jesli £(0) = 0, to wstawiajac
y := 0 do (x) mamy rozwiazanie f(z) = 0.

Zaktadajac, ze f(0) = 1, potuzmy = = y w (%), wowczas f(x) € {—1,1}
dla dowolnego = € R. Ktadac y := oW (%) dostajemy réwnosé

flz)f (g) =f (:;) dla kazdego = € R,

co oczywiscie implikuje, ze f(x) = 1. O

10. Kazdemu wierzchotkowi 2015-kata foremnego trzeba przyporzadko-
waé pewng dodatnia liczbe rzeczywista. Czy mozliwe jest takie przyporzad-
kowanie, w ktorym kazda liczba jest réwna wartosci bezwzglednej roznicy
liczb, ktore z nig sasiaduja? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie:

Przypusémy, ze takie przyporzadkowanie istnieje oraz niech a bedzie naj-
wieksza sposrod wszystkich przyporzadkowanych liczb. Oznaczmy ponadto
przez b i c liczby sasiadujace z liczba a oraz przyjmijmy, ze b > c. Skoro
liczba a jest najwieksza sposrod rozpatrywanych liczb, wiec b < a.

Z drugiej strony, poniewaz ¢ > 0, wiec b > b — ¢ = |b — ¢| = a. Uzyska-
na sprzecznos¢ dowodzi, ze opisane w tresci zadania przyporzadkowanie nie
istnieje. O

11. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Wykazaé, ze istnieje nieskoriczenie
wiele takich dodatnich liczb catkowitych n, ze liczba 2™ — n jest podzielna
przez p.
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Rozwigzanie:

Dla  dowolnej  dodatniej liczby  naturalnej &k  przyjmijmy
ne = (p— 1)(kp — 1). Wowczas na podstawie matego twierdzenia Fermata
otrzymujemy

o —p = 2P D=1 _(j_1)(kp—1) = 171 —(=1)-(-1) = 1—1 = 0 (mod p),

skad wynika, ze ciag liczb {ny}ren zdefiniowany powyzszym wzorem spelnia
warunki zadania. O

12. W ostrostupie ABC'S wszystkie katy ptaskie przy wierzchotku S sg
proste. Niech T bedzie rzutem prostokatnym punktu S na ptaszczyzne ABC.
Udowodni¢, ze punkt T' jest ortocentrum tréjkata ABC.

Rozwigzanie:

7 zaleznosci ZC'SB = ZCSA = 90° wnioskujemy, ze ptaszczyzna ABS
jest prostopadta do prostej C'S. Prosta AB jest zawarta w pltaszczyznie AB.S,
wiec takze jest prostopadta do prostej C'S. Ponadto prosta ST jest prosto-
padla do plaszczyzny ABC, wiec zawarta w tej ptaszczyznie prosta AB jest
rowniez prostopadta do S7T.

Z powyzszych obserwacji wynika, ze prosta AB jest prostopadta do ptasz-
czyzny CST, a wiec w szczegolnosci do prostej C'T, czyli punkt T nalezy do
wysokosci trojkata ABC opuszczonej z wierzchotka C. Analogicznie dowo-
dzimy, ze punkt 7' nalezy do pozostalych wysokosci w tym trojkacie, wiec
punkt ten jest ortocentrum trojkata ABC. O
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Mecz Matematyczny

1. Ciag {ay, }n>1 jest zdefiniowany nastepujaco

a; =1, apy1 = 2a, +/3a2 + 1.

Pokaza¢ ze a,, jest catkowite dla wszystkich n € N.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze wszystkie warazy ciggu sg dodatnie oraz a,,; > a, dla
n € N. Podnoszac réwnosé

Api1 — 2a, = 1/3a2 + 1

obustronnie do kwadratu, dostajemy rownosé
2 2
an g+ a, = 4ap10, + 1.

Zatem

2 2 2 2 2 2
App1— 1 = an+1+a’n_<an+an—l) = dap11an+1—(4anan1+1) = day(an41—an-1),

stad
Apy1 = dap —ap—1, a1 =1, ag =4,

a poniewaz aj, as € N, wigc teza zadania jest oczywista. O

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n o tej wlasnosci, ze
funkcja f(x) = 2™ jest suma n funkcji okresowych.

Rozwigzanie:

Dowiedziemy indukcyjnie, ze wielomian stopnia n nie jest suma n funkcji
okresowych. Dla n = 1 jest to oczywiste. Niech zatem n > 1. Zaltézmy dla
dowodu nie wprost, ze

P(a) = iﬂ-(m),

gdzie P jest wielomianem stopnia n, a funkcja f; jest okresowa o okresie t;
dlaie {1,2,...,n}. Zatem

P(x+tn) = P(x) = 3 (f(x+tn) = f(2)),



ale po lewej stronie mamy wielomian stopnia n — 1, a po prawej sume¢ n —
1 funkcji okresowych. UzyskaliSmy sprzeczno$¢ z zatozeniem indukcyjnym,
ktora dowodzi tezy zadania. O]

3. Pokaza¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, bi c takich,
ze a® + b* + ¢ = 2(ab + be + ca) zachodzi nier6wnosé

a+b+c

> v/2abc.
3 aoc

Rozwigzanie:
Niech ¢ =min{a, b, c}, wéwczas:

at+b—c a+b—c 9 _\2
a+§+c: 2 +32 - 62\3/20.(a+z ) = V2abe,

gdzie po drodze skorzystaliSmy z nieréwnosci pomiedzy Srednig arytmetyczng
i geometryczng oraz z warunkow zadania. O]

4. Pokazac, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n
takich, ze

gdzie ¢(n) jest liczba liczb wzglednie pierwszych z n i mniejszych od n.
Rozwigzanie:
Pokazemy, ze ciag liczb {2 - 3"}>° | spelnia warunki zadania. Istotnie,

¢(2-3"):2~3n-<1—;>-<1—;):2-3"—1:2'3371.

5. Ciag {a,}n>1 jest zdefiniowany nastepujaco
a1 =ay=a3=1 oraz ap 3= Apiodns1 +a, dla neN.

Pokaza¢, ze kazda liczba catkowita dodatnia posiada wielokrotnos¢ bedaca
wyrazem ciagu {a, }n>1-

Rozwigzanie:

Przyjmijmy, ze ag = 0. Wezmy N € N. Rozwazmy ciag trojek (a,, ani1, Gnio)
(mod N). Ciag ten przyjmuje co najwyzej N3 réznych wartosci. Zatem na
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mocy zasady szufladkowej Dirichleta znajdziemy takie dwie liczby naturalne
i <j,zea; =a; (mod N), aj41 = aj+1 (mod N) oraz a;42 = ajyo (mod N).

Z zaleznodci rekurencyjnej widzimy, ze ay = aj4j—; (mod N) dla k > i. Wy-
korzystujac ponownie zalezno$¢ rekurencyjng zauwazamy, ze ar = Qpyj—i
(mod N) dla k < ¢, w szczegblnosci N dzieli a;_;. O

6. Dane sg liczby catkowite dodatnie a i b takie, ze liczba 4ab — 1 dzieli
liczbe (4a? — 1)%. Pokazaé, ze a = b.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze z warunkéw zadania tatwo uzyskujemy, ze

4ab — 1 | b*(4a* — 1)* — (4ab — 1)(4ab — 2ab + a*) = (a — b)*.
WezZmy pod uwage réwnanie

(a—b)?*

-1 A/
(0-1) 4ab —1

k
dla ustalonej liczby caltkowitej dodatniej k. Rozwazmy zbiér A wszystkich
par (a,b) nieujemnych liczb catkowitych a i b spetniajacych réwnanie (0-1),

to znaczy
_ 2 (a—b)Q_
A—{(a,b)EN | dab—1 —k}.

Sposrod wszystkich elementéw (a,b) € A wybierzmy ten dla ktérego suma
a + b jest najmniejsza, oznaczmy ten element przez (ag, by). Bez szkody dla
ogoblnosci zatdzmy, ze ag > by > 0.
Rozwazmy rownanie ,
(x — by) _k
4]31)0 -1

jest ono réownowazne nastepujacemu réwnaniu kwadratowemu zmiennej x
(0-2) x? — (2bg + 4kbo)w + b2 + k = 0.

Wiemy, ze liczba z1 = ag jest pierwiastkiem réwnania (0-2). Korzystajac ze
wzoréw Vieta tatwo obliczamy drugi pierwiastek z, réwnania (0-2), miano-
wicie

b+ k

(0-3) To = 250 + 4]{750 — Qg = .
ao

Pierwsza z réwnosci (0-3) implikuje, ze liczba x5 jest catkowita i dodatnia.
Oznacza to, ze (x2,b) € A.
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Jednakze mamy nastepujaca nieréwnosé

b (ag — bo)? o (ap — bo)(ao +bo)  (ag —b3)

2 2
- - <a -
Aagho — 1 > daghy — 1 daghg —1 P07 70

Laczac ten wniosek z réwnoscia (0-3) mamy

Bk _ B+ (-t
N Qo Qo

i) = Q.
Oznacza to, ze x9+by < ag+bg wbrew minimalnosci sumy ag+bg, sprzecznosc.
Zatem ag = by czyli k = 0, wiec a = b. O

7. Niech F = {Ay, As, . .., Ax} bedzie rodzina podzbioréw n-elementowego
zbioru A speliajaca warunek: Dla dowolnych dwoch elementéw z,y € A
istnieje podzbior A; € F zawierajacy doktadnie jeden z nich. Pokazac, ze
2F > n.

Rozwigzanie:

Kazdemu elementowi x € A przyporzadkujmy zbioér

S;={j€e{1,2... )k} | x € A;}.
Latwo zauwazy¢, ze z warunkow zadania wynika, iz odwzorowanie
¢:{1,2,...,n} 32 — S, € {podzbiory zbioru {1,2,...,k}}

jest réznowartosciowe, stad liczba n — moc zbioru {1, 2, ..., n} jest nie wiek-
sza niz liczba podzbioréw zbioru {1,2,...,k} czyli 2. ]

8. W 4030 pdl tablicy A o wymiarach 2015 x 2015 wpisano liczby rzeczywi-
ste. Pokaza¢, ze dla pewnej liczby catkowitej & > 1 istnieja liczby rzeczywiste
ay, as, . .., a9, wpisane w pewne pola tablicy A w taki sposob, ze dla kazdego
i€ {l1,2,...,k} liczby ag;—; i ag; sa w tym samym wierszu, natomiast liczby
ag; oraz as;.q leza w tej samej kolumnie (przyjmujemy, ze aggi1 1= aq).

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf dwudzielny G = (V; U V,, E), gdzie Vi i V5 sa zbiorami
odpowiednio wierszy i krawedzi w tablicy A, natomiast zbiér F jest zbiorem
krawedzi grafu G zdefiniowanych nastepujaco: Wiersz R € V) oraz kolumna
C € V5 sa potaczone wtedy i tylko wtedy, gdy w polu RN C jest wpisana
liczba rzeczywista.
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bLatwo zauwazy¢, ze powstal w ten sposob graf G ktory ma 4030 wierz-
chotkéow 1 4030 krawedzi, stad zawiera pewien cykl. Wystarczy teraz zuwazyc¢,
ze istnienie takiego cyklu jest rownowazne tezie zadania. O]

Uwaga:

W rozwigzaniu wykorzystaliSmy dobrze znany fakty z teorii grafow mo-
wigcy, ze w grafie w ktérym liczba wierzchotkéw jest réwna liczbie krawedzii
istnieje cykl. Mozna pokaza¢ wynik mocniejszy mianowicie:

Twierdzenie. Jezeli w grafie o n wierzchotkach liczba krawedzi wynosi
nie mniej niz ("_21)]“, dla k > 1, to w grafie tym istnieje cykl dlugosci co
najmniej k + 1.

9. Dany jest zbior S ztozony z 2015 punktéw na plaszezyznie, ktore nie
leza na jednej prostej. W kazdy punkt zbioru S wpisana zostata pewna licz-
ba rzeczywista, przy czym spetniony jest nastepujacy warunek: Na dowolnej
prostej przechodzacej przez co najmniej dwa punkty zbioru § suma wpisa-
nych liczb jest rowna 0. Udowodni¢, ze wszystkie wpisane liczby sa réowne
0.

Rozwigzanie:

Ponumerujmy dane punkty liczbami od 1 do 2015, a liczbe wpisang w
punkt o numerze ¢ oznaczmy przez x;. Niech n; oznacza liczbe prostych
przechodzacych przez i-ty punkt, ktore zawieraja co najmniej dwa punk-
ty zbioru S. Skoro nie wszystkie punkty leza na jednej prostej, to n; > 1 dla
i € {1,2,...,2013}. Rozwazmy teraz wszystkie proste przechodzace przez
ustalony punkt o numerze 1 < ¢ < 2015. Punkt o tym numerze pojawia sie
na doktadnie n; takich prostych, a kazdy inny punkt zbioru & pojawia si¢ na
doktadnie jednej ta- kiej prostej. Poniewaz suma liczb na wszystkich takich
prostych jest rowna 0, otrzymujemy réwnosé

O:nimi—f—l'l+.Z'2+...+l’i,1+l’i+1+...+$2013:(ni—l)l'i—FP,

gdzie P = x1 4+ 22 + .... + Zo015. Skoro tak, to dla dowolnych i, j zachodzi
roOwnosé
W szczegolnosci wszystkie liczby x1, o, . . ., X9915 Sa tego samego znaku, gdyz
n; > 1dlai e {1,2,...,2013}. Powyzsze spostrzezenie tatwo juz implikuje,
ze

T1=Tg = ...= To15 = 0.
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10. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB = AC. Na potprostych AB™ i
AC™ obrano odpowiednio takie punkty K i L lezace poza bokami trojkata,
7€

4.BK -CL = BC?.

Punkt M jest srodkiem boku BC. Proste KM i LM przecinaja po raz drugi
okrag opisany na tréjkacie AK L odpowiednio w punktach P i (). Wykaza¢,
ze proste PQ i BC sg rownolegte.

Rozwigzanie:

Na mocy powyzszej zaleznosci mamy

BM  BC  2-CL (L
MK 2-BK  BC CM’

(0-4)

Ponadto z zatozen zadania wynika, ze trojkat BAC' jest rownoramienny, skad
uzyskujemy réwnos$¢ katéw LKBM = /ZMCL. Wraz z warunkiem (0-4)
oznacza to, ze troéjkaty K BM i MCL sa podobne (cecha bok-kat-bok). Ko-
rzystajac z tego podobienstwa otrzymujemy

(0-5) LKML =180°—- 4/BMK — ZLMC =
=180° — 4BMK — ZMKB
=/KBM

oraz

KM KB KB
ML MC BM’

Zaleznosci (0-5) i (0-6) dowodza, ze trojkaty KML i KBM sa podobne
(cecha bok-kat-bok), co implikuje réwnosé

(0-6)

(0-7) /BMK =/MLK.

7 drugiej strony réwnos¢ katéw wpisanych opartych na tym samym tuku daje
(0-8) IMLK = ZQLK = ZQPK.

Laczac zaleznosei (0-7) i (0-8) stwierdzamy, ze /BMK = ZQPK, skad
wprost wynika réwnolegltos¢ prostych BC' i PQ. [

11. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Punkt
K lezy na boku AB, punkt L na boku AC oraz punkty K, O i L sg wspoli-
niowe. Punkt R jest srodkiem odcinka BL, zas S jest srodkiem odcinka C'K.
Udowodni¢, ze ZBAC = ZSOR.
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Rozwigzanie:

Niech B’, C' oznaczja punkty symetryczne do punktéw B, C' wzgledem
punktu O. Z twierdzenia Talesa mamy SO || KC' i OR || B'L. Ponadto
jesli X jest punktem przeciecia prostej KC’ i okregu przechodzacego przez
punkty A, B, C, to z twierdzenia Pascala dla szesciokata ABB’' X C'C' wynika,
ze punkty K, O oraz przeciecie B'X z AC leza na jednej prostej. Oznacza
to, ze proste KO, AC i B'X przecinaja sie w jednym punkcie, czyli punkt L
lezy na prostej B’X. Wobec tego ZSOR = ZC'"X B’. Aby zakonczy¢ dowdd
wystarczy zauwazy¢, ze tuki BC' 1 B'C’ sg réwnej dtugosci, wiec ZBAC =
/C'XB. O

12. Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do $ciany ABC
w punkcie H, a sfera dopisana do tego czworoscianu jest styczna do $ciany
ABC w punkcie O. Dowies¢, ze jezeli O jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokosci tego trojkata.

Rozwigzanie:

Niech K i L beda punktami stycznosci sfery wpisanej w czworoscian
ABCD odpowiednio ze scianami ACD i BC'D, a P i () punktami stycz-
nosci sfery dopisanej odpowiednio z ptaszczyznami ACD i BC'D. Wéwczas
trojkaty KCP i LCQ sa przystajace. Oznaczmy miary katow trojkata ABC
przy wierzchotkach A, B, C' odpowiednio przez «, [, v. Trojkaty BQC' i
BOC sg przystajace, skad wynika, ze ZBCQ = ZBCO = 90° — a. Analo-
gicznie ZACP = 90° — 3. Niech Z/BCL = ¢. Wtedy ZACK = ¢+ 3 — «
(gdyz LPCK = ZQCL). Jednakze tréjkaty BCH i BC'L oraz ACH i ACK
sa przystajace, wiec

v=/LACB=/BCH + ZACH = /BCL+ ZACK =2y + 3 — «,

skad ¢ = 90° — 3. Zatem CH 1 AB. Analogicznie dowodzimy, ze BH 1. AC,
a to oznacza, ze H jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata ABC. m

Uwaga:

Zachodzi nastepujace (nietrudne w dowodzie) twierdzenie

Twierdzenie. Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do $cia-
ny ABC w punkcie P, a sfera dopisana do tego czworoscianu jest styczna do
Sciany ABC' w punkcie Q). Wowczas punkty P i Q sq izogonalnie sprzezone
w trogkgcie ABC.

Teza zadania jest bezposrednig konsekwencja lematu, gdyz srodek okregu
opisanego oraz ortocentrum w trojkacie sa punktami izogonalnie sprzezony-
mi.

36



Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwigzujg 11 zadan dostar-
czonych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy
tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwna do zreferowania przy
tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer za-
dania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywolywanie rozpo-
czyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwigzania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywota-
nej.

Jesl druzyna wywotana przyjmuje zadanie...
. Druzyna wywotana staje sie druzyna referujaca.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy ta-
blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z
jego druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Je-
zeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu
pod tablicg swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie
ze swoja druzyng. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzac lub prze-
rywaé referujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania.
Wéwcezas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejng osobe druzy-
ny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach
opisanych w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci
N punktow przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

bLaczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uptywie tego czasu Jury moze przerwac referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czedci rozwigzania lub pozwoli¢ na dal-
sze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury
rokuje nadzieje na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwigzania zostato
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do po-
prawno$ci lub kompletnosci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpo-
wiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywotujaca zwrécita uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania
brakujacych czesci rozwigzania na zasadach okreslonych w punktach 6—
11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekracza-
jacej 10 punktow. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie,
otrzymuje co najmniej 7 punktow. Jury ma prawo zadaé pytania refe-
rujacemu w celu ustalenia oceny.

Jesl druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwia-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dzie-
sie¢) punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzielié
druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedow w przedsta-
wionym rozwiazaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywohuje si¢ dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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