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TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. Na sferze wybrano takie punkty A, B,C, D, E ze odcinki AB i C'D prze-
cinaja sie w punkcie F' a punkty C, F, A sa réwnoodlegte od E. Udowodnié, ze
proste BD oraz E'F sa prostopadte.

2. Pokazaé, ze kazdy unormowany wielomian stopnia n da sie zapisaé jak
srednia arytmetyczna dwéch unormowanych wielomianéw stopnia n, ktére ma-
ja n pierwiastkow rzeczywistych.

Uwaga: Wielomian nazywamy unormowanym, gdy jego wspotczynnik przy naj-
wyzszej potedze jest rowny 1.

3. Znalez¢ wszystkie liczby wymierne z, y, ktoére spelniaja rownanie

=y +y

4. Niech S bedzie podzbiorem zbioru {1,2,...,2™ - n} (dla pewnych liczb
calkowitych dodatnich m, n) takim, ze liczba elementéw S wynosi (2™ —1)-n+1.
Pokazaé, ze S zawiera m + 1 réznych liczb ag,aq, ..., ap, takich, ze ai_1 jest
dzielnikiem ay dla k =1,2,...,m.

5. Niech n bedzie ustalona dodatnia liczba nieparzysta. Wyznaczy¢ najwiek-
sza mozliwa licznosé zbioru ztozonego z liczb catkowitych dodatnich, mniejszych
od 3n, w ktérym kazde dwa rézne elementy maja i réznice, i sume rézna od n.

6. Liczbe calkowitya dodatnia k nazwiemy liczbg Masarni jesli dla pewnego
tréjkata prostokatnego ABC o bokach catkowitych zachodzi k = Pype. Udo-
wodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 12 pomiedzy n a 2n istnieje
przynajmniej jedna liczba Masarni.

Uwaga: Poprzez Pr oznaczamy pole figury F.

7. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym. Symetralne bokéw AB
oraz C'D przecinaja sie w punkcie Y. Niech punkt X bedzie takim punktem
wewnatrz ABCD, ze SADX = IBCX < 90° oraz SDAX = SCBX < 90°.
Udowodni¢, ze YAYB =2-4ADX.

8. Niech R oznacza zbiér niezerowych liczb rzeczywistych. Znalezé wszyst-
kie funkcje f : RO — RO takie, ze dla kazdej pary =,y € R dla ktérej 2% +y # 0
zachodzi:

fzy)

2 _ .’£2
f@®+y) = f@)" + ()




Mecz Matematyczny

1. Znalez¢ wszystkie liczby catkowite a, b, ¢ spetniajace

3a* + 4b* = 194

2. Dla danej liczby calkowitej dodatniej n, przez f(n) oznaczmy moc naj-
wiekszego mozliwego zbioru S o tej wlasnosci, ze sumy a + b, gdzie a #b € S
daja parami rézne reszty przy dzieleniu przez n. Pokazaé, ze istnieje nieskon-
czenie wiele n takich, ze f(n) > y/n — 1.

3. Niech G bedzie grafem i f(G) jego liczba chromatyczna (czyli najmniejsza
liczba koloréw potrzebnych, zeby mozna bylo pomalowaé wierzchotki grafu tak,
ze zadna krawedZ nie laczy dwéch wierzchotkéw tego samego koloru). Zalézmy,
ze G zostal pomalowany na f(G) koloréw. Pokazaé, ze w G istnieje $ciezka
dlugosci f(G) taka, ze wszystkie jej wierzchotki sa réznego koloru.

4. Danych jest 102019 planet w miedzygalaktycznym imperium. Kazde dwie
planety sa potaczone dwukierunkows droga zbudowana przez jedna z 2019 firm.
Wtladca imperium chce zamknaé k firm, tak by wciaz z kazdej planety mozna
bylo dotrze¢ do kazdej innej. Znalezé najwieksze k, dla ktérego to jest zawsze
mozliwe.

5. Niech Sy bedzie skonczonym zbiorem liczb catkowitych dodatnich. De-
finiujemy zbiory Si,Ss, ... liczb calkowitych dodatnich, takie ze: a nalezy do
Sn+1 wtedy i tylko wtedy gdy doktadnie jedna z liczb a — 1,a nalezy do S,,.
Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele N takich, ze Sy = SoU{N+a:a € Sy}

6. Dany jest czworoscian PABC'. Niech PH bedzie jego wysokoscia.Niech
proste HA', HB', HC' beda prostymi prostopadlymi odpowiednio do prostych
PA, PB, PC. iech plaszczyzny ABC oraz A’B’C’ przecinajg si¢ w prostej [.
Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na ABC. Udowodnié, ze [ jest pro-
stopadta do OH.

7. Okregi w1 i wy o érodkach w punktach Op,Os sa stycznie zewnetrznie
w punkcie D i stycznie wewnetrznie do okregu w w punktach odpowiednio
E, F. Niech [ bedzie wspélna styczna wy i wy przechodzaca przez D, a AB
bedzie $rednicg w prostopadla do [ taka, ze A, E,O; sg po tej samej stronie I.
Pokazaé, ze proste AO1, BOs, EF,l przecinaja sie¢ w jednym punkcie.



8. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, gdzie I4 to érodek okregu dopisanego
do boku BC w tréjkacie ABC. Przez w oznaczmy okrag styczny wewnetrznie
do okregu opisanego na tréjkacie ABC' i styczny do bokéw AB i AC. Punkt
H to rzut punktu A na BC, natomiast E to érodek dluzszego tuku BC' okregu
opisanego na ABC. Punkty M i N to $rodki bokéw AH i BC. Przeciecie M N
i AFE oznaczymy przez P. Prosta I, P tnie okrag w w dwéch punktach S i T.
Pokazaé, ze ktory$ z okregéw BSC lub BTC jest styczny do w

9. Znalez¢é wszystkie funkcje f : Rt — RT takie, ze dla dowolnych z,y € Rt

zachodzi y el
/ (f(+1)> +f (wf(y)) =)

10. Pawetl Masarnia zepsul kalkulator, w taki sposéb, ze jedyne przyciski,
ktére dziataja to: sin, cos, tan, sin~', cos ™' oraz tan~'. Poczatkowo kalkulator
wyswietla 0. Udowodnij, ze dla dowolnej wymiernej dodatniej liczby g wciskajac

pewien skonczony ciag przyciskéw dzialajacych kalkulator zwrdci q.

11. Dla danej liczby rzeczywistej nieujemnej a zdefiniujmy ciag (a,,) naste-
pujaco: a; = \/a oraz a,+1 = v/a + a,. Wyznaczy¢ wszystkie a o tej wlasnosci,
ze ciag (a,) ma nieskoficzenie wiele elementéw bedacych liczbami wymiernymi.

12. Niech a,, bedzie takim ciagiem, ze ag = 6 oraz
ap = ap_1+ NWD(n,a,_1)

Udowodnié, ze NW D(n,a,—1) jest liczba pierwsza lub jest réwne 1.



Zadania dodatkowe

1. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza oraz A = {by, bs, ...7prfl} bedzie
zbiorem reszt kwadratowych modulo p. Udowodnié, ze nie istnieja liczby cal-
kowite dodatnie a,c niepodzielne przez p, takie ze zbiér B = {ab; + ¢,abs +
Cyunny aprfl + ¢} oraz zbiér A sa roztaczne modulo p.

2. Niech F bedzie rodzing podzbioréw zbioru {1, ...,n} taka, ze zaden zbiér
z F nie zawiera si¢ w innym zbiorze z F'. Pokazaé, ze:

1
Zm<1

AeF \|A]

gdzie |A| to moc zbioru A (liczba jego elementéw).

3. Dany jest graf, ktérego wierzchotkami sa liczby catkowite dodatnie, w
ktorym wierzcholki a oraz b sa polaczone wtedy i tylko wtedy, gdy

a+b+1la®+0*4+1

Rozstrzygnaé, czy dany graf jest spojny

4. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Udowodnié, ze istnieja liczby catko-
wite dodatnie m,n takie, ze m + n < % oraz p jest dzielnikiem 2™ - 3™ — 1.

5. Dany jest trojkat ABC. Na boku AB lezy taki punkt X, ze 2BX =
BA+ BC. Niech Y bedzie punktem symetrycznym do srodka okregu wpisanego
w ABC wzgledem punktu X. Udowodnié, ze proste Y J oraz AB sg prostopadte,
gdzie J jest srodkiem okregu dopisanego, styczego do boku AC.

6. Dany jest czworokat ABC' D wpisany w okrag o srodku w J. Okrag « jest
styczny do boku BC w punkcie K oraz do przedtuzen bokéw AB,CD. Okrag
0 jest styczny do odcinka DA w punkcie L oraz do przedtuzen bokéw AB, CD.
Proste AB,CD tna sie w punkcie O. Udowodnié, ze jesli punkty O, K, L sa
wspoéliniowe, to srodek AD, J oraz srodek BC' sa wspoélliniowe.

7. Niech S bedzie zbiorem zawierajacym n? -+ 1 liczb catkowitych dodatnich
takim, ze wérdéd dowolnych n + 1 liczb istnieja dwie liczby a, b, ze a|b lub b|a.
Pokazaé, ze istnieja aq, ..., a,+1 nalezace do S, ze a;la;41 dlal <i<n



8. Niech S bedzie zbiorem odcinkéw na osi rzeczywistej takim, ze wsréd
dowolnych k41 odcinkéw istnieja dwa ktére maja punkt wspoélny. Udowodnié,
ze na osi mozna wybraé¢ k punktéw takich, ze dowolny odcinek z S zawiera
przynajmniej jeden z wybranych punktéw.

9. Danych jest 1001 prostokatéow majacych wartosci dlugosci bokéw lezace
w przedziale {1,...,1000}. Pokazaé, ze istnieja trzy prostokaty A, B,C, ze A
mozna wsadzi¢ w B i B w C (mozna obracaé i przyjmujemy, ze jesli prostokat
X jest taki sam jak Y to X mozna wsadzi¢ w Y).

olveI

10. Wykazaé, ze

11. Masarnia ma 77 dni na przygotowanie sie do konkursu jedzenia hot-
dogéw na czas. Wiadomo, ze zjada on co najmniej jednego hot-doga dziennie
i wiadomo tez, ze w ciagu calego tego czau nie zjadl wiecej niz 132 hot-dogi.
Udowodnié, ze istnieje seria dni podczas ktoérej zjadl w sumie dokladnie 21
hot-dogéw.

12. Wykazaé, ze dla ustalonych a, b catkowitych dodatnich istnieje nieskon-

czenie wiele liczb naturalnych n, takich ze

nta® +b%"

13. Udowodnié, ze istnieje nieskonczony ciag parami wzglednie pierwszych
liczb taki, ze zaden wyraz ciagu nie dzieli liczby postaci

2Mm 42" 41

dla m,n naturalnych.



Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Na sferze wybrano takie punkty A, B, C, D, E ze odcinki AB i C'D prze-
cinaja sie w punkcie F' a punkty C, F, A sa réwnoodlegle od E. Udowodnié, ze
proste BD oraz E'F sa prostopadte.

Rozwigzanie:

ABCD z warunkéw zadania tworza plaszczyzne. Rzutujemy na te plasz-
czyzne F i ten rzut to E'. Widzimy, ze E'A = E'F = E'C. Niech SCAF =y
oraz SE'AC = x. Wtedy SFE'A = 180 — 2z — 2y oraz SE'CA = z, wiec
JCE'F = 2y, czyli SWFD = 90 — y gdzie W jest przecieciem BD oraz E'C.
Ponadto <DCB = SCAB = y, wiec E'F jest prostopadla do BD. Z tw. o
trzech prostych prostopadtych mamy teze.

2. Pokazaé, ze kazdy unormowany wielomian stopnia n da si¢ zapisaé¢ jak
$rednia arytmetyczna dwoéch unormowanych wielomianéw stopnia n, ktére ma-
ja n pierwiastkow rzeczywistych.

Uwaga: Wielomian nazywamy unormowanym, gdy jego wspolczynnik przy naj-
wyzszej potedze jest réwny 1.

Rozwiagzanie:

Niech f(z) bedzie wielomianem unormowanym stopnia n. Niech
M > 1000 max¢=1.. n |f(t)] +1000. Wtedy istnieja takie ay, ..., ap i b1, ..., by, ze
dlal<k<n

ai + b, = 2f(k)

(—1)kak > M
(—1)k+1bk > M

Niech g, h beda takimi wielomianami, ze g(k) = ax, h(k) = bg. Z interpolacji
Lagrange’a wiemy, ze takie wielomiany istnieja. Poza tym mamy zadanych n
punktéw a wielomiany g, h maja mieé stopienn n wiec mozemy sobie wybraé
jeszcze jeden punkt. Otéz wybieramy wartosci g(n + 1) = a1 tak by g byl
unormowany, oraz h(n + 1) = b1 tak by apy1 + bpy1 = 2f(n + 1) Wtedy
réwnosé f(x) = M zachodzi w n + 1 punktach a wielomiany f,g,h sa
stopnia n, wiec wielomiany f(z) i 1(g(x)+h(x)) sa réwne. Z poréwnania wspol-
czynnikéw dostajemy, ze g tez musi by¢ unormowany. Pozostaje udowodnié, ze
g, h maja n pierwiastkéw rzeczywistych. Otéz dla 1 < k < n—1 liczby ag, ak41
sa réznych znakéw wige z wlasnosci Darboux na przedziale (k, k+ 1) wielomian
g ma pierwiastek rzeczywisty. Takich przedzialéw mamy n —1 wiec g ma n —1



pierwiastkéw rzeczywistych. Ale wielomian nie moze mieé¢ nieparzystej ilosci
pierwiastkow zespolonych (bo jesli z jest pierwiastkiem to jego sprzezenie tez
jest pierwiastkiem) wiec ¢ ma n pierwiastkéw rzeczywistych. Analogicznie h,
co konczy dowod.

3. Znalez¢ wszystkie liczby wymierne z, y, ktére spelniaja rownanie
a? =y’ +y

Rozwigzanie:
Niech z = § oraz y = §, gdzie NW D(a.b) = NWD(c,d) = 1. wowczas
szukamy rozwiazan rownania

a? ¢ + cd?

ZEE

Zauwazmy, ze NW D(a?.b?) = NWD(c(c? + d?),d?) = 1, wiec a® = c(c? + d?)
oraz d® = b%, co prowadzi do tego, ze d = k? oraz ¢ = [? oraz c® + d? = n?,
czyli k* 4-1* = n?. Réwnanie to jest spelnione w liczbach catkowitych tylko gdy
jedna z nich jest 0, co jest dobrze znanym twierdzeniem (réwnaniem Fermata).
Gdy jedna z liczb jest zero, wtedy x = y = 0, co jest jedynym rozwiazaniem
réwnania.

4. Niech S bedzie podzbiorem zbioru {1,2,...,2™ - n} (dla pewnych liczb
catkowitych dodatnich m,n) takim, ze liczba elementéw S wynosi (2™ —1)-n+1.
Pokazaé, ze S zawiera m + 1 réznych liczb ag, a1, ..., an, takich, ze ar_1 jest
dzielnikiem a; dla k =1,2,...,m.

Rozwiazanie:

Teze mozemy przeformutowaé nastepujaco:

Usuwajac ze zbioru n—1 liczb, znajdziemy w nim tancuch spetniajacy zatozenia
z tezy. Wezmy sobie zbiory:

Agivy = {2020 +1),25(26 + 1), ...,2™(2i + 1)}

dla 27 + 1 < n. Dla tak wybranych zbioréw zachodzi:

(1) Kazdy element takiego zbioru dzieli wszystkie wieksze od niego z tego zbioru
(2) Zbiory te sa parami rozlaczne.

Niech k = 2%(2b+1) bedzie liczba parzysta z przedziatu [1, n]. Wtedy dorzuémy
k do zbioru Agp+1. Widaé, ze po takiej operacji wlasciwosci (1),(2). Zostana
zachowane. Zauwazmy, ze zeby w zbiorze S nie bylo lancucha podzielnosci,
dtugosci m+1 to z kazdego z naszych zbiorow musimy wyrzucié tyle elementéw



by jego moc byla mniejsza od m+1 (ze wzgledu na (1)). Przed wyrzuceniem
wszystkich liczb w naszych zbiorach jest:

(tlosc zbiorow) * (” Ich podstawowa moc”) + (to co dorzucamy) =

= (ilosc liczb nieparzystych < n) x (m + 1) + (ilosc liczb parzystych < n)

Po wyrzucaniu mamy w sumie
To wigcej niz n. Sprzecznosc.

5. Niech n bedzie ustalona dodatnia liczba nieparzysta. Wyznaczy¢ najwiek-
sza mozliwa licznosé zbioru ztozonego z liczb catkowitych dodatnich, mniejszych
od 3n, w ktérym kazde dwa rézne elementy maja i réznice, i sume rézna od n.

Rozwigzanie:

Liczba n jest nieparzysta, zatem zbiér wszystkich liczb parzystych, mniej-
szych od 3n, ma wlasnoé¢, o ktéra chodzi. Jest ich % Wykazemy, ze jest
to najwigksza mozliwa liczno$é. Rozbijamy zbiér S = {1,....3n — 1} = AUB
na roztaczne pary:

A= {{l,n 1 {2n—2), . {"7_17 n ;L L n2n), fn+ 1,20+ 1), }

B= {{nJr(n 1),2n+ (n — 1)}}
Mamy razem @n-l) par liczb. Zbior o wiekszej licznosci musi zawiera¢ jedna
z wymienionych par. Ale w kazdej parze albo suma, albo réznica elementéw jest
rowna n. Stad nasza teza.

6. Liczbe calkowita dodatnia k nazwiemy liczbg Masarni jesli dla pewnego
trojkata prostokatnego ABC o bokach catkowitych zachodzi k = Papc. Udo-
wodnié¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 12 pomiedzy n a 2n istnieje
przynajmniej jedna liczba Masarni.

Uwaga: Poprzez Pp oznaczamy pole figury F.

Rozwigzanie:



Tréjkat o bokach 3k, 4k, 5k jest prostokatny, wiec kazda liczba postaci 6k2
jest liczba masarni. Zauwazmy, ze

6k> <n < 6(k+1)2 <12k < 2n

Biorac najwigksze k takie, ze 6k? < n dostajemy, ze 6(k + 1) spelnia warun-
ki zadania. Jednakze nieréwnoéci sg prawdziwe dla k > 3, wiec dla n > 54.
Zauwazmy, ze pozostale przypadki sa zalatwione poprzez 30,60, ktére sa od-
powiednio polami 5,12,13 oraz 8,15, 17.

7. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym. Symetralne bokéw AB
oraz C'D przecinaja sie w punkcie Y. Niech punkt X bedzie takim punktem
wewnatrz ABCD, ze SADX = IBCX < 90° oraz SDAX = SCBX < 90°.
Udowodni¢, ze YAYB =2-4ADX.

Rozwiazanie:

Niech ABC'D bedzie czworokatem wypuklym oraz AB bedzie nieréwnolegle
do CD. Niech X bedzie punktem wewnatrz ABCD takim, ze

JADX = ¥BCX < /2, $DAX = 4CBX < 7/2
Niech symetralne AB i C'D przecinaja sie w punkcie Y. Pokazaé, ze
JAY B = 294ADX

Niech M, N beda takimi punktami na symetralnej A, B, ze tréjkat A, D, X be-
dzie spiralnie podobny do A, M, N. Wtedy z lematu o podobienstwie spiralnym
tréjkat A, D, M jest spiralnie podobny do A, X, N skad dostajemy:
AD DM (1)
AX XN
Trojkat B, M, N jest odbiciem symetrycznym tréjkata A, M, N. Jest on tez
spiralnie podobny do trojkata B, C, X. Analogicznie jak wczesniej dostajemy
BC CM @)
BX XN
Ale tréjkaty A, D, X i B,C, X sa podobne czyli z (1) i (2) dostajemy CM =
DM czyli punkt Y lezy na symetralnej CD czyli M =Y. Stad od razu otrzy-
mujemy teze.

8. Niech R oznacza zbiér niezerowych liczb rzeczywistych. Znalezé wszyst-
kie funkcje f : RO — RO takie, ze dla kazdej pary =,y € R dla ktérej 2% +y # 0
zachodzi:

fzy)

f(z)

f@?+y) = flx)*+

10



Rozwiazanie:
Niech P(z,y) oznacza podstawienie x,y do wyjSciowego réwnania.
(1) f(1) = 1. Dowdd:

e P(1,1) = f(2)=k*+1
o P(2,1) = f(5)=f(2?+1=k"+2k"+2
o P(1,2) = fB3) =K+ LB =i+ k+1
o P(1,3) = fA) =K+ L2 =R +k+1+ %
o P(L4) = fB) =k + L0 =k rk+1+14+ %
= k2+k+1+%+%:f(5)=k4+2k2+2
Kk -k 4k -k -1 (k=1 —k+ (R +k+1)°

k3 k3
= f(1)=k=1
(2) f(x+n) = f(z) +n Vo € R” and n € N. Dowéd:
o P(Lz) = f(l+a) =k + L2 = f(@) +1.
e teza dzigki indukcji matematycznej i temu, ze f(1) = 1.

(3) f(n) =n ¥n € N. Dowdd: jest to konsekwencja (2) oraz (1).
(4) f(n) =n Vn € Z°. Dowéd:

o flx+n)=f(z)+nVneN
e Podstawiamy za = = 1 — n. Wéwezas 1 = f(1) = f(1 —n) + n.
o fl-n)=1-n.
(5) f(nz) = nf(zx) Yo € R, n € Q°. Dowdd:
o f(x+n)=f(z)+nVr R’ neN

o zatem f(x +n?) = f(z) +n?Vz € R%n? € N

8
—

o P(n,z),z e ROneN = f(z+n?) = f(n)*+ ff(&) -

o zatem n’ + f(x) = n? + @ = nf(z) = f(nz) Vn € N,z € R®
(6) f(x) = —f(—x) Vz € R. Dowdd:

e P(—n,z),n € Nz € R® = f(n®+1x) = f(-n)?+ fjc((i"na;) = (-n)% +
nf(=z)

—-n

11



e zatem n® + nf(I) f(n2 +z) = (—n)2 + %;x) = —f(x) = f(-x)
(7) f(z) =z Vo € Q'. Dowdéd:
e nf(z) = f(nz) Yn e N,z € R°

e podstawiamy z = L. Wowczas nf (1) = f(1) =1 = f(L)=1Vne
N

e Niech g € Q°. Wéwczas f (%) =7f (p%) =pf (%) = % = f(z) =
x Vo € Q*
(8) f(2?) = f(x)? Vz € R®. Dowdd:
o f(x?+1)=f(z)?+1
o flx+1)=flx)+1 = f(2®>+1)= f(z?) +1

e Zatem f(z2%) = f(z)?, co w konsekwencji daje, ze dla t > 0 mamy f(t) =

F(VD*) =f(VH* >0
(9) f(23) = f(x)3 Vz € R®. Dowdd:
o 2f(x)? =2f(2?) = f(22?)

o P(z,2%) = f(®+2%) = f(2)* + L) = f@a®) = f()®

o zatom 2/(2)? = f(@® +02) = (@) + & = f(@¥) = f(a)®
(10) Funkcja f jest monotonicznie rosnaca. Dowdd:

e Niech 22 >y >0 = 2% > 2y > 0.

o P22, —y) = f(z?—y) = f(x)? Jrf((z)y) f(x)sz;éy)) > 0 poniewaz
22—y >0

o — f(2*) = f(z)® > f(zy) = f(x) > f(y)Vx > y > 0 poniewaz
fl@) = =f(=z), f(z) < fly) VO <@ <y.

e zatem f(x) > f(y) Vo >y € R.
(11) Wykazemy ostatecznie, ze f(z) = z Vo € R%. Dowdd:

e Niech ciagi a,,b, € Q° beda takie, ze lim, .o a, = lim, b, = z,
przy czym a, jest rosnacy oraz b, jest malejacy. Oczywiscie takie ciagi
istnieja.

e 7 monotonicznosci f wynika, ze a, = f(a,) < f(x) < f(by) =
Z twierdzenia o trzech ciagach dla ciagu stalego ¢, = f(x) wymka ze

flx) ==
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Mecz Matematyczny

1. Znalez¢ wszystkie liczby calkowite a, b, ¢ spelniajace
3at + 4b* = 19c*

Rozwigzanie:
Rozwazmy najpierw rownanie

322 + 49% = 1922

Dzielac przez z dostajemy:

(OROR

322 4+ 4y? =19 (%)

Para (1,2) jest rozwiazaniem ostatniego réwnania. Teraz zauwazmy, ze rOw-
nanie (*) wyznacza nam pewien zbiér L punktéw na plaszczyZnie. Wiemy, ze
P = (1,2) € L. Scharakteryzujemy teraz wszystkie punkty L o wspoélrzednych
wymiernych czyli wszystkie wymierne rozwiazania (*). W tym celu rozwazmy
proste y = tx + s dla t,s wymiernych, przechodzace przez punkt P. Je$li @
oznaczamy punkt przeciecia tej prostej z L to @) ma wspdlrzedne wymierne i
oczywiscie nalezy do L. Z drugiej strony jesli jaki$ punkt R nalezy do L i ma
wspoélrzedne wymierne to réwnanie prostej PR ma wspélczynniki wymierne.
Czyli wszystkie punkty wymierne L mozemy otrzymaé przez wszystkie proste
PQ. Obliczymy teraz wspélrzedne punktu Q. Prosta przechodzi przez punkt P
wiec:
2=t+s=>s=—-t+2=>y=te+ (21

Wkladajac to do (*) otrzymujemy
322 4 4(tr +(2—1)?=19= B+ 42> +8t(2—t)z+ (42 -1)>-19) =0

Otrzymane rownanie to réwnanie wspotrzednej z-owej punktu wspélnego L i
naszej prostej. Pamietajmy, ze z definicji jednym z tych punktéw wspdlnych
jest P wiec x = 1 jest jednym pierwiastkiem tego rownania. Drugi pierwiastek
wyliczmy z wzoréow Vieta.

4(2—-1)*—19 4t* —16t—3

YT T3 T 4z

(483 — 16t2 — 3t) + (8t% + 6 — 4¢3 — 3t)
=tr+(2—1t)= =
y=te+@2-9) 4213
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82 —6t+6
4243

™ i mnozac licznik i mianownik przez n? dostajemy:

Podstawiajac t =

4m? — 16mn — 3n?
4m?2 + 3n?2

xr =

_ —8m? — 6mn + 6n?
y= 4m?2 + 3n?2

Podkladajac teraz x; = 2, y; =

N

x = 4m? — 16mn — 3n?
y = —8m? — 6mn + 6n>
2z =4m? + 3n?
Uzyskane wzory to pelna charakteryzacja rozwigzan réwnania (*). Teraz wrdé-
my do réwnania 3a* + 4b* = 19z*. Dostajemy:
a® = 4m? — 16mn — 3n>
b = —8m? — 6mn + 6n°
= 4m? + 3n?

Majac te réwnania mozemy wyliczyé za pomoca a, b, ¢ liczby m?,n2, mn Do-
stajemy:
o 19¢% — 8b? + 3a?
m = --—

8-19
o 19¢® +8b* — 3a®
"= 6-19
b% + 242
=Ty 19
2 _ 02,2

Wiemy tez, ze (mn)
czajac dostajemy:

m“n”. Zapisujac te rownoé¢ za pomoca a, b, c i uprasz-

12(6° 4 2a%)* = (19¢* + 8b° — 3a%)(19¢* — 8b° 4 3a?) (++)
12A4% = BC

Szukamy teraz rozwiazania (**). Znane rozumowanie pozwala nam przyjaé, ze
a, b, c sa parami wzglednie pierwsze. Widzimy, ze lewa strona dzieli si¢ przez 8
czyli 8| BC. Liczby ¢ i a sa wzglednie pierwsze czyli oba musza byé nieparzyste
(zeby 8|BC). Kwadrat liczby nieparzystej daje reszte 1 modulo 8 wiec C daje
reszte 2 modulo 8 i B daje reszte 0 modulo 8. Czyli prawa strona dzieli si¢
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przez 16 czyli 2| A = 2|b. Skoro b jest parzyste i a nieparzyste to 4 nie dzieli A
wiec lewa strona jest podzielna przez 16 i nie jest podzielna przez 32.
Niech p bedzie liczbg pierwsza.
2 2 —2 _
pl(b°+2a°) = | — | =1=p=1,3 (modulo 8)(x * x)

p
Zalezno$é (***) spelnia tez trojka, ktéra jest dzielnikiem 12 wiec wszystkie
dzielniki nieparzyste lewej strony spelniaja (***) wiec tak samo bedzie z prawa
strona. Rozwazmy, reszte C'/2 modulo 8. Latwo sprawdzié,ze wszystkie niepa-
rzyste kwadraty daja reszte 1 lub 9 modulo 16, czyli zeby C/2 dawalo reszte 1

lub 3 modulo 8 to a? = ¢2 (modulo 16), ale wtedy 16| B czyli 32| BC' = 32|12A2
sprzecznosé c.k.d.

2. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n, przez f(n) oznaczmy moc naj-
wiekszego mozliwego zbioru S o tej wlasnosci, ze sumy a + b, gdzie a # b € S
daja parami rézne reszty przy dzieleniu przez n. Pokazaé, ze istnieje nieskon-
czenie wiele n takich, ze f(n) > /n — 1.

Rozwiazanie:

Niech n = p(p — 1) gdzie p jest pewna liczba pierwsza nieparzysta, réwniez
niech g bedzie generatorem modulo ta liczba pierwsza. Zauwazmy, ze dla kaz-
dego t € {1,2,--- ,p— 1} istnieje liczba x, dla ktérej spelnione sa kongruencje:
z = g' (mod p) oraz z =t (mod p—1) (jest to konsekwencja chifiskiego twier-
dzenia o resztach). Zatem mamy p — 1 réznych reszt modulo p(p — 1), niech
one tworza nasz zbiér S. Pokazemy ze taki zbior S spelnia warunek o rézno-
wartosciowosci réznych sum. Powiedzmy, ze mamy x,y, z,t € S, dla ktérych
x+y=z+t (modp(p—1)). Jasne jest, ze x +y = 2+t (modp — 1) w
takim razie. Jezeli = ¢* (mod p),y = ¢° (mod p),z = ¢¢ (mod p) it = g¢
(mod p), to wtedy z definicji elementéw z,y,z i t g°*° = g+ (mod p), wiec
tez xy = 2zt (mod p). Poniewaz zachodzi tez  +y = z + ¢ (mod p), to wie-
lomian P(k) = k? — (¥ + y)k + 2y moze mieé¢ za pierwiastki zaréwno z i y
jak i z i t. Poniewaz ten wielomian ma co najwyzej dwa pierwiastki modu-
lo p, to stad dostajemy, ze liczby = i y daja takie same reszty przy dzieleniu
przez p co liczby z i t. Powiedzmy bez straty ogdlnosci, ze x = z (mod p)
oraz y = t (mod p). Poniewaz wszystkie liczby w S daja rézne reszty przy
dzieleniu przez p, to wnioskujemy, ze © = z oraz y = t. W zwiazku z tym
flplp—1)) 2p—1> +/p(p—1) — 1, poniewaz liczb pierwszych jest nieskon-
czenie wiele, to dostajemy teze zadania.

3. Niech G bedzie grafem i f(G) jego liczba chromatyczna (czyli najmniejsza
liczba koloréow potrzebnych, zeby mozna bylo pomalowaé wierzchotki grafu tak,
ze zadna krawedZ nie laczy dwéch wierzchotkéw tego samego koloru). Zalézmy,
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ze G zostal pomalowany na f(G) koloréw. Pokazaé, ze w G istnieje $ciezka
dlugosci f(G) taka, ze wszystkie jej wierzchotki sa réznego koloru.

Rozwigzanie:

Ponumerujmy kolory liczbami od 1 do f(G). Wtedy jesli v, w to wierzchotki
to v < w wtedy i tylko wtedy gdy istnieje éciezka v; = v, v, ...,v = w z v do
w taka, ze warto$¢ koloru v;4; jest wieksza lub réwna wartosci koloru v; dla
i €{1,...,.k — 1}. Sprawdzamy, ze tak wprowadzona relacja na grafie, jest cze-
Sciowym porzadkiem. Zalézmy nie wprost, ze nie istnieje Sciezka z tezy zadania,
o dlugosci f(G). Oznacza to, ze w szczegdlnosci nie istnieje tancuch dlugosci
f(G) wiec z twierdzenia Dilworthe’a mozemy sobie podzieli¢ graf na f(G) — 1
antytancuchéw. Zauwazmy, ze jesli dwa dowolne wierzchotki v, w w antytancu-
chu sa polaczone krawedzia to musi zachodzi¢ jedna z relacji v < w; w < v.
Teraz jesli wszystkie wierzchotki w jednym antytancuchu pokolorujemy na jaki$
kolor, przy czym uzyjemy réznych kolorow dla réznych tancuchéw, to otrzyma-
my graf pokolorowany na f(G) — 1 koloréw, taki ze zadna krawedZ nie laczy
punktéw o tym samym kolorze. Otrzymujemy sprzeczno$¢ z minimalnoécia licz-

by f(G).

4. Danych jest 102°™ planet w miedzygalaktycznym imperium. Kazde dwie
planety sa potaczone dwukierunkows droga zbudowana przez jedna z 2019 firm.
Wtladca imperium chce zamknaé k firm, tak by wciaz z kazdej planety mozna
bylo dotrze¢ do kazdej innej. Znalezé najwigksze k, dla ktorego to jest zawsze
mozliwe.

Rozwigzanie:

k = 1009. Umies¢my m zamiast 2019. Udowodnimy, ze maksymalna war-
to$¢ k wynosi |m/2|. Zatem mamy graf pelny z n = 10™ wierzchotkami; jego
krawedzi sa pokolorowane na m koloréw, i chcemy znalez¢ maksymalna war-
tos¢ k, taka ze zawsze mozemy usunaé¢ pewne k koloréw, tak by graf pozostal
spojny.

Wybierzmy dowolne k koloréw. Niech G; bedzie grafem skladajacym sie
z krawedzi pokolorowanych na jeden z tych k koloréw oraz G5 bedzie grafem
sktadajacym sie z krawedzi pokolorowanych na pozostalte m — k koloréw. Zatem
G5 jest dopelnieniem G1. Latwo sprawdzié, ze jesli jeden z G, G nie jest spdj-
ny, to drugi musi by¢. Przypusémy bez straty ogdélnosci, ze Gy jest niespojny
oraz niech C1,Cy,...,C,, r > 1 beda sp6éjnymi sktadowymi G;. Wtedy dowol-
na krawedz wv gdzie v € C;, v € Cj, i # j musi naleze¢ do G gdyz Ga jest
spéjny. Z tego wynika, ze zawsze mozna usunaé¢ przynajmniej |m/2| koloréw i
wciaz uzyskaé graf spéjny.

Wystarczy wykazaé, ze to maksymalna liczba jaka mozna uzyskaé¢. Skonstru-
ujemy wiec kolorowanie na m koloréow grafu kompletnego, takiego ze usuniecie
dowolnych |m/2]| + 1 koloréw rozspdjni nasz graf.
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Niech Vi bedzie zbiorem k := [m/2] + 1 wierzchotkéw i Va zbiorem (') wierz-
chotkéw. Rozpatrzmy graf pelny G na zbiorze V := V3 U V5.

Sparujmy kazdy zbior S, ktory zawiera k réznych koloréw, sposréd danych
m, z wierzcholkiem v € V5 i pokolorujmy krawedzie pomiedzy v i wierzchotkami
z V1 uzywajac kazdego koloru w S dokladnie raz. Krawedzie miedzy wierzchol-
kami w V; kolorujemy dowolnie. Pozostaje pokolorowaé¢ krawedzie w Vo. Wy-
bierzmy w, v € V3 iniech C(u) oraz C(v) beda zbiorami koloréw krawedzi, ktére
lacza u z Vi, oraz v z Vi. Skoro |C'(u)|+|C(v)| = k+k > m to C(u)NC(v) # 0.
Pokolorujmy uwv na kolor, ktéry jest obecny w obu C(u) i C(v). Postepujac w
ten sposéb otrzymany pozadany graf. atwo zauwazy¢, ze jesli usuniemy dowol-
ne k koloréw, bedzie istnial wierzcholek odizolowany. Liczba wierzchotkow G
to k+ () < [m/2] +1+2™ < 10m.

Uwaga: Konstruowany graf G ma mniej niz 10™ wierzchotkéw, ale oczywi-
Scie mozemy dodaé¢ wierzchotki ”ktére nic nie wnosza” i pokolorowaé¢ dodatkowe
krawedzie tak, by zachowaé¢ wszystkie potrzebne wlasnosci.

5. Niech Sy bedzie skonczonym zbiorem liczb calkowitych dodatnich. De-
finiujemy zbiory Si,Ss, ... liczb catkowitych dodatnich, takie ze: a nalezy do
Sp+1 wtedy i tylko wtedy gdy doktadnie jedna z liczb a — 1,a nalezy do S,,.
Pokazad, ze istnieje nieskonczenie wiele NV takich, ze Sy = SoU{N+a :a € So}

Rozwigzanie:
Bedziemy dziala¢ w ciele Fy czyli wszystko bedzie modulo 2 (np. x + z =
2z = 0). Zdefiniujmy ciag szeregdéw (Ck(x))r>1 taki, ze:

_ a
Cj = E x
a€s;

Zauwazmy, ze warunek z tezy zadania jest rownowazny:
Sur1(@) = (1+2)S,(2)

czyli
Su(@) = (1+2)"So(x)

My chcemy mieé
Sy =SoU{N + 5o}

co jest rownowazne
Sy(z) =1 +2)So(z) = (1 +2)V = (1 +2V)

a to zachodzi dla N = 2 > max(S))
Jako ze nasze szeregi majg wspo6lczynniki zero lub jeden (jestesmy w ciele Fb)
to cale to rozumowanie jest odwracalne.
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6. Dany jest czworoscian PABC'. Niech PH bedzie jego wysokoscia.Niech
proste HA', HB', HC' bedg prostymi prostopadlymi odpowiednio do prostych
PA,PB, PC. iech plaszczyzny ABC oraz A’B’C’ przecinaja si¢ w prostej [.
Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na ABC. Udowodni¢, ze [ jest pro-
stopadla do OH.

Rozwiazanie:

Dla sfery © i punktu P, zdefiniujmy potege P wzgledem Q by P(P,Q) =
PO? — R?, gdzie O jest érodkiem € i R jest promieniem.

Niech Q4,2 beda sferami. Niech f(X) = P(X, Q1) — P(X, Q). Wowczas
f jest liniowa. Zatam: jesli P, @, R sa niewspéHiniowymi punktami, takimi ze
f(P)=f(Q) = f(R) = C, to dla wszystkich punktéw X na plaszczyZnie PQR,
f(X)==C.

Niech A1, A2, A3 neda nastepujacymi sferami: A; o $rodku w O i o promieniu
AO = BO = CO. A, jest sferg opisang na PABC'. A3 o srodku w P o promieniu
réwnym PH.

Wtedy, skoro A, B,C' maja rowne potegi wzgledem Aj, Ao, to wszystkie
punkty na £ maja réwne potegi wzgledem tych dwéch sfer. Zauwazmy, ze

P(A,Ay) = —A'A-A'P=—A'H? = PA”? — PH> =P(A', A3).

Skoro analogiczne réwnosci zachodzg dla B',C’, to A’, B’,C’ maja réwna po-
tege w zgledem Ao, As. Zatem wszystkie punkty na ¢ maja réwna potege w
stosunku do Aj, Ag, A5. WeZzmy X lezacego na £. Skoro P(X, A1) — P(X, A3)
jest staly, to XO? — X P? jest staly. Wiec,

X0? - XH?=X0? - (XP? - PH?*) = XO* - XP? + PH?

jest staly, wiec £ L OH

7. Okregi w1 i wy o érodkach w punktach Op,Os sa stycznie zewnetrznie
w punkcie D i stycznie wewnetrznie do okregu w w punktach odpowiednio
E, F. Niech [ bedzie wspélna styczna wy i wy przechodzaca przez D, a AB
bedzie $rednicg w prostopadla do [ taka, ze A, E,O; sg po tej samej stronie [.
Pokazaé, ze proste AO1, BOs, EF,l przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Niech O to érodek okregu w. Zauwazmy, ze E to $rodek jednoktadnosci J
przerzucajacy O na w.O1D 1] wigc OJ(D)Ll no i oczywiscie J(D) € w. Czyli
J(D) = B. Skoro J(D) = B to E, D, B sa wspoétliniowe. Analogicznie wspotli-
niowe sa F, D, A. Niech prosta E'F przecina prosta [ i prosta AB w punktach
odpowiednio P, Q. Wtedy ze znanego lematu P lezy na biegunowej punktu Q.
Poza tym [ przechodzi przez @ i jest prostopadla do OP wiec [ jest biegunowa
punktu Q. W takim razie (P,Q; E,F) = 1. Niech G = J 1(E). Wtedy GD
jest érednica, wiec Op to érodek GD. Prosta Oy,05 jest réwnolegta do AB
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wiec AG, AO1, AD, AB to pek harmoniczny. Przecinajac ten pek z prosta EF
dostajemy punkty E,Q’, F, P ktére tworza czwérke harmoniczng wiec Q' = Q.
Analogicznie dla drugiej prostej. Pokazaé, ze proste AO,, BOsy, EF, [ przecinaja
sie w jednym punkcie.

8. Dany jest trdjkat ostrokatny ABC, gdzie I4 to $rodek okregu dopisanego
do boku BC w tréjkacie ABC. Przez w oznaczmy okrag styczny wewnetrznie
do okregu opisanego na tréjkacie ABC' i styczny do bokéw AB i AC. Punkt
H to rzut punktu A na BC, natomiast E to srodek dtuzszego tuku BC' okregu
opisanego na ABC'. Punkty M i N to $rodki bokéw AH i BC. Przeciecie M N
i AFE oznaczymy przez P. Prosta I, P tnie okrag w w dwéch punktach S i T.
Pokazaé, ze ktory$ z okregéw BSC lub BTC jest styczny do w

Rozwiazanie:

Przedefiniujmy punkt S: niech on bedzie taki, ze okrag opisany na BSC' be-
dzie styczny do w, ponadto S bedzie znajdowal sie po tej samej stronie prostej
BC co punkt A. Wykazemy, ze punkty P, S i I 4 leza na jednej prostej. Niech V'
bedzie punktem styczno$ci okregu w z okregiem opisanym na tréjkacie ABC),
J oznaczmy jako punkt stycznosci okregu dopisanego z bokiem BC'. Oznaczmy
réowniez jako D punkt przeciecia prostej E1 z bokiem BC. Wykazemy najpierw
kilka lematow:

Lemat 1: Punkty E,I iV leza na jednej prostej.

Dowdd: Bierzemy nastepujace przeksztalcenie: zlozenie inwersji o érodku w
punkcie A i promieniu v AB - AC z odbiciem wzgledem dwusiecznej kata BAC.
Woéwcezas okrag w przejdzie na okrag dopisany do boku BC w trdjkacie ABC,
czyli tez V przejdzie na J. Zauwazmy, ze tréjkaty ABI i AJC sa podobne,
wiec tez AB - AC = Al - AJ, w zwiazku z tym I przejdzie na I4. Z kolei obraz
punktu E bedzie lezal na dwusiecznej kata zewnetrznego BAC oraz na prostej
BC (przeciecie tych prostych oznaczmy przez F. Naszym celem jest teraz wy-
kazanie, ze A, F,J, 14 leza na jednej prostej (trzy punkty beda wspoiliniowe,
jesli ich obrazy po inwersji beda lezaly na jednym okregu wraz ze srodkiem
inwersyjnym). Tymczasem JFAIx = 90° = SFJI4, czyli cyklicznosé tych
czterech punktow jest oczywista.

Lemat 2: Punkty N, I i J leza na jednej proste;j.

Dowdd: Oznaczmy przez I’ punkt lezacy na okregu wpisanym w trojkat ABC,
ktory jest antypodyczny do punktu stycznosci okregu wpisanego z bokiem BC'.
Biorac jednoktadno$é w srodku w punkcie A, ktora przeksztalca okrag wpisany
na dopisany, widzimy, ze punkt I’ przechodzi na punkt J, zatem A, I’ i J le-
za na jednej prostej. Teraz rozpatrzmy powinowactwo osiowe wzgledem proste;j
BC i skali % Wéwcezas punkty A i I’ przejda na odpowiednio N i I, czyli prosta
AI'J przejdzie na NI1J.
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Lemat 3: Punkt I4 lezy na dwusiecznej kata BSC.

Dowdd: Niech G i H beda punktami stycznoéci okregu w z prostymi AB i AC.
Bedziemy chcieli pokazaé, ze punkty B,G,S i I4 leza na jednym okregu, po-
dobnie z punktami C, H,S i I4. Wéwczas <BSIy = SBGI4 = <CHI4 =
LCS14, przy czym druga réwnosé wynika z symetrii. Aby wykazaé, ze punkty
B, G, S, 14 leza na jednym okregu, rozpatrzmy inwersje o $rodku w punkcie A i
promieniu vV AB - AC zlozona z symetria wzgledem dwusiecznej BAC'. Zauwaz-
my, ze punkt I4 przechodzi na punkt I (o czym wspomnielidmy juz wczesniej).
Okrag w przechodzi na okrag dopisany do boku BC, takze G przejdzie na punkt
stycznosci tego okregu z AC (niech to bedzie punkt T'). Réwniez B przechodzi
na punkt C, ponadto okrag opisany na tréjkacie BSC przejdzie na okrag stycz-
ny do okregu dopisanego w punkcie S’, oraz S przejdzie na S’. Bedziemy chcieli
pokazaé, ze I,C,T i S’ leza na jednym okregu. Wezmy styczng w S’ i przetnij-
my ja z prostag BC w punkcie Y. Z kolei przecigcie JS’ z 14Y oznaczmy jako W.
Zauwazmy, ze YB-YC = (YS)2 =Y I4- YW, zatem B,C,W i 14 leza na jed-
nym okregu. Oczywiscie punkty B, C, I i I tez leza na okregu o Srednicy I1y4,
skad dostajemy, ze $IW I, = 90°. W zwigzku z tym punkty I,.J, W oraz S’
leza na jednej prostej. Teraz widzimy, ze SIS'T = LJS'T = $JTC = JICA,
co chcieliSmy pokazac.

Zauwazmy, ze zachodza nastepujace réwnosci:

I4A JN 1 dist(A,BC) dist(E,BC) PA DE
I~ JI 2 dist(E,BC) dist(I,BC) PE DI’

zatem korzystajac z twierdzenia Menelaosa dla trojkata AIE oraz punktow
D, P i1y, dostajemy, ze punkty D, P, I4 sa wspélliniowe. Poprowadzmy stycz-
ne z punktéw S i V' do okregu w. Widzimy, ze z twierdzenia o trzech osiach
potegowych te styczne przecinaja sie na prostej BC' (bierzemy okregi opisane na
BSC, BAC i okrag w). Oznaczmy przeciecie tych prostych jako X. Zauwazmy,
ze V jest spodkiem dwusiecznej poprowadzonej z V w trdjkacie BV C, zatem
XD = XV. Zatem okrag opisany na SDV ma Srodek w punkcie X. Zauwazmy,

ze z twierdzenia o dwusiecznej {7 By V = %, a poniewaz $rodek okregu opisanego
na SDV lezy na prostej BC, to ten okr@g jest okregiem Apoloniusza dla punk-
tow B i C. W zwiazku z tym ¢ & = DC, czyli SD jest dwusieczng kata BSC.

Korzystajac z lematu trzemego dostajemy teze zadania.

9. Znalezé wszystkie funkcje f : Rt — R™ takie, ze dla dowolnych z,y € R

zachodzi y il
H(en) o () =0

Rozwiazanie:
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Zauwazmy, ze f(z) = % dla kazdego = > 0 spelnia warunki zadania. Wy-
starczy wiec wykazaé, ze to jedyna taka funkcja. Niech P(z,y) oznacza pod-
stawienie do wyj$ciowego réwnania.

(1) Vz > 0 zachodzi nieréwnosé z f(z) < 1. Dowdd:

e Niech y > 0 bedzie takie, ze yf(y) > 1

» 7 (i) = () =0

e jest to sprzeczne z zalozeniem, ze f(x) > 0 dla kazdego x.
(2) Jesli a > 1, to f(a) = L. Dowod:

e Niech z,2 >0orazy=1+2> 1.

e Korzystajac z (2) oraz podstawienia P(z,y) dostajemy nieréwnosé f(“_l) +

20 > (i) + (3) = W)
e zatem (x + 1) f(z+1) > (1+2)f(1+2)

e analogicznie postepujemy dla podstawienia P(y,z). Otzrymamy wtedy
I+2)f(l+2)>1Q+2)f(1+=x)

e Zatem jeSli a > 1, to af(a) = ¢ > 1 dla pewneg stalej c.

Y (G N c?

Y _ c _
f<z+1>) = yito) = Moy — €= 1

e Zatem f(

(3) f jest Scisle malejaca. Dowdd:

e Skorzystajmy z (2). Wowcezas P(z,y) = f(y(1+z))+f (;fﬁ)

e Dla dowolnego z > y niech x = =¥

e To prowadzi do nieréwnoséi f(z) < f(y)
(4) f(a) =1 dla kazdego a > 1. Dowdd:

e Dla dowolnego € > 0 mamy 1+ = f(1+e¢) < f(1) < 1, wiec z twierdzenia
o trzech ciagach f(1) =

e Niech § <y <1, zatem f(y) > f(1) =1
°y>1—y=>f(y)\%<f:>(1 )<ﬁ

e istnieje zatem dodatnia liczba rzeczywista x, taka ze (1 — %) <z <

o = 2> Lows (1 +0) > 1= () = oo > §

co wynika z (2).

21



2 1 1
* =S+ <f(3) <2
e 7 twierdzenia o trzech ciagach f(1) = 2.

(5) Ostateczny argument: Na mocy indukeji matematycznej, iterujac rozumo-
wanie zastosowane w (4) wywnioskowa¢, ze dla kazdego y € [5:,00), f(y) = %
To prowadzi do konkluzji, ze f(x) = + dla kazdego = > 0.

Tz

10. Pawel Masarnia zepsul kalkulator, w taki sposob, ze jedyne przyciski,
ktére dziataja to: sin, cos, tan, sin~', cos ' oraz tan~"'. Poczatkowo kalkulator
wyswietla 0. Udowodnij, ze dla dowolnej wymiernej dodatniej liczby g wciskajac
pewien skonczony ciag przyciskéw dzialajacych kalkulator zwrdci q.

Rozwiazanie:

Udowodnimy silniejsze twierdzenie: Jesli m oraz n sa wzglednie pierwszymi
nieujemnymi liczbami catkowity oraz n > 0, wtedy wciskajac pewien skonczony
ciag przyciskéw kalkulator wypisze y/m/n.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na m + n. Dla bazy induk-
cyjnej mamy: m +n = 1, wiec n = 1 im = 0 oraz /m/n = 0, co jest
poczatkowo wyswietlane na kalkulatorze. Dla kroku indukcyjnego rozpatrzymy
odpowiedznio przypadki m =0, 0 < m < n, and n < m.

Jedli m =0, wtedy n = 1 1 teza jest oczywista.

Jesli 0 < m < n, to na mocy zalozenia indukcyjnego, /(n —m)/m moze
by¢ otrzymane za pomoca skonczenie wielu przyciskow; wiec takze

costg™t\/(n —m)/m = \/m/n.

Jesli n < m, wtedy dzieki poprzedniemu przypadkowi, \/n/m moze byé otrzy-

mana w skoficzenie wielu krokach. Skoro costg™! y/n/m = sintg™! \/m/n, to

tgsin~!costg ™! \/n/m = \/m/n

moze by¢ otrzymana w skonczenie wielu krokach, co koniczy dowdd indukeyjny.

11. Dla danej liczby rzeczywistej nieujemnej a zdefiniujmy ciag (a,,) naste-
pujaco: a; = v/a oraz an+1 = v/a + a,. Wyznaczyé wszystkie a o tej wlasnosci,
ze ciag (a,) ma nieskoniczenie wiele elementéw bedacych liczbami wymiernymi.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy takie a dodatnie dla ktérego spelnione sa warunki zadania.
Udowodnimy najpierw, ze ciag {a,}52 jest $cile rosnacy. Udowodnimy induk-
cyjnie, ze apy1 > ap dla kazdego n. Jedli n = 1, to as = ya + a1 > a = a.
Jesli mamy an41 > a, to zachodzi réowniez a + any1 > a + an, czyli da-
lej any2 = Va+ant1 > Va+a, = apt1. Dowdd indukeyjny zostal zakon-
czony. Zauwazmy jeszcze, ze ten ciag jest ograniczony. Gdyby a, = M dla
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ogromnego M to wtedy an,+1 = VM +a > M. Widzimy, ze ta nieréwnosé
nie zachodzi dla duzych M, w zwiazku z tym ciag {a,}°; jest ograniczo-
ny. Niech ap,a; € Q dla pewnych k£ > [. Wiemy, ze takie indeksy istnieja,
gdyz wymiernych wyrazéw tego ciagu istnieje nieskonczenie wiele. Zauwaz-

my, ze ai —a = ap_1, czyli dalej (--- (((a} — a)?* —a)®> —a)?--- —a) = q
gdzie w sumie mamy k — | par nawiaséw w wyrazeniu. Wielomian P(z) =
(- (((a2 —2)? —2)? —x)%- -+ — 2) — @y ma wymierne wspélczynniki, ponadto

a jest jego pierwiastkiem, stad mozemy powiedzieé, ze a jest liczbg algebraicz-
na. Jezeli M jest iloczynem mianownikéw wszystkich wspélezynnikéw P(x), to
MP(x) € Z[z]. Niech Q(z) = MP(x) = psa® +ps_12° 1+ +po. Wtedy wie-
lomian pi~'Q(-) = @ +ps—12° +ps_opsa® 2+ - +pop; ! jest wielomianem
o wspdlezynnikach catkowitych, rowniez liczba b = ap; jest jego pierwiastkiem,
zatem b = ap; jest liczba algebraiczng calkowita. Niech ps = K, wykazemy, ze
wszystkie elementy ciagu Kaj, Kas,--- sa liczbami catkowitymi algebraiczny-
mi. Najpierw zauwazmy, ze Ka; = K+/a = VK -\/Ka; . Poniewaz oba czynniki
s liczbami algebraicznymi catkowitymi, to ich iloczyn réwniez posiada te wila-
snoéé. Z ré6wnosci an 41 = \/a + a, mamy, ze Ka,,1 = vVEKa+ Ka, - VK. Jesli
Ka, jest liczba algebraiczna catkowita, to i Ka,41 jest liczba catkowita alge-
braiczna. Wezmy teraz taki nieskoniczony zbidr indekséw i3 < io < ---, ze dla
kazdego k naturalnego mamy a,;, € Q. Zauwazmy, ze Ka;, jest liczba algebra-
iczna catkowita, ponadto jest to liczba wymierna, zatem Ka;, € Z. Ciag liczb
Ka;, ,Ka;,,- - jest écidle rosnacy i ma nieskoniczenie wiele wyrazéw. Zatem dla
kazdego k mamy Ka,;, > k. Zatem {Ka,, }7°, jest ciagiem nieograniczonym,
podobnie jak {a;, }7°, co daje sprzecznos¢, gdyz jak powiedzieliSmy wczesnie]
ciag {a,}22; jest ograniczony.

12. Niech a,, bedzie takim ciagiem, ze ag = 6 oraz
ap = ap—1+ NWD(n,a,_1)

Udowodnié, ze NW D(n,a,—1) jest liczba pierwsza lub jest réwne 1.

Rozwigzanie:
Niech
A={neN: NWD(n,an_1) > 1}

Latwo zauwazy¢, ze 5 € A. Wykazemy nastepujacy lemat, z ktérego wynika
teza.

Lemat: Jedli n € A, to a,, = 3n oraz NWD(a,—1,n) jest liczba pierwsza.
Dowdd: Zauwazmy najpierw, ze ap = 7, as = 8, a3 = 9, ay = 10, a5 =
15. Zalézmy dla dowodu niewprost przeciwienstwo tezy. Niech n € A bedzie
najmniejsza liczba n > 5 taka, ze a,, # 3n lub NW D(n, a,—1) nie jest pierwsze.
Niech k € A bedzie najwieksza liczba catkowita taka, ze k < A. Mamy

apn_1=apr+n—k—1=2k+n-1
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Zatem NWD(ap—1,n) = NWD(2n — 2k + 1,2k — 1). Niech p bedzie liczba
pierwsza taka, ze p|2n —2k+1 oraz p|2k — 1. Przypusémy, ze 2n —2k+1 nie jest
pierwsze. Wtedy 2n—2k+1 = pd oraz d > 1. Mozemy zatem wzia¢ m catkowite
dodatnie takie, ze 2m —2k+1 = p. Wtedy p = NWD(2m—2k+1,2k—1) oraz
Gp = Ap_1 + p = 3n. Zatem sprzecznosé¢ z minimalnoscia n. Wiec 2n — 2k + 1
jest pierwsza. Ponadto a, = an,—1 + 2n — 2k + 1 = 3n, co jest sprzeczne z
zalozeniami.
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Zadania dodatkowe

1. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza oraz A = {by, bs, ...,prfl} bedzie
zbiorem reszt kwadratowych modulo p. Udowodnié, ze nie istnieja liczby cal-
kowite dodatnie a,c niepodzielne przez p, takie ze zbiér B = {ab; + c¢,abs +
Cy.nny apr—l + ¢} oraz zbiér A sa rozlaczne modulo p.

Rozwiazanie:
Przypus$émy, ze takie liczby istnieja. Rozpatrzmy dwa przypadki. Przypu-

$émy, ze a jest reszta kwadratowa modulo p. To znaczy, ze % =1, wiec dla

(2)-6)¢)-

Zatem zbiér S = {aby, aba, ...,abp-1 } jest zbiorem wszystkich reszt kwadrato-
2

wych modulo p. Wiec S = A. Zauwazmy, ze réwnanie 2 = ¢ oraz 2 = —c maja

maksymalnie po dwa rozwiazania modulo p. Wynika z tego, ze skoro p > 5, to
istnieje r takie, ze r? jest rézne od ¢ oraz —c modulo p. Niech s = £. Zatem
liczba (7£2)? — (”55)2 = ¢. Wynika z tego, ze obia utamki sa resztami kwadra-
towymi, a wigc i elementem zbioru S. Zatem istnieja takie i, j, ze (“52)* = ab;

kazdego ¢ zachodzi

oraz (%5%)? = ab;, wiec ab; = ab; + ¢ = z, wigc ¢ € A oraz © € B, zatem
sprzecznosc.
Przypusémy wiec, ze <Z> = —1. Woéwczas S = B jest zbiorem wszystkich

niereszt kwadratowych. Zauwazmy, ze reszty 1,2, ...,p — 1 sa parami rézne mo-
dulo p. Zatem reszty ¢, 2c, ..., (p — 1)c réwniez. Jesli dla pewnego k zachodzi

(5)--
()

W przeciwnym wypadku bowiem istniolyby nastepujace i, ze ab; = kc wiec
ab; + ¢ — (k+ 1)c € A, czyli sprzecznosé. Zatem jesli dla pewnego k liczba kc
jest niereszta kwadratowa modulo p, to dla kazdego n wiekszego od k liczba
nk to niereszta kwadratowa. Jednakze reszty ¢, 2¢, ..., (p — 1)c to wszystie resz-
ty kwadratowe modulo p, wiec dokladnie polowa z nich jest nieresztami wiec

muszg to byé 2= + .y (p— 1)e. Zatem wszystkie liczby ¢, 2¢, . —c s reszta-
(p— )

to musi takze zachodzié

mi kwadratovvyml modulo p. Zatem Wszystkle liczby 1,2,. sg resztami

kwadratowymi modulo p. Jednakze jesli 25~ Jest reszta kwadratowq modulo p
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oraz 2 jest nig takze, to musi by¢ reszta kwadratowa takze ich iloczyn, czyli
p—1, a to prowadzi do sprzecznosci. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy rozwigzanie
zadania.

2. Niech F' bedzie rodzina podzbioréw zbioru {1, ...,n} taka, ze zaden zbiér
z F' nie zawiera si¢ w innym zbiorze z F. Pokazac, ze:

1
Z@gl

AeF

gdzie |A| to moc zbioru A (liczba jego elementéw).

Rozwiazanie:

Niech S bedzie takg rodzing podzbioréw {1,2,...,n}, ze nie istnieja dwa
zbiory z S, ze jeden z nich zawiera sie w drugim. Wybierzmy jaki$ zbiér A z
rodziny S. Niech moc A wynosi k. Wtedy wszystkich permutacji ciagu (1, ..., n)
takich, ze pierwsze k elementéw to elementy zbioru A jest doktadnie k!(n —k)!.
W ten sposob zbidr z rodziny S generuje pewne permutacje. Teraz, jesli jakas
permutacja jest generowana przez dwa zbiory A, B to jeden z nich musialby
zawieraC sie w drugim. Czyli zadne dwa zbiory z rodziny S nie generuja tej
samej permutacji. Cala rodzina S lacznie generuje:

> 1Al — |A]!
AeS
Z drugiej strony wszystkich permutacji jest dokladnie n! wiec

> JAl(n — |A])! < n!

AeS

co po podzieleniu przez prawa strone i zwinieciu w symbol Newtona daje teze.

3. Dany jest graf, ktérego wierzchotkami sg liczby calkowite dodatnie, w
ktérym wierzcholki a oraz b sa polaczone wtedy i tylko wtedy, gdy

a+b+1la®+0* 41

Rozstrzygnaé, czy dany graf jest spojny

Rozwiazanie:

Dany graf jest spdjny. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby n mamy: n jest
polaczone z n? oraz n? jest potaczone z (n+1)2. Ponadto (n+1)? jest polaczone
z n+ 1, wiec dla kazdego k istnieje $ciezka z k do k + 1, wiec na mocy indukcji
matematycznej dla dowolnych z,y istnieje Sciezka z x do y, zatem graf jest
spojny.
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4. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Udowodnié, ze istnieja liczby calko-
wite dodatnie m,n takie, ze m + n < % oraz p jest dzielnikiem 2™ - 3™ — 1.
Rozwiazanie:
Dla p = 5 teza jest oczywista, wiec niech p > 5 oraz h = #(12). Rozpatrzmy
P
nastepujace przypadki:

e i = 1. Wtedy istnieje 1 < ¢t < p takie, ze 3 = 2! (mod. p). Jedli t >
1;2;1’ to (n,m) = (p —t — 1,1) spelnia warunki zadania. Przypu$émy, ze
p < 2L Wtedy istnieje 0 < i < t — 1 takie, ze t — 1\”—;3 + i. Wtedy

2
p=3 .,
(n,m) = (p — tu — 1,u) spelnia warunki zadania dla u = t{fl.

o h = 2. Wtedy istnieje t < 25+ takie, ze p|3222 — 1. Zauwazmy, ze t < 232

lub p < 7. Drugi przypadek zaj$¢ nie moze, zatem otrzymujemy pare
(t,2), ktéra spelnia warunki zadania.

e h > 3. Latwo sprawdzi¢, ze wtedy p > 11. Ponadto h < %_1. Wtedy
istnieje t < p%l, ze p|3"2¢ — 1. Latwo sprawdzié, ze (n,m) = (t, h) spelia
warunki zadania.

5. Dany jest tréjkat ABC. Na boku AB lezy taki punkt X, ze 2BX = BA+BC.
Niech Y bedzie punktem symetrycznym do srodka okregu wpisanego w ABC
wzgledem punktu X. Udowodnié, ze proste Y J oraz AB sa prostopadle, gdzie
J jest srodkiem okregu dopisanego, styczego do boku AC.

Rozwigzanie:

Niech D, D’ beda odpowiednio rzutami prostokatnymi /,Y na AB. Niech
a, b, c to beda dhugosci bokoéw tréjkata ABC. Wtedy:

BD=p—b BX = 2t¢

b
— DX =;=XD' = DD'=b = BD'=p

wiec D’ jest punktem stycznoéci okregu dopisanego z bokiem AB oraz JD' L
AB, co konczy dowdd.

6. Dany jest czworokat ABC D wpisany w okrag o srodku w J. Okrag « jest
styczny do boku BC w punkcie K oraz do przedtuzen bokéw AB,CD. Okrag
0 jest styczny do odcinka DA w punkcie L oraz do przedtuzen bokéw AB, CD.
Proste AB,CD tng si¢ w punkcie O. Udowodnié, ze jesli punkty O, K, L sa
wspoéliniowe, to srodek AD, J oraz srodek BC' sa wspélliniowe.

Rozwiazanie:

Zacznijmy od Lematu. Dany jest okrag wpisany o $rodku w I oraz okrag
dopisany styczny do odcinka BC' o érodku w I,. Okregi te sg styczne do boku
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BC odpowiednio w punktach X, Y. Jedli M jest érodkiem BC, wtedy M1 || AY
oraz M1, || AX.

Dowéd lematu: A jest $rodkiem jednokladnosci (I) ~ (I,) = AY prze-
chodzi przez X’ - punkt antypodyczny X wzgledem okregu (I). Skoro M jest
takze srodkiem XY, to M1 jest srodkowa w AXY X' — MI | YX' = AY.
Zatem M, || AX.

Wréémy do zadania. Niech M, N beda érodkami odpowiednio BC, AD. Bez
straty ogélnosci przyjmijmy, ze « jest okregiem dopisanym do AOBC and 3 jest
okregiem wpisanym w AOAD. Z poprzedniego lematu JM || OK i JN || OL
= J, M, N leza na lini réwnoleglej do OLK.

7. Niech S bedzie zbiorem zawierajacym n? -+ 1 liczb catkowitych dodatnich
takim, ze wéréd dowolnych n + 1 liczb istnieja dwie liczby a, b, ze alb lub b|a.
Pokazaé, ze istnieja aq, ..., a,+1 nalezace do S, ze a;la;+1 dlal <i<n

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze relacja podzielnosci jest dobrym porzadkiem. Z zalozenia
wiemy, ze nie istnieje antylancuch diugosci n + 1. Zalézmy nie wprost, ze nie
istnieje lancuch dlugosci n + 1. Wtedy z twierdzenia Dilworthe’a |S| < n =
n? < |S| sprzeczno$é, czyli istnieje taficuch dtugosci n + 1.

8. Niech S bedzie zbiorem odcinkéw na osi rzeczywistej takim, ze wsrod
dowolnych k + 1 odcinkéw istnieja dwa ktore majg punkt wspélny. Udowodnié,
ze na osi mozna wybra¢ k punktéw takich, ze dowolny odcinek z S zawiera
przynajmniej jeden z wybranych punktéw.

Rozwiazanie:

Niech Iy = [a,b]; 2 = [c,d] beda przykladowymi odcinkami. Na zbiorze
odcinkow rozwazmy relacje: 17 < Iy wtedy i tylko wtedy gdy b < ¢ lub I} =
I>. Latwo sprawdzié, ze jest to czeSciowy porzadek. Poza tym jesli dwa rézne
odcinki sa ze soba w relacji to sa one rozlaczne. Z zalozenia dostajemy, ze
nie istnieje antytancuch dtugosci k+1, wiec z twierdzenia Dilworthe’a mozemy
nasz zbiér podzielié na k lancuchéw. Niech S = {[a1,b1],..., [ak, br]} bedzie
takim jednym lancuchem oraz A = min(by, ..., br) Wtedy latwo sprawdzié, ze
wszystkie odcinki w S zawieraja A. Wybierajac takie A z kazdego tancucha
dostajemy szukany zbidr.

9. Danych jest 1001 prostokatéow majacych wartosci dlugosci bokéw lezace
w przedziale {1,...,1000}. Pokazaé, ze istnieja trzy prostokaty A, B,C, ze A
mozna wsadzi¢ w B i B w C (mozna obracaé i przyjmujemy, ze jesli prostokat
X jest taki sam jak Y to X mozna wsadzié w V).

Rozwigzanie:
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Bedziemy pisaé¢ x < y jesli prostokat x mozemy wsadzi¢ w y. Latwo zauwa-
zy¢, ze ta relacja definiuje nam cze$ciowy porzadek na zbiorze prostokatéw.
Zal6zmy, ze nie zachodzi teza. Czyli maksymalny lancuch ma diugo$é dwa. W
takim razie z twierdzenia Dilworthe’a istnieje antytancuch A dlugosci 501. Za-
uwazmy, ze jeSli w A istnieja dwa prostokaty ktore maja jeden z wymiaréw taki
sam, to jeden mozna wlozyé w drugi. Wiec wszystkie wymiary w naszym A sg
rézne. Poza tym majac dwa kwadraty, jeden mozemy zmiedci¢ w drugi. Wiec
liczby opisujace wymiary prostokatéw ze zbioru A jest 1001. Sprzecznosé.

S () -

10. Wykazaé, ze

Rozwigzanie:
Skorzystamy z uogdlnionego symbolu Newtona. Niech r bedzie liczba rze-
czywista, a n liczba catkowita nieujemna. Wtedy:

(r) _r(r= 1) (r—n+1)

n n!

Przy takiej definicji zachodzi wzér Newtona:

(a+b)" = i <:> z" "y

Dla |z| < 0,25 mamy:

o0

2

=0

<z <>><z ())

Teraz poréwnujac wspdlczynniki lewej i prawej strony jak by$my mieli do czy-
nienia z wielomianem, dostajemy dokladnie wzér z tezy.

11. Masarnia ma 77 dni na przygotowanie si¢ do konkursu jedzenia hot-
dogoéw na czas. Wiadomo, ze zjada on co najmniej jednego hot-doga dziennie
i wiadomo tez, ze w ciagu calego tego czau nie zjadl wiecej niz 132 hot-dogi.
Udowodni¢, ze istnieje seria dni podczas ktérej zjadl w sumie doktadnie 21
hot-dogoéw.
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Rozwiazanie:

Niech aj, bedzie liczbg hot-dogoéw jakie zjadt Masarnia w czasie k pierwszych
dni. Skoro kazdego dnia zjadl co najmniej jednego to cigg ten jest Scisle rosnacy.
7 drugiej strony ay7 < 132. Niech by = ar + 21. Wtedy b77 < 153. Skoro ciag
jest Scisle rosnacy to wszystkie a; sa rézne. Tak samo z b;. Teraz, oba te ciggi
maja wyrazy w przedziale [1,153], a wszystkich wyrazéw mamy lacznie 154.
Czyli istnieja dwa ktére sa réwne. Niech a,, = b,. Wtedy ilosé hot dogdéw jakie
zjadl Masarnia w dniach od (n+1)-ego do m-tego wlacznie wynosi a,, — a,, =
bn — ay, = 21 co daje teze.

12. Wykazaé, ze dla ustalonych a, b catkowitych dodatnich istnieje nieskon-
czenie wiele liczb naturalnych n, takich ze

nta® +b%"

Rozwigzanie:
Niech n bedzie liczba pierwsza p. Wtedy

2P 3P 3P op—1,9 _b3p _b
pla® +0° = -b" =, (a® )= =1=(—)=
p p

Jednak mozna udowodnié¢ nastepujacy
Lemat: Dla dowolnego m istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, ze

()

Dowdéd pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.
Wskazéwka: Rozpisa¢ m jako iloczyn liczb pierwszych i skorzystaé¢ z multipli-
katywnoéci symbolu Legendre’a oraz prawa wzajemnoéci reszt kwadratowych.

13. Udowodnié, ze istnieje nieskonczony ciag parami wzglednie pierwszych
liczb taki, ze zaden wyraz ciagu nie dzieli liczby postaci

2Mm 42" 41

dla m,n naturalnych.

Rozwiazanie:
Lemat:
NWD(2% —1,2° —1) = 2NWPlab) _q

Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie czytelnikowi. Wskazdéwka:Rozwazy¢ rzad
NWD wzgledem dwojki. Wezmy sobie liczby postaci 2P — 1 dla p > 3 bedacego
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liczba pierwsza. Z lematu widaé, ze sa one wszystkie wzglednie pierwsze. Poza
tym
2 —112Mm 42" 4 1= Fypep: 2P — 1129+ 20 41

gdzie istnienie wynika z tego, ze p|2¥ — 1 = p|2¥7P — 1, czyli mozemy sobie
”zjecha¢” z wyktadnikiem pod p. Teraz jesli jedna z liczb a, b jest mniejsza od
p—1to

20420 12T 2P P 1< 2P ]
W takim razie a = b = p — 1 wtedy 2P — 1|2P71 +2P=1 + 1 = 2P + 1 co jest
oczywiscie niemozliwe.
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