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Wstep

Oboz Przygotowawczy do Olimpiady Matematycznej organizowany przez
IIT LO w Tarnowie odby! si¢ w dniach 30 marca - 2 kwietnia w Jodléwce
Tuchowskiej, w Domu Weczaséw Dazieciecych. Kadre obozu stanowili: Dominik
Burek (student IV roku matematyki IMUJ), Maciej Gawron (doktorant IV
roku matematyki IMUJ).

W obozie uczestniczyto 20 uczniow z III LO w Tarnowie, V LO w Krakowie,
IT LO w Konskich, I LO w Piotrkowie Trybunalskim, Katolickiego Gimnazjum
im. Swietej Rodziny z Nazaretu w Krakowie oraz Gimnazjum nr 1 w Konskich.
Pelng liste uczestnikéw obozu zamieszczono ponizej.

W tych dniach odbyly sie zawody indywidualne a 1 kwietnia zostal rozegra-
ny mecz matematyczny. Regulamin meczu znajduje sie na koncu tej broszury.
Podczas zawodow indywidualnych uczestnicy mieli pie¢ godzin na rozwiaza-
nie trzech zadan. Szczegdélowe wyniki zawoddéw indywidualnych przedstawiaja
tabele na nastepnych stronach.

Niniejsza broszura zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiazaniami.

Kadra obozu
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Maciej Dziuba
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Pawel Wesolowski
Kamil Dtugosz
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Lublin
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Rozklad punktow

Zadanie | Liczba prac Liczba prac Liczba prac Liczba prac
na 6 punktéow | na 5 punktéw | na 2 punkty | na O punktéw
1. 17 3 4 8
2. 0 0 2 30
3. 1 0 0 31
4. 16 0 0 16
5. 4 0 6 22
6. 2 0 0 30
7. 31 0 0 0
8. 20 0 4 7
9. 0 0 0 31
10. 4 3 3 16
11. 8 0 0 18
12. 0 0 0 26




TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. Niech N > 2 bedzie liczba naturalna. W szachownicy N x N dwa prze-
ciwlegte narozne pola sa pomalowane na czarno, pozostate zas sa biate. Ruch
polega na zamianie na przeciwne koloréw pél w pewnym wierszu lub kolumnie.
Jaka jest minimalna liczba pdl, jakie trzeba dodatkowo (przed wykonywaniem
ruchéw) przemalowaé na czarno, aby po wykonaniu pewnej liczby ruchéw méc
otrzymaé cala czarna szachownice.

2. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x,y spelniona jest réwnosé

f@® +y® +ay) =22 f(2) + 2 f(y) + f(ay).

3. Dany jest trojkat ABC' i jego okrag opisany w o $rodku w punkcie O.
Proste styczne do w w punktach B i C przecinaja si¢ w punkcie X. Okrag
Q o érodku w punkcie X i promieniu X B przecina dwusieczng kata BAC w
punkcie M lezacym wewnatrz trojkata ABC. Proste OM i BC' przecinaja sie w
punkcie P, natomiast punkty E i F' to rzuty prostokatne punktu M na proste
odpowiednio CA i AB. Pokazaé, ze proste PE i F'P sa prostopadte.

4. W tréjkacie ABC punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC,
przy czym DE || BC. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ADE a punkty F i G
sa punktami przeciecia prostej DE z prostymi odpowiednio BP i C'P. Punkt
Q@ # P jest punktem wspdlnym okregéw opisanych na tréjkatach PDG i PFE.
Pokazaé, ze punkty A, P i Q sa wspoélliniowe.

5. Dla liczby catkowitej x, niech v(x) oznacza najwiekszy nieparzysty dziel-
nik z. Dane sa wzglednie pierwsze liczby caltkowite dodatnie a i b takie, ze
a+v(b+1)ib+rv(a+1) sa potegami dwdjki. Pokazaé, ze a +11b+ 1 sa
potegami dwojki.

6. Alicja i Bob na zmiane pisza na tablicy liczby naturalne wieksze od jeden.
Przy czym zabronione jest pisanie liczb, ktére sa kombinacjami liniowymi o
wspoélezynnikach catkowitych nieujemnych liczb zapisanych juz na tablicy (tzn.
liczb postaci kyxy + koxo + ... + kpxy, gdzie kq, ko, . . ., ky to liczby catkowite
nieujemne, zas 1, T, . . . , &n to liczby zapisane do tej pory na tablicy). Zaczyna



Alicja. Jezeli gracz nie moze wykonaé ruchu to przegrywa. Rozstrzygnaé, ktéry
z graczy ma strategie wygrywajaca.

7. Dane sa liczby catkowite dodatnie a, b i c. Pokazaé, ze co najmniej jedna
z liczb a2 +b+c¢, b> +c+aic® + a+ b nie jest kwadratem liczby catkowitej.

8. Dowolnemu punktowi X w przestrzeni, przypisujemy liczbe rzeczywista
f(X) # 0 w taki sposéb, ze dla dowolnego czworoscianu ABCD i jego srodka
sfery wpisanej I zachodzi réwnosé

Pokazaé, ze f(X) =1 dla dowolnego punktu X.

9. Pokazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b i ¢ zachodzi
nieré6wnoéc

a®b I a’be b2ca c2ab

bic a
Gatt)r T @orar T Gera)® 2 Batvrar T @oreta)® T @otath)®

10. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n takie, ze istnieje nie-
skonczenie wiele liczb k > 1 dla ktérych liczba 1+ k+ k% + ...+ k™ dzieli liczbe
T+ kY + k2

11. W tréjkacie ABC okrag wpisany o srodku w punkcie I jest styczny
do bokéw AC' i AB w punktach odpowiednio E i F. Punkty M, N i K sa
$rodkami bokéw odpowiednio BC, C'A i AB. Prosta EF przecina proste MN i
MK w punktach odpowiednio U i V. Punkt X jest srodkiem tuku BAC okregu
opisanego na trojkacie ABC. Pokazaé, ze prosta X I potowi odcinek UV.

12. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz taki rosnacy ciag liczb catkowitych
1

1 1
dodatnich ag,aq,...,a,, ze liczby —, —, ..., — tworza ciag arytmetyczny.

apg aq Qp,
2017)"

dnié. 3 S
Udowodnié, ze ag (2016



Zadania trudniejsze

1. W trojkacie ABC okregi v i I' oznaczaja odpowiednio okrag wpisany
i opisany. Niech Q bedzie okregiem stycznym do poéiprostych AB i AC oraz
zewnetrznie stycznym do I' w punkcie A’. Styczne do v poprowadzone z punktu
A’ przecinaja I' w punktach B’ i C'. Punkt X jest punktem stycznosci cigciwy
B'C’ z . Pokazaé, ze okrag opisany na tréjkacie BXC' jest styczny do 7.

2. Dany jest wielomian W(z) = ag + a1z + ... + ap,z™ o wspdlczynnikach
rzeczywistych, o tej wlasnosci, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x
zachodzi nieréwnos¢ W(z) > 0. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych dodatnich ¢, d spelniona jest nieréwnosé

ag+ai(c+d)+az(c+d)(c+2d)+...+an(c+d)(c+2d) - (c+nd) > 0.

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby pierwsze p oraz liczby naturalne n,
ze liczby (k+ 1) — 2k™ dla k = 0,1,2,...,p — 1 daja parami rézne reszty z
dzielenia przez p.

4. Dany jest skonczony graf G. Dla liczby catkowitej n > 2 oznaczamy
przez A, liczbe takich n-elementowych podzbioréw wierzchotkéw, ze kazde dwa
wierzchotki w podzbiorze sa potaczone krawedzia. Wykazaé, ze

n!

ATl > An
(n+1)" n n+1



Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Niech N > 2 bedzie liczba naturalna. W szachownicy N x N dwa prze-
ciwlegle narozne pola sa pomalowane na czarno, pozostate za$ sa biate. Ruch
polega na zamianie na przeciwne koloréw pdél w pewnym wierszu lub kolumnie.
Jaka jest minimalna liczba pdl, jakie trzeba dodatkowo (przed wykonywaniem
ruch6éw) przemalowaé na czarno, aby po wykonaniu pewnej liczby ruchéw méoc
otrzymac cala czarna szachownice.

Rozwigzanie:

Wystarczy przemalowaé 2(IN — 2) pola, np. wszystkie pola poza naroznymi
w pierwszym wierszu i ostatniej kolumnie. Wowczas wystarczy wykonaé ruch
na pierwszym wierszu i kazdej kolumnie poza ostatnia.

Udowodnimy, ze jest to optymalna liczba pél, ktore trzeba przemalowacé.
Poniewaz, zastosowanie tego samego ruchu wiecej niz dwukrotnie nie powo-
duje zmiany szachownicy, mozemy przyjaé, ze kazdy ruch wykonywany jest
co najwyzej raz. Ponadto, jezeli ruch wykonywany na pierwszym wierszu, to
musi by¢ tez wykonany na pierwszej kolumnie, oraz jezeli jest wykonywany
na ostatnim wierszu, to musi by¢ tez wykonany na ostatniej kolumnie. Niech
ruch bedzie wykonywany na a wierszach, ktore nie sg brzegowe, i b kolumnach,
ktére nie sa brzegowe. Oznaczmy m = N — 2. Po wykonaniu ruchéw kolor
a-b+ (m—a)-(m—1>) pdl, ktére nie sa brzegowe si¢ nie zmienit. Oznacza to,
ze musialy by¢ one przemalowane na poczatku. Dodatkowo na brzegu, mamy
cztery mozliwosci ruchéw, ktére daja nam: 2(m—b)+2(m—a)+2 (brak ruchéw
na brzegu), b+ (m —b) +a+ (m —a) = 2m (dwa ruchy na brzegu), 2(a+b) + 2
(cztery ruchy na brzegu) pél do przemalowania

Wykazemy, ze f(a,b) = ab+ (m —a)(m —b)+2(a+b) +2 > 2m. Poniewaz
f(a,b) jest funkcja liniowa ze Wzgl@du na a inab, to

f(a,b) > min{f(0,0), f(m,m), f(m,0), f(0,m)} =
= min{m? + 2,m? +2m + 2,2m + 2,2m + 2} > 2m

Analogicznie pokazujemy, ze
ab+ (m —a)(m —b) +2((m — a) + (m — b)) +2 > 2m.

Oznacza to, ze w kazdym przypadku musimy przemalowaé co najmniej 2m = 2(N — 2)
pol. O



2. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x,y spelniona jest rownosé

f@® +y° +ay) =22 f(2) + v f(y) + f(ay).

Rozwiazanie:

Podstawiajac do wyjsciowego réwnania dostajemy f(1) =

f(1)4+04 £(0) czyli f(0) = 0. Podstawiajac dostajemy f(z3) = 2% f(x).
Podstawiajac do wyjsciowego réwnania dostajemy
f(=a®) = a?f(x) + 2 f(~a) + f(-2?)

stad f(xz) = —f(—=x), czyli funkcja f jest nieparzysta.
Podstawiamy do wyjsciowego réwnania ‘ T — X,y — —Y ‘ i otrzymujemy

f(@® —y® —ay) = 2*f(x) — > f(y) — f(ay).

Dodajac te réwnosé¢ do z wyjsciowego réwnania dostajemy

f@® =y —ay) + f(@® +y° + ay) = 227 f(2) = 2f (7).

Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b znajdziemy takie x,y, ze
23 —y3 — zy = a oraz 2% + y> + xy = b. Istotnie, wystarczy wziaé¢ z = { “T'H’

za$ y wyznaczy¢ z rOwnania b_Ta = y3 + 2y. Oznacza to, ze dla dowolnych liczb

rzeczywistych a, b zachodzi réwnoéé f(a) + f(b) = 2f(2F2). W szczegdlnosci

a+b
2

Czyli funkcja jest addytywna. Podstawiajac w réwnosci f(x3) =

22 f(x) dostajemy

F(0) + fla+b) = 2f( ) = f(a) + f(b).

fl+1)%) = (x+1)*f(z+ 1),
czyli

F@®) +3f(a?) +3f(2) + f(1) = (2® + 22+ 1)(f(2) + f(1)).
Podobnie dla dostajemy

f@®) =3f(2®) +3f(x) — f(1) = (2 — 2z + 1)(f(2) — f(1)).
Dodajemy powyzsze réwnoéci stronami i otrzymujemy

2f(x3) + 6f(z) = 2(2® + 1) f(z) + 4z f(1).



Poniewaz f(23) = 22 f(z), to powyzsza réwnoéé jest rownowazna f(x) = 2 f(1).
Bez trudu sprawdzamy, ze funkcje tej postaci spelniaja nasza réwnosc. O

3. Dany jest trojkat ABC i jego okrag opisany w o $rodku w punkcie O.
Proste styczne do w w punktach B i C przecinaja sie w punkcie X. Okrag
Q o érodku w punkcie X i promieniu X B przecina dwusieczna kata BAC w
punkcie M lezacym wewnatrz trojkata ABC. Proste OM 1 BC' przecinaja sie w
punkcie P, natomiast punkty E i F' to rzuty prostokatne punktu M na proste
odpowiednio CA i AB. Pokazaé, ze proste PE i F'P sg prostopadte.

Rozwiazanie:

Niech S # B bedzie punktem wspélnym Q i AB. Wéwczas S BSC = 90° —
YA, wiec CS L CA, zatem CS || ME. Oznacza to, ze $MCS = SCME, wiec
trojkaty MBE i CMF sa podobne. Wobec tego

MB MF BF
MC CE ME’

stad
MB\? MF BF _BF
MC) CE ME CE’
7 drugiej strony prosta OM jest symediang w tréjkacie M BC', wiec znany

jest fakt, ze
PB _ (MBY*
pc  \MC)

Na podstawie powyzszych réwnosci dostajemy, ze

PB EC FA PB EC

PC EA FB  PC FB
wiec na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy pokazaliSmy, ze
proste AP, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Niech prosta AM przecina proste PE, FP i EF w punktach odpowiednio

K, @Q i N. Poniewaz proste AP, BE i CF sa wspO6lpekowe, to pek prostych
K(E, A, F, B) jest harmoniczny. Jednakze prosta K A przechodzi przez srodek
odcinka E'F, wigc proste BK i EF sa réwnolegle (wprost z definicji czwérki
harmonicznej). Wobec tego na czworokacie BK MF mozna opisaé okrag. W
szczegblnoéci $MBA = {NKF = ¥NKE. Analogicznie dowodzimy, ze na
czworokgcie C EM () mozna opisaé¢ okrag, stad IMCE = SMQE = ¥MQF.
Jednakze INKE + I<NEK = 90° oraz SMBF + <MCE = 90°, wiec

INEK = 4EQK = 4PQK.
Oznacza to, ze na czworokacie ENP(Q mozna opisaé okrag, wiec SQPE =
JQNE = 90° — co dowodzi prostopadloéé prostych PE i FP. O
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4. W tréjkacie ABC punkty D i F leza odpowiednio na bokach AB i AC,
przy czym DE || BC. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ADE a punkty F'i G
sa punktami przeciecia prostej DE z prostymi odpowiednio BP i C'P. Punkt
Q@ # P jest punktem wspélnym okregéw opisanych na tréjkatach PDG i PFE.
Pokazaé, ze punkty A, P i Q sa wspdétliniowe.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez wi,ws okregi opisane na tréjkatach odpowiednio PDG i
PFE. Niech wy N AB = {D, M} oraz ws N AC = {N, E}. Wystarczy pokazaé,
ze punkt A lezy na osi potegowej okregdéw wy i we, co jest rGwnowazne réwnosci
AM - AD = AN - AFE lub cyklicznoéci czworokata MDNE.

Zauwazmy, ze

JABC = 4ADG = 4180° — <BDG = 180° — <M PC,

wiec na czworokacie BM PC mozna opisaé okrag. Analogiczne rozumowanie
pokazuje, ze na czworokacie BPNC mozna opisa¢ okrag. Zatem punkty B, M,
P, N i C leza na okregu. Wobec tego

JYANM = SABC = $ADE,

wiec punkty M, D, N i F leza na jednym okregu — co dowodzi tezy zadania.
O

5. Dla liczby catkowitej x, niech v(x) oznacza najwiekszy nieparzysty dziel-
nik z. Dane sa wzglednie pierwsze liczby calkowite dodatnie a i b takie, ze
a+vb+1)ib+v(a+1) sa potegami dwdjki. Pokazaé, ze a + 11 b+ 1 sa
potegami dwojki.

Rozwiazanie:

Ustalmy liczby calkowite dodatnie k,l. Rozwazmy ciagi (an)nen, (bn)nen
zdefiniowane wzorami

2n(k+l) -1

2n(k+l) -1
an = =

(28 -1), b, = (2" —1).

2k 1 2k 1

Udowodnimy, ze jezeli a,b sa takimi liczbami catkowitymi, ze a + v(b+ 1) i
b+ v(a+ 1) sa potegami dwojki oraz 2F || a +1,2! || b+ 1 to a = as i b = by
dla pewnego s.

Przypusémy, ze nie jest to prawda i wybierzmy taka pare a, b, ktérej nie ma
w ciggu o minimalnej sumie. Zapiszmy a = 2¥c¢ — 1,b = 2!'d — 1. Mamy

erd—1=2", 2ld4+c—1=2",

dla pewnych m,n catkowitych dodatnich. Zauwazmy, ze jezeli ¢ = 1 to z
drugiego réwnania wynika, ze d = 1. Wtedy a = a1,b = b;. Analogicznie
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d =1 = ¢ = 1. Mozemy zatem przyja¢ c¢,d > 1. Poniewaz c,d > 1, to
2kc+d—1 > 2% i m > k. Oznacza to, ze 2" | d — 1 = 2¥b oraz analo-
gicznie 2! | ¢ — 1 = 2!a’, dla pewnych nieparzystych liczb a’,V’. Podstawiajac
do powyzszych rownan dostajemy

ola +14+0 =2mF  okyY 4144 =270,

Stad 2! || b + 1 oraz 2 || o’ + 1. Wydzielajac po raz kolejny przez 2F i 2!

dostajemy

1 + bl m—k—I / 1+ a/
o =2 oV

Przy czym wiadomo, ze v(1+b') = 1;—}’/ oraz v(1+a') = 1;—;’/ Czyli (a/,b') =

(“gi:ﬁk , b'g,ﬁ?l) spelnia nasze zalozenia oraz a’ + b < a + b. Wynika stad, ze

a' = as, b = bs. Latwo widzimy, ze stad a = as11,b = bsy1.

Pozostaje zauwazy¢, ze poniewaz a + v(b+ 1) jest parzyste, to a jest liczba
nieparzysta 1 rzeczywiscie mozemy zalozyé, ze k > 1 (analogicznie | > 1).
Oczywiscie dla n > 2 liczby a,, i b, nie sa wzglednie pierwsze. Stad a = a; =
2k —1,b =10, = 2! — 1, co nalezalo udowodnié. O

a/ _|_ — 2n—l—k.

6. Alicja i Bob na zmiang pisza na tablicy liczby naturalne wieksze od jeden.
Przy czym zabronione jest pisanie liczb, ktére sa kombinacjami liniowymi o
wspOlcezynnikach catkowitych nieujemnych liczb zapisanych juz na tablicy (tzn.
liczb postaci k1xq + koo + ... + knxy, gdzie ki, ko, ..., k, to liczby calkowite
nieujemne, za$ 1, T, . . . , n to liczby zapisane do tej pory na tablicy). Zaczyna
Alicja. Jezeli gracz nie moze wykonaé ruchu to przegrywa. Rozstrzygnaé, ktory
z graczy ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie:

Zaczniemy od udowodnienia znanego lematu:

Lemat. Niech a,b > 1 bedg wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi. Ozna-
czamy L(a,b) = {ax + by | z,y € No}, wowczas

e liczha N = ab—a—b ¢ L(a,b) oraz N jest najwickszq liczbg o tej wla-
snosct,

o dla z < N mamy z € L(a,b) <= N —z ¢ L(a,b).

Dowdd. Gdyby ab—a—b=ax+by, tob | a(z+1) czyliz =b—1 (mod b).
Oczywiscie musi by¢ x > 0, wiec x > b— 1. Jednak woéwczas ax +by > ab—a >
ab—a—b.

Niech M > N. Zalézmy ponadto, ze a > b. Wybierzmy taka liczbe = €
{0,1,...,b—1}, Ze spelniona jest kongruencja ax = M (mod b). Jezeli M > ax,
to M = ax + by dla pewnego y > 0. W przeciwnym razie ab—a—b < M < ax,
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gdyby < b—2, to ab—a—b < ab—2a — sprzecznos$¢. Oznacza to, ze x = b—1,
czyli = —a (mod b). Poniewaz N = —a (mod b), to dla pewnego k > 1
zachodzi réwnos¢ M = N+kb=ab—a+(k—1)b=a(b—1)+b(k—1) € L(a,b).

Poniewaz N ¢ L(a,b), to do L(a, b) nie moga jednoczesnie naleze¢ z i N —z,
gdyz zbiér L(a,b) jest zamkniety ze wzgledu na sume. Niech teraz z € L(a,b),
wybierzmy x € {0,1,...,b — 1} tak, aby spelniona byla kongruencja ax = 2
(mod b). Poniewaz z € L(a,b), to z < ax i dla pewnego y > 1 spelniona jest
réwnosé ax — by = z. Mamy

N—-z=ab—a—-b—ar+by=(b—-—z—1)a+ (y—1)be€ L(a,b).
O

Udowodnimy, ze Alicja ma strategie wygrywajaca. Alicja w pierwszym ru-
chu pisze liczbe pierwsza a > 5. Bob jest zmuszony napisaé, pewna liczbe b,
ktora jest wzglednie pierwsza z a. Pozostaje, wiec tylko skonczenie wiele liczb,
ktére nie sg zabronione. Oznacza to, ze gra zakonczy sie zwyciestwem ktoregos
Z graczy.

Jezeli po napisaniu w drugim ruchu N = ab — a — b Alicja ma strategie
wygrywajaca, to teza jest spelniona. Przypu$émy, ze to Bob ma strategie wy-
grywajaca w sytuacji, w ktérej na tablicy znajduja sie liczby a, b, N i zgodnie z
ta strategia nalezy napisac liczbe ¢ w drugim ruchu. Pokazemy, ze gdyby Alicja
podkradla strategie Boba i w drugim ruchu zagrala c, a nastepnie kontynuowa-
ta zgodnie ze strategia Boba, to wygralaby. W tym celu wystarczy zauwazyc¢,
ze gdy zapisane sg liczby a, b, ¢ to nie mozna juz zapisa¢ N. Poniewaz ¢ mozna
bylo napisaé, to ¢ ¢ L(a,b), wiec z lematu N — ¢ € L(a,b). Oznacza to, ze
N = (N — ¢) + ¢ jest kombinacja liniowa liczb a, b, c. O

7. Dane sa liczby catkowite dodatnie a, b i c. Pokazaé, ze co najmniej jedna
z liczb a2 +b+c, b> +c+a i c® + a + b nie jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwiazanie:

Zalézmy, ze liczby a2 + b+ ¢, b> +c+a i ¢ + a + b sa kwadratami liczb
catkowitych. Poniewaz a?+b+c > a2, to a®>+b+c > (a+1)?, wiec b+c > 2a+1.
Analogicznie dostajemy dwie pozostale nieréwnosci c+a > 2b+11ia+b > 2¢c+1.
Dodajac je stronami otrzymujemy

2@+b+c)>2a+b+c)+3<=02>3,

sprzecznodé. O

8. Dowolnemu punktowi X w przestrzeni, przypisujemy liczbe rzeczywista
f(X) # 0 w taki sposéb, ze dla dowolnego czworoscianu ABCD i jego srodka
sfery wpisanej I zachodzi réwnosé

fI) = A F(B)F(C)f(D).
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Pokazaé, ze f(X) =1 dla dowolnego punktu X.

Rozwigzanie:

Ustalmy dowolny punkt P w przestrzeni i czworoécian foremny ABC D, kt6-
rego $rodkiem jest punkt P. Niech A’, B’, C’, D’ beda $rodkami sfer wpisanych
w czworosciany BCDP, CDAP, DABP i ABCP odpowiednio. Zauwazmy, Ze
P jest réwniez $rodkiem czworos$cianu A’B'C’'D’. 7 warunkéw zadania dosta-
Jenty

f(P) = f(AF(B)F(C)f(D) oraz  f(A") = f(P)f(B)f(C)f(D). (1)
Zatem f(A)f(A’) = f(P)?. Analogicznie dostajemy réwnosci

FAFA) = f(B)f(B') = f(C)f(C") = f(D)F(D') = f(P)*. (2)
Mnozac réwnosci z i wykorzystujac oraz réwnosé
f(P) = f(ANf(B) F(C) (D)

otrzymujemy zaleznosé f(P)? = f(P)® z ktérej wynika, ze f(P) € {—1,1} dla
dowolnego punktu P.

Zalézmy, ze dla pewnego punktu P zachodzi f(P) = —1. Poniewaz | f(A)| =
lf(B)| = |f(C)| = |f(D)| =1, to bez szkody mozemy zalozy¢, ze f(A) = —1
i f(B) = J(C) = /(D) = 1 (praypadek w ktérym f(B) = f(C) = /(D) = —1
oraz f(A) =1 jest analogiczny).

Niech Ay, By, C1 i D beda obrazami punktéw A, B, C i D w syme-
trii wzgledem ptaszczyzn BCD, CDA, DAB, ABC odpowiednio. Oznaczmy
przez As, Bs, Co 1 Dy $rodki czworoscianéw odpowiednio A1 BCD, AB1CD,
ABC1D i ABCD;. Punkt P jest réwniez srodkiem czworoécianéw A; B1Ch1 D,
i As BoCy D4y. Korzystajac ponownie ze wzoru danego w tresci z zadania dosta-
jemy

F(ADF(B)F(C) (D) = f(As) = F(As) = f(Ay)

oraz analogicznie f(Bg) = —f(B1), f(C2) = —f(C1) i f(D2) = —f(D;). Wobec
tego

f(P) = f(A2)f(B2)f(C2) f(D2) = —f(A) f(B1)f(C1) f(D1) = = f(P),

stad f(P) = 0 — sprzecznosé. O
Rozwigzanie:
Korzystajac z oznaczen ze sposobu pierwszego mamy
f(Az) = (A1) f(B)f(C) f(D)
f(B2) = f(A)f(B1)f(C)f(D)
f(C2) = fA)F(B)f(C1) f(D)
f(D2) = f(A)F(B)F(C)f(Dy),
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ktére po wymnozeniu daja f(P) = f(P)* gdyz A1B101Dy, A3ByCyDy i
ABCD maja wspélny srodek P, wigc f(P) = 1. O

9. Pokazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b i ¢ zachodzi
nieréwnoéé

a®be b2ca c“ab
(Sa—l—b)’f + (3b+c)7f + (30—|—a)7‘ Z Gatbhtar T Bhtetra)r T @orath)T

Rozwiazanie:
Korzystajac z nieréwnosci miedzy Srednia arytmetyczna a geometryczng
dostajemy

a®b N c*ab S 9 a3b c2ab B
(Ba+b)™ " (2c4+a+b)7T Ba+b)™ (2c+a+b)™
2a2be 2a2bc B 2a2bc

= U > T Tr'
(VBath@erath) (Cotbrgeresn)’  Qatbo)

Analogicznie uzyskujemy pozostale dwie nieréwnosci

b3c a?be 2b%ca

>
(3b+a)™ + 2a+b+c)™ = (2b+cH+a)”

Aa n b%ca S 2c2ab
(Be+a)™  (2b+c+a)™  (2c+a+b)T

Dodajac otrzymane trzy nieréwnoéci stronami dostajemy teze. O

Rozwigzanie:
Przypomnijmy, ze funkcja gamma dana wzorem

+oo
[(z) = / t* et dt
0

rozszerza pojecie silni na zbiér liczb rzeczywistych tzn. T'(z + 1) = 2T'(z) dla
dowolnej liczby rzeczywistej x oraz, ze I'(x) > 0 dla z > 0.
Calkujac przez podstawianie mozna uzyskaé¢ wzor

1 1 /Oo 1 —At
= [ pleAtyy
Ar - T'(p) Jo

dla dowolnych A,p > 0.
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Wstawiajac m pod p oraz kolejne mianowniki pod A dostajemy
a’b n b3c n Aa B a’be _ b2ca B c2ab B
(Ba+b)™ (Bb+c)™ (Bc+a)™ (Qa+b+c)™ (2b+c+a)™ (2c+a+b)™
1

_ /OO tﬂfl(a3b67(3a+b)t + b3067(3b+c)t + C3aef(30+a)t_
L'(7) Jo

— a?bee

—(2a+b+c)t b2 —(2b+c+a)t —(20+a+b)t) dt.

cae — *abe
Pozostaje pokazaé, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia. Jednak z nieréwnosci

miedzy Srednimi

a3be—(Batb)t + 2qbe—(2ctatb)t > 902bee—(2a+b+ort

Sumujac trzy analogiczne nieréwnoéci dostajemy teze. O

10. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n takie, ze istnieje nie-
skonczenie wiele liczb k > 1 dla ktérych liczba 1+ k+ k2 + ...+ k™ dzieli liczbe
T+ kY + k2 4k

Rozwiazanie:

Drzielimy wielomian W (x) = 1+ z'' + 2% + ...+ 2™ 7z reszta przez P(z) =
l+x+22+...+2" i otrzymujemy: W (x) = Q(x)P(x)+ R(x), gdzie deg R < n.
Poniewaz R(k) | P(k) dla nieskonczenie wielu k oraz dla dostatecznie duzych
k zachodzi nieréwnos¢ —P(k) < R(k) < P(k), to R(x) ma nieskonczenie wiele
pierwiastkow. Stad R = 0.

Udowodnijmy, ze wielomian Z?:o 2% jest podzielny przez 1+x+z2+.. 42"
wtedy i tylko wtedy, gdy liczby ze zbioru ag, a1, . .., a, daja parami rozne reszty
z dzielenia przez n+ 1. Niech r; oznacza reszte z dzielenia a; przez n+1. Wtedy
l+z+a?+...+a" | 2" —1| 2% — 2", Oznacza to, ze

Zw‘“ EZ:U” (mod 1+ + 2% + ... +2").
=0 =0

n

Poniewaz deg(} ., z") < n, to musi by¢ Y" jz" = c¢(1+z+ ... +a").
Wstawiajac x = 1 dostajemy, ze ¢ = 1. Stad Z?:o i =14+ ...+2"1
liczby r; sa parami rézne.

Stosujac uzyskany fakt, dostajemy, ze liczby 0,1!,2! ... n! muszg dawaé
parami rézne reszty z dzielenia przez n+ 1. Jezeli n+1 > 4 jest liczba zlozona,
to dla pewnego I < n mamy n + 1| !, czyli liczby w powyzszym ciagu nie sa
parami rézne. Jezeli n+1 = p > 2 jest liczba pierwsza, to z twierdzenia Wilsona
(p—1)! = -1 (mod p), stad (p —2)! =1 (mod p). Dostajemy, ze p —2 = 1,
czyli p = 3.
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Dla n = 3 mamy 2! = 3! (mod 4). Ostatecznie teza jest spelniona dlan =1
in=2. O

11. W tréjkacie ABC okrag wpisany o $rodku w punkcie I jest styczny
do bokéw AC i AB w punktach odpowiednio E i F. Punkty M, N i K sa
srodkami bokéw odpowiednio BC, CA i AB. Prosta E'F' przecina proste MN i
M K w punktach odpowiednio U i V. Punkt X jest érodkiem tuku BAC okregu
opisanego na tréjkacie ABC. Pokazaé, ze prosta X I potowi odcinek UV.

Rozwigzanie:
Rozpoczniemy od pokazania nastepujacego lematu

Lemat. Przy powyiszych zalozeniach SBUC = 90° oraz punkty B, I, U sq
wspétliniowe.

Dowdd. Niech prosta BI przecina prosta EF w punkcie U’. Mamy
1
SCIU' = 180° — < BIC = 180° — (90° + §<IBAC’) = JCEU’,

wiec punkty I, E, U’ i C lezg na jednym okregu, stad SBU'C = SIEC = 90°.
Wobec tego MU' = MC = MB, wiec SCMU’ = 294CBU’ = <CBA. Zatem
AB || MU', stad U =U". O

Na podstawie lematu widzimy, ze punkty B, V, U i C leza na okregu o
srodku w punkcie M. Zauwazmy, ze prosta BX (1 CX) jest styczna do okregu
opisanego na tréjkacie BIC. Istotnie:

1 1
JCBX =90° — 5<)uBAO = 180° — <90° + 2<IBAO> = 180° — < BIC.

Wobec tego prosta X1 jest symediana w tréjkacie BIC tzn. proste X1 i IM
sa izogonalne wzgledem kata BIC. Zatem S MIC = SUIX. Jednakze tréjkaty
UIV oraz BIC sa podobne, wigc XI potowi UV — co byto do pokazania. [

12. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz taki rosnacy ciag liczb catkowitych
dodatnich ag,a1,...,a,, ze liczbhy —, —, ..., — tworza ciag arytmetyczny.

ap ai (279}
2017)"

dowodnié. 3 S (292
Udowodni¢, ze ag (2016

Rozwiazanie:

1 . .
Oznaczmy x; = — oraz d = x;41 — x;. Pokazemy, ze
i

k 17k
§ :(—l)k_l <k>al — L > 1
l ToxXy1...Tk

=0
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Stosujemy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 0 teza jest oczywista. Z zalozenia

indukcyjnego dla ciagéw (ag, a1, ...,ax) oraz (ai,as,...,ax+1) dostajemy, ze
k+1 k k
k+1 k k+1
k11 _ 1Ykl _ 1Ykl _
> (=1 ( l )az— (Z( 1) <l>az> (Z( 1) ( ] >az+1> =
1=0 1=0 1=0
B kld* kld* B kl\d* (zp41 — 0) _(k+ 1)lgk+t
oy ... Tk T1T2 ... Tk+1 Ty .. TpTr+1 ToT1 ...:L'k_._l.
14k
Poniewaz liczcba ————— jest dodatnia, oraz (co wynika z powyzszej réw-
oy ...Tk
kld*
nosci) catkowita, to ——— > 1
Tox1 Tk

Zauwazmy, ze

7 nieréwnosci

o — Tn—-1

Tp—1 > Tp—1 — Tp =
n—1

wynika, ze nx,_1 > g, czyli nag > a,—1. Mamy stad
nag > an_1+1> a9+ 2" 1,

. n—1 . . ’ . . . .
czyli ag > 2—. Pozostaje zauwazy¢, ze uzyskane ograniczenie jest lepsze od
n—1 ’

. . - s ., o1 2017\ - cs s
zqdagego w zadaniu. Dla n = 2,3, 4 nieréwnos¢ =— > (m) jest oczywiscie
spelniona. Dla n > 5 mamy

4 1 2 1 "
om— 1= (M) < ( 007 (1 007 ’
n\2 2/ \ 1008 1008

2t 2, 1008 /2016 ”> 2017\"
n—1 2(n-1)" " 2015% \ 2015 2016 )
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Zadania trudniejsze

1. W trojkacie ABC okregi v i I' oznaczaja odpowiednio okrag wpisany
i opisany. Niech Q bedzie okregiem stycznym do poéiprostych AB i AC oraz
zewnetrznie stycznym do I' w punkcie A’. Styczne do v poprowadzone z punktu
A’ przecinaja I' w punktach B’ i C’. Punkt X jest punktem styczno$ci cigciwy
B'C’ z . Pokazaé, ze okrag opisany na tréjkacie BXC' jest styczny do 7.

Rozwigzanie:

Na poczatku zauwazmy, ze styczno$é prostej B'C’ i okregu 7 jest konse-
kwencja twierdzenia Ponceleta.

Lemat. Jesli D jest punktem stycznosciy z BC, to $DAB = S A'AC.

Dowdéd. Rozpatrzmy zlozenie inwersji o $rodku w punkcie A i promieniu
VAB - AC z obrazem wzgledem dwusiecznej kata BAC. Wéwcezas oznacza-
jac przez [F] obraz figury F w tym przeksztalceniu zauwazamy, ze [B]' = B,
[C] = C, [BCY =T oraz [y]' = Q. Wobec tego [D] = A’, wiec w szczegdlnodci
IDAB = JA'AC. O

Uwaga. Powyzszy lemat mozna uzasadnié nastepujgco: Punkty A i A’ to $rod-
ki jednokladnosci zewnetrznej i wewnetrznej par odpowiednio okregéw (v, )
i (T,Q), wiec z twierdzenia Monge’a prosta AA’ zawiera Srodek jednokladno-
$ci wewnetrznej okregow v i ', ktory jest punktem izogonalnie sprzezonym do
punktu Gergonna lezgcego na prostej AD.

Lemat. Dane sq tréjkgty ABC i A’B'C’, ktére majq wspdlne okregi: wpisany
~v(I,7) i opisany T'(O, R). Niech punkty D, E, F, D', E', F' bedq punktami
stycznodci v z bokami odpowiednio BC, CA, AB, B'C', C'A’, A'B’. Wéwczas
prosta przechodzgca przez $rodki odcinkéw EF i E'F’ jest réwnolegla do prostej
DD'.

Dowdd. Bez szkody zalézmy, ze punkty A’, B’ i C’ leza na mniejszych tukach
CA, AB i BC odpowiednio. Niech P = BCNB'C', Q = ABNB'C', R =
ABNA'B"iS=ACNAB’. Niech X bedzie érodkiem odcinka EF. Wowczas

1
IX-TA= -r-sin§<)zBAO:r2,

T
sin %iB AC
wiec obrazem punktu X w inwersji wzgledem ~ jest punkt A. Wobec tego
inwersja ta przeksztalca prosta laczaca $rodki odcinkéw EF i E'F’ na okrag
opisany na tréjkacie AIA’. Zatem wystarczy pokazaé, ze PI przechodzi przez
srodek okregu opisanego O’ na tréjkacie AIA’, gdyz DD’ L PI.



Niech L = BC'n AI. Mamy
IPIL =180° — SAIP = 180° — (XQIP + $RIQ + SAIR) =

1 1 1
= 180° — <90° — 5IPBQ+90° — SJQB'R + 2<1ASR) =

1
5 (3PBQ+ SQB'R — JAA'S — $SAA) =
— L3C'BA- 13ASB = 00° - 3441 = 3014

wiec punkty O, I, P sg wspéliniowe. O
Przeformulujmy tre$¢ zadania nastepujaco:

Przeformulowanie. Zdefiniujmy punkt X jako punkt stycznosci okregu prze-
chodzqcego przez punkty B i C' z ~y. Styczna w punkcie X do v przecina I' w
punktach B’ i C'. Z twierdzenie Ponceleta styczne w punktach B’ i C' do ~
przecinajq sie w punkcie A’ na T. Jesli D jest punktem stycznodci v z BC, to
nalezy pokazaé, e {DAB = S A'AC.

Niech punkty F, F, D', E’, F' beda punktami stycznosci v z bokami C A,
AB, B'C’, C'A’', A’ B’ odpowiednio (przyjmujemy, ze B’ lezy na krétszym tuku
AC).Niech Ty = EFNBC,T{ = E'F'NB'C’, P = BCNB'C'iT = EFNE'F’.

Prosta AA’ jest biegunowg punktu 7" wzgledem v, wiec TI 1 AA’. Podobnie
dostajemy Th1 1 AD. Zatem ¥DAB = JA'AC <= JIAA’ = {DAI +—
TI =1T11.

Poniewaz (T}, B, D,C) = 1i PB- PC = PD?, to latwo zauwazy¢, ze P jest
srodkiem odcinka 77 D. Analogicznie dostajemy, ze P jest srodkiem odcinka
T{ D', wiec czworokat DD'T{T} jest prostokatem. Wobec tego T1I = Ty I. Za-
tem pozostaje pokazaé, ze punkt I jest sSrodkiem okregu opisanego na trojkacie
TT,T!.

Niech M;, M{ beda $rodkami odcinkéw odpowiednio TT; i TT}. Na pod-
stawie lematu M;M; || DD’, wiec M1 M/ || T\T]. Korzystajac z twierdzenia
Carnota mamy réwnosé

M{T? — MiTE + 0+ M{T? — M{T? =0,

wiec zachodzi réwnoéé MyT? — M1T? = M{T? — M{T?, ktéra w potaczeniu z
zaleznoscia (wynikajaca z twierdzenia Talesa)

MT  MT

M\T,  MIT]

pokazuje, ze My i M] sa $rodkami odcinkéw TT) i TT] — co nalezalo pokazac.
O
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2. Dany jest wielomian W(z) = ag + a1z + ... + anz™ o wspdlczynnikach
rzeczywistych, o tej wlasnosci, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x
zachodzi nieréwno$é W(z) > 0. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych dodatnich ¢, d spelniona jest nier6wnosé

ap+ai(c+d)+az(c+d)(c+2d)+...+ap(c+d)(c+2d) - (c+nd) > 0.

Rozwigzanie:
Przypomnijmy, ze funkcja gamma dana wzorem

+oo
I(z) = / t* et dt
0

rozszerza pojecie silni na zbidr liczb rzeczywistych tzn. T'(z + 1) = 2T'(z) dla
dowolnej liczby rzeczywistej x.
Ustalmy liczby naturalne A, B > 0. Zauwazmy, ze

/+00 A Ba:d 1 /+ tAeftdt:F(A+1)
o BA+1 BA+1

Wobec tego
+o0 400 n
0< W(x)~acAe_B””dx:/ Zakxk zle BT dx =
0 0 k=0
- oo ~ D(A+k+1)
A+k —Bz
:Zak/ zitFe dx Z T pATEFT =
o 0
B T(A+1) & A+2) c(A+E)
~  BA+1 Z Bk -
A+ &
2% apfc+d)(c+2d)-...-(c+ kd),
k=0
A 1
gdzie ¢ = 5 id= 5 stad teza. O

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby pierwsze p oraz liczby naturalne n,
ze liczby (k+ 1) —2k™ dla k = 0,1,2,...,p — 1 daja parami rézne reszty z
dzielenia przez p.

4. Dany jest skonczony graf G. Dla liczby calkowitej n > 2 oznaczamy
przez A, liczbe takich n-elementowych podzbioréw wierzchotkéw, ze kazde dwa
wierzchotki w podzbiorze sg potaczone krawedzia. Wykazaé, ze

n!
ey L L
(n T 1) n+1
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Rozwigzanie:
Stosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 1 mamy pokazaé, ze
\Vl

142
242 >

As. Jednakze A; = |V| oraz Ay = |E|, czyli mamy pokazaé, ze > |E|, a to
jest oczywiste.

Zalozmy, ze nierownos¢ zachodzi dla n i udowodnijmy, ze zachodzi réwniez
dla n + 1. Dla danego wierzchotka v oznaczmy przez f, liczbe klik wielkosci
n+ 1, do ktoérych on nalezy, za$ przez g, liczbe klik wielkosci n 4+ 2, do ktérych
on nalezy. Stosujemy zalozenie indukcyjne do grafu zlozonego z sasiadéw v i
otrzymujemy ﬁ it > gn. Ponadto oczywiscie g, < Ayq2, czyli

|
n!
934_1 < An+2( fn+1

+1n

Mamy

n! T
4 Des= 00 3 (st ) -

veV veV
1

n! ntl

Po przeksztatceniu dostajemy, ze

n+1 n+2 (’I’L + 1)'
A S AT W

Co konczy dowdd. O
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