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Wstep

Oboz przygotowawczy do Olimpiady Matematycznej organizowany przez
[T LO w Tarnowie odbyt si¢ w dniach 12-15 lutego w Jodtdéwce Tuchow-
skiej, w Domie Wczasow Dzieciecych. Kadre obozu stanowili: Dominik Bu-
rek (student IV roku matematyki IMUJ), Maciej Gawron (doktorant IV roku
matematyki IMUJ).

W obozie uczestniczyto 19 uczniéw z III LO w Tarnowie, V LO w Kra-
kowie oraz Gimnazjum Dwujezycznego w Tarnowie. Pelng liste uczestnikow
obozu zamieszczono ponize;j.

W tych dniach odbyty si¢ zawody indywidualne a 14 lutego zostat rozegra-
ny mecz matematyczny. Regulamin meczu znajduje si¢ na koncu tej broszury.
Podczas zawodow indywidualnych uczestnicy mieli pie¢ godzin na rozwiagza-
nie trzech zadan. Szczegdétowe wyniki zawodéw indywidualnych przedstawia-
ja tabele na nastepnych stronach.

Niniejsza broszura zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiaza-
niami.

Kadra obozu



Lista uczestnikow obozu

IIT LO w Tarnowie

Edyta Garbarz

Filip Gawron

bFukasz Kluska

Pawet Kolendo
Krystian Krakowski
Michat Panek
Krzysztof Pioro
Kamil Poniewierski
Mikotaj Sikora
Przemystaw Simajchel
Jakub Wegrecki
Katarzyna Wodzinska
Magdalena Karas
Beata Czernecka

Gimnazjum Dwujezyczne V LO w Krakowie

w Tarnowie

Rafat Pyzik

Jedrzej Kula
Stanistaw Nowak

Artur Zubilewicz
Filip Lurka



WYNIKI

12 lutego

13 lutego

14 lutego

15 lutego

2. |edrzej Kula 66| -|6|6c|6|6|6]|2|6|6]-] s6
3. |Jakub Wegrecki -|-|6]6|6[0)] 6|6 |6]6]|6|6]| 54
4. |Artur Zubilewicz 6|6|6|]6|2[0o]5|6|]0]6]|6]|-] 49
5. |Filip Lurka 6|6|0]6|0f-]6|6|6]6]|6|[0] 48
6. |Krystian Krakowski 2|6| -12|6|-]6|6|[6]6([6]| -] 46
7. |Pawel Kolendo 26| 0])6|2|-]6]|6]-]16]|6|[0] 40
8. |Mikotaj Sikora 2|16 -12|2|-]6]|6|-]16[6]0] 36
9. |Stanistaw Nowak ojlo|5|2|6f|o]s|6|5)-]-|-] 29
10.|Beata Czernecka -6 -Jo|-|-]-[6]-]6]|6]|-]| 24
11.|Rafal Pyzik 2 - -12|-|o]le6e|6]-]-]6[0] 22
12.|Edyta Garbarz -6 -Jo| -|-|-|6]-|6]|-|-] 18
13.|Michat Panek -l-1-1-!1-lo]le6|6]|-]6]|-]|-] 18
14.|Krzysztof Pidro -l -f-1-1-]1-]6|6]-]6]|-|-]| 18
15.|Eukasz Kluska -l -1 -1-!1--16]|6]|-|6]|-|-] 18
16.|Katarzyna Wodzinska -6l -12-1-1-(6]-]-1-1-] 14
17.|Przemystaw |Simajchel -6 -Jo|-|oy2]|-|-)6]|-|-] 14
18.|Kamil Poniewierski | - | -| - Jof -|[-| 6| -|-16]-|-] 12
19.|Magdalena |Karas ojo| -Jof-f-}-|-|-016]-]|- 6
Trudnos¢ 0,210,641 0,2}0,440,310,140,740,810,310,8]0,5]0,1




Zadanie | Liczba prac Liczba prac | Liczba prac | Liczba prac
na 6 punktéow | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktow
1. 3 0 5 11
2. 11 0 0 8
3. 3 1 0 14
4. 5 0 6 7
5. 5 0 3 10
6. 2 0 0 16
7. 10 3 1 4
8. 15 0 0 3
9. 3 1 0 14
10. 15 0 0 3
11. 10 2 0 8
12. 1 0 0 17




Tresci zadan - zawody indywidualne

1.Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych a, b i ¢ uktad rownan

a(b® + ¢) = c¢(c + ab),
b(c* +a) = a(a + be),
c(a* +b) = b(b+ ca).

2. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuktym, w ktorym AB = C'D
oraz proste AB i C'D nie sg rownolegte. Punkty E i F' sa $rodkami prze-
katnych AC' i BD. Prosta E'F przecina odcinki AB i C'D odpowiednio w
punktach G i H. Udowodni¢, ze L{AGH = {DHG.

3. Niech a i b beda takimi liczbami wymiernymi, ze

s=a+0b=a’+0b

Wykazaé, ze liczbe s mozna zapisa¢ w postaci utamka, ktorego mianownik
jest wzglednie pierwszy z liczba 6.

4. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

F(@®) + flzy) = f) fy) +yf(x) + af(z+y).

5. Wysokosci trojkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie w punkcie H.
Okrag, ktoérego srodkiem jest srodek odcinka BC' i ktory przechodzi przez
punkt H przecina prostg BC' w punktach A; i As. Analogicznie okrag, kto-
rego Srodkiem jest $rodek odcinka C'A i ktéry przechodzi przez punkt H
przecina prosta C'A w punktach B; i By, za$ okrag, ktorego srodkiem jest
srodek odcinka AB i ktéry przechodzi przez punkt H przecina prosta AB
w punktach C; i Cs. Udowodnié¢, ze punkty A, Ay, By, Bs, C1, Cs leza na
jednym okregu



6. Danych jest 3% monet, przy czym jedna z nich jest lZzejsza od pozosta-
tych. Mamy do dyspozycji trzy wagi szalkowe, przy czym jedna z nich jest
zepsuta i jej wskazania sa losowe. Udowodni¢, ze mozna wyznaczy¢ lzejsza
monete przy uzyciu 3k + 1 wazen.

7. W szachownicy n x n wpisano liczby od 1 do n? w ten sposéb, ze w polu
o wspOlrzednych (i, j) znajduje sie liczba n-(i—1)+7. W jednym ruchu mozna
wybraé dwa sasiednie pola (sasiadujace bokiem) i zastapié liczby w tych
polach ich srednia arytmetyczna (o ile ta Srednia jest catkowita). Wyznaczy¢
wszystkie n dla ktérych mozna doprowadzi¢ do sytuacji w ktorej w kazdym
polu jest wpisana ta sama liczba.

8. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC' i spelnia warunki: K PAB =
LPCA oraz LPAC = {PBA. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Dowiesé, ze jezeli O # P, to kat APO jest prosty.

9. Niech {a,}>°, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych speliajacych waru-
nek
|k rm — ar — ay| <1 dla k,m € N.
Pokaza¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych k i m zachodzi nieréwnos¢
1 1

< -+ —.
k+m

ag A,

k

10. Koto gospodyn wiejskich liczy 100 cztonkin. Kazda gospodyni spotka-
ta sie na herbatce z doktadnie 56 innymi gospodyniami z kota. Zarzad kota
sktada si¢ z 50 pan najbardziej zaangazowanych w dziatalnos¢ kota. Kazde
dwie z nich spotkaty sie juz na herbatce. Udowodni¢, ze cztonkinie kota moz-
na podzieli¢ na dwie grupy w taki sposéb, ze w obrebie kazdej z grup dowolne
dwie panie pity razem herbatke.

11. Dany jest czworo$cian ABC D. Dwusieczna kata ABC' przecina kra-
wedz AC' w punkcie ). Punkt P jest symetryczny do D wzgledem punktu
Q. Punkt R lezy na krawedzi AB, przy czym BR = %BC . Udowodni¢, ze z
odcinkéw o dtugosciach BP, C'D oraz 2 - QR mozna zbudowaé tréjkat.

12. Niech k > 2 bedzie liczba catkowita. Udowodni¢, ze liczba
921 _ 9k

jest ztozona.



Mecz Matematyczny

1. Liczby a;, b;, ¢;, d; spelniaja warunki 0 < ¢; < a; < b; < d; oraz
+b=c+d;dlai=1,2,... n Udowodni¢, ze

fle LD < T 110,

=1

2. Rozstrzygnaé czy istnieje liczba catkowita dodatnia n dla ktérej wie-
lomian

P(X)=(X+1*)(X+2%)...(X +n*) +1

jest iloczynem dwoéch niestatych wielomianéw o wspotezynnikach catkowi-
tych.

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p oraz liczby catkowite a, b i ¢
takie, ze
p=a>+b*+c* oraz p|a*+ b+t

4. Pokazaé, ze istnieje liczba catkowita dodatnia x taka, ze dowolny ele-
ment zbioru

S={s"+i|1<i<2015}

ma co najmniej 22016 dzielnikéw.

5. Dane sy liczby catkowite dodatnie a1 < as < ... < aggg < 10
Dowiesé, ze ze zbioru {a,as, ..., a6} mozna wybraé niepuste roztaczne
podzbiory A i B majace tyle samo elementéw, taks samg sume elementow i
taka samg sume kwadratow elementow.

6. Dany jest prostokat, ktéry moze by¢ pokryty przez skonczona liczbe
prostokatow o wymiarach 1 X m oraz n X 1, gdzie m i n sa liczbami catkowi-
tymi dodatnimi. Pokazaé, ze prostokat ten moze zosta¢ pokryty przy uzyciu
prostokatow jednego rodzaju.



7. Dany jest pieciokat wypukly ABC'DFE w ktérym
ABAC = LCAD = £DAE oraz {CBA = ADCA=AKFEDA.

Niech P bedzie punktem przeciecia prostych BD i C'E. Pokazaé, ze prosta
AP potowi odcinek C'D.

8. W trojkacie ABC punkty K i L sg $rodkami bokéw odpowiednio AB i
AC. Punkt P # A jest punktem przeciecia okregdéw opisanych na tréjkatach
ABL i AKC. Niech ) # A bedzie punktem przeciecia prostej AP i okregu
opisanego na trojkacie AK L. Pokazaé, ze 2AP = 3AQ.



Rozwigzania - zawody indywidualne

1. Rozwigza¢ w liczbach rzeczywistych a, b i ¢ uktad réwnan

a(b* + ¢) = c(c + ab),
b(c* 4+ a) = ala + be),
c(a? 4+ b) = b(b + ca).

Rozwigzanie:
Przeksztatémy uktad réwnan w sposoéb rownowazny do postaci

ab(b — ¢) = ¢(c — a),
be(c —a) = ala —b),
ca(a —b) = b(b — c).

Przypusémy, ze ktoras z liczb a, b, ¢ jest rowna 0, zatdézmy bez straty ogol-
nosci, ze a = 0. Wéwczas pierwsze réwnanie przyjmuje posta¢ 0 = ¢? stad
¢ = 0 i postepujac analogicznie z trzecim rownaniem b = 0. OtrzymaliSmy
rozwiazanie (a, b, c) = (0,0,0).

Zaktadamy odtad, ze abc # 0. Przypu$émy, ze ktore§ dwie liczby sposrod
a, b, c sg rowne. Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze a = b. Wowczas z drugie-
go rownania otrzymamy ¢ = a. Otrzymujemy a = b = ¢ i w takim przypadku
wszystkie réwnania sg spetnione.

Zaktadamy odtad, ze liczby dane w zadaniu sg parami rézne. Mnozac
stronami dane rownosci dostaniemy

a’b*c*(a — b)(b — c)(c — a) = abc(a — b)(b — ¢)(c — a).

Dzigki poczynionym zatozeniom mozemy podzieli¢ stronami przez prawa
strone otrzymujac abc = 1. Uktad rownan przyjmuje postac

b—c=c*c—a),
c—a=a*(a—"0),
a—b="0*b-c).

Wybierzmy najwigkszg liczbe sposréd a, b, c. Przypusémy, bez straty ogdlno-
Sci, ze jest to a. Wéwcezas z réwnania drugiego dostaniemy
s C—a

0<a = < 0.
“ a—>b

10



Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze zbioér rozwiazan jest postaci (a,b,c) =
(t,t,t) dlat € R. m

2. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuktym, w ktorym AB = C'D
oraz proste AB i C'D nie sg rownolegte. Punkty E i F' sa $rodkami prze-
katnych AC' i BD. Prosta EF przecina odcinki AB i C'D odpowiednio w
punktach G i H. Udowodnié, ze LAGH = £DHG.

Rozwigzanie:

Niech P bedzie srodkiem odcinka BC. Wtedy EP || AB, FP || CD i
|EP| = $|AB| = 1|CD| = |FP|. Wobec tego trojkat EFP jest réwnora-
mienny i £ PEF = LEFP. Zatem

AHGA=71m—ABGH =1 —APEF =1 —AFFP =1m—AGHC = {DHG.

]

3. Niech a i b beda takimi liczbami wymiernymi, ze

s=a+b=a%+ b

Wykazaé, ze liczbe s mozna zapisa¢ w postaci utamka, ktorego mianownik
jest wzglednie pierwszy z liczba 6.
Rozwigzanie:
Zapiszmy
_m o, _n
“T Tk
gdzie m, n, k sa dodatnimi liczbami catkowitymi oraz k jest najmniejszym
mozliwym wspélnym mianownikiem. Wynika stad w szczegélnosci, ze liczby
m, n, k nie maja wspolnego dzielnika wiekszego od 1.
Na mocy warunkoéw zadania otrzymujemy

m+n:a2+b2:m2—|—n2

S:a+b: 2 T,

skad dostajemy rownosé

(%) (m +n)k =m? +n’.

7 rownosci tej wynika, ze liczby k i m sg wzglednie pierwsze - ich ewentu-
alny wspolny dzielnik pierwszy p dzielitby lews strone oraz liczbe m?, wiec
mielibySmy p | n?, lecz ptynacy stad wniosek, ze p jest wspolnym dzielnikiem

11



liczb k, m, n, przeczylby wczesniejszym zatozeniom. Analogicznie liczby k i
n sa wzglednie pierwsze.

Poniewaz liczba s daje sie zapisa¢ jako utamek o mianowniku k, wiec
wystarczy udowodnié, ze liczby k i 6 sa wzglednie pierwsze.

Przypus$émy, ze 2 | k. Wowcezas liczby m i n nie sa podzielne przez 2, wiec
ich kwadraty daja reszte 1 z dzielenia przez 4, co daje m? +n? =2 (mod 4).
Jest to niemozliwe - lewa strona réwnosci (x) jest podzielna przez 4, gdyz
jest iloczynem dwoéch parzystych czynnikow.

Przypusémy, ze 3 | k. Liczby m i n sa zatem niepodzielne przez 3; w efekcie
ich kwadraty daja reszte 1 z dzielenia przez 3 oraz m* +n? = 2 (mod 3). To
daje sprzecznosé, gdyz lewa strona zaleznosci (x) jest podzielna przez 3.

DowiedliSmy wiec, ze k nie dzieli sie przez 2 ani przez 3, skad teza. [

4. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych z, y zachodzi réwnosé

f(@®) + flzy) = f() f(y) +yf(x) +aflz+y).

Rozwigzanie:

Oznaczmy réwnanie w tresci zadanie przez (x). Ktadac (z,y) — (0,0) w
(%) dostajemy 2f(0) = f(0)2, stad f(0) =0 lub f(0) = 2.

o Zalézmy, ze f(0) = 2. Wowczas dla (z,y) — (0,2) mamy réwnosé

4 = 2f(z)+ 2z, wiec mamy pierwsze rozwiazanie (x) —| f(z) =2 — x|

e Niech f(0) = 0. Wtedy dla (z,y) — (x,0) dostajemy (xx) f(z?) =
x f(z), natomiast dla podstawien (z,y) — (z, —z) oraz (x,y) — (—z,x
mamy

{f(fc2) +f(=a?) = [(@)f (=) = 2f (@),
f@?) + f(=a?) = f(2)f(=2) + 2 f(-2).

Odejmujac te réwnania stronami otrzymujemy réwnosé f(—x) = —f(x)
dlaz € R, stad pierwsze z powyzszych réwnaii przyjmuje postaé f(r)? =
—z f(x), wiec dla dowolnej liczby rzeczywistej © wiemy, ze f(x) = —x
lub f(z) =0.

Zat6zmy, ze istnieja liczby rzeczywiste a i b takie, ze f(a) = 0 oraz
f(b) = —b. Wtedy podstawienia (z,y) — (a,b) oraz (z,y) — (b,a) w
(%) wraz z rownoscia (xx) daja

flab) = af(a+b),
—b% + f(ab) = —ab+ bf(a +b).

12



Odejmujac powyzsze réwnania stronami otrzymujemy —b(a—0b) = (a—
b)f(a+0b), wigc jeslia =bto —b= f(b) = f(a) =0,stada=b=0. W
przeciwnym wypadku f(a+b) = —b, wiec jesli f(a+b) =0tob=0, a
gdy f(a+b) = —a — b to a = 0. Oznacza to, Zemdlax eR

)
lub [f(x) = 0| dla x € R, skad dostajemy dwa inne rozwiazania (*).

Ostatecznie, rozwigzania (x) naleza do zbioru {0, —z,2 — z}. O

5. Wysokosci trojkata ostrokatnego ABC' przecinaja si¢ w punkcie H.
Okrag, ktorego srodkiem jest srodek odcinka BC' i ktory przechodzi przez
punkt H przecina prosta BC w punktach A; i As. Analogicznie okrag, kto-
rego Srodkiem jest $rodek odcinka C'A i ktéry przechodzi przez punkt H
przecina prosta C'A w punktach B; i By, za$ okrag, ktorego srodkiem jest
srodek odcinka AB i ktéry przechodzi przez punkt H przecina prosta AB
w punktach C; i Cs. Udowodnié¢, ze punkty A, Ay, By, Bs, C1, Cs leza na
jednym okregu

Rozwigzanie:

Niech Ay, By i Cy oznaczajg $rodki bokéw odpowiednio BC, CA i AB.
Symetralna odcinka A; As jest tez symetralng odcinka BC. Analogicznie sy-
metralna odcinka By Bs jest symetralng odcinka AC, a symetralna odcinka
C1Cy — symetralna odcinka AB. Wynika stad, ze jesli punkty Ay, As, By,
By, C1, C5 leza na jednym okregu, to jego srodkiem jest $rodek O okregu
opisanego na trojkacie ABC. Poniewaz trojkat O AgA; jest prostokatny, wiec

(0-1) OA? = OAL + A1 AL = OA; + AgH>.

Niech K bedzie srodkiem odcinka AH a L — $rodkiem odcinka C'H.
Poniewaz punkty Ag i By sa srodkami odcinkéw BC' i C'A, wiec AgL || BH i
ByL || AH. Wynika stad, ze odcinki AgL i ByL sa prostopadte do bokéow AC' i
BC', zatem réwnolegle do odcinkéw OBy i OAg. Wykazalismy wiec, ze figura
OAyLBy jest réwnolegtobokiem i wobec tego odcinki OAy i ByL sa réwne
i réwnolegle. Konce odcinka ByL sa srodkami bokoéw tréjkata AHC, wiec
ten odcinek jest réwnolegty do obu odcinkéw HK i KA. Ma tez taka sama
dtugosé, jak kazdy z nich. Czworokat AK AgO jest wiec réwnolegtobokiem,
zatem AgK = OA = R, gdzie R oznacza promien okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Réwnolegltobokiem jest tez czworokat H AjO K, wiec suma
kwadratow wszystkich jego czterech bokéw jest rowna sumie kwadratow obu
przekatnych:

(0-2) OA3 + AgH? = OH? + AgK? = OH* + R*.

13



Z réwnosci (0-1) i (0-2) wynika, ze AO = $(OH? + R?), wicc tez AO3 =
(OH? + R?). Analogicznie BO? = BOj = (OH? + R?) i CO} = COj3 =
(OH? + R?), stad punkty Ay, As, By, By, Cy, Cy leza na okregu o $rodku

w punkcie O i promieniu \/1(OH? + R?). O

Inne rozwigzanie:

Oznaczmy okregi skonstruowane w tresci zadania przez wa, wp i we. Na
poczatku pokazemy, ze punkty Bj, By, C7 i Cs lezg na jednym okregu. Na
mocy twierdzenia o trzech osiach potegowych wystarczy udowodnié, ze o$
potegowa okregoéw wp i we przechodzi przez punkt A.

Niech M i N beda srodkami odpowiednio bokéw AB i AC. O$S potegowa
okregdw wpg i we jest prostopadta do prostej M N i przechodzi przez punkt H,
a poniewaz M N || BC, wiec 0§ potegowa pokrywa sie z wysokoscia trojkata
ABC' opuszczang z punktu A na bok BC, zatem pokazalidémy, ze punkty
By, Bs, Cy i C, leza na jednym okregu. Srodkiem tego okregu jest przeciecie
sie¢ symetralnych odcinkéw BB, i C1C5 czyli punkt O — $rodek okregu
opisanego na trojkacie ABC.

Analogicznie pokazujemy, ze punkty A;, Ay, By i By lezg na okregu o
srodku w punkcie O, co oznacza, ze powstate dwa okregi sie pokrywaja, wiec
dostajemy teze zadania. O

N[ ==

6. Danych jest 3%* monet, przy czym jedna z nich jest lzejsza od pozosta-
tych. Mamy do dyspozycji trzy wagi szalkowe, przy czym jedna z nich jest
zepsuta i jej wskazania sg losowe. Udowodnié, ze mozna wyznaczy¢ 1zejsza
monete przy uzyciu 3k + 1 wazen.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jezeli wiemy, ktora waga jest zepsuta, to majac 3" monet
mozemy wyznaczy¢ 1zejsza monete w n wazeniach. Udowodnijmy, ten fakt
indukcyjnie ze wzgledu na n.

Jezeli n = 0 to mamy 1 monete i nie potrzebujemy zadnych wazen.

Jezeli mamy 3™ monet to dzielimy je na trzy réwnoliczne zbiory A, B, C.
Ktadziemy A i B na przeciwnych szalach dobrej wagi. Jezeli ktérys ze zbiordw
A, B okazal sie lzejszy, to lzejsza moneta musi by¢ w tym zbiorze. I mozemy
zastosowa¢ dla tego zbioru zalozenie indukcyjne. Jezeli waga A byta rowna
wadze B to lzejsza moneta znajduje sie w zbiorze C. I réwniez korzystamy z
zatozenia indukcyjnego tym razem dla zbioru C.

Udowodnijmy, ze majac 9 monet mozemy w trzech wazeniach wyznaczy¢
1zejsza monete lub w czterech wazeniach wyznaczy¢ 1zejsza monete i zepsuta
wage. Ponumerujmy monety od 1 do 9. Dla ¢ = 1,2,...,9, oznaczmy przez
L; zdanie méwigce, ze i-ta moneta jest 1zejsza.
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Na pierwszej wadze wazymy monety 1,2,314,5,6 (dwie pierwsze wiersze)
na drugiej wadze wazymy monety 1,4, 71 2,5, 8 (dwie pierwsze kolumny). Za-
uwazmy, ze pierwsza waga podaje nam w ktorym wierszu znajduje sie 1zejsza
moneta, druga w ktorej kolumnie, przy czym, ktoras waga mogta si¢ pomylic.
Zatozmy, bez straty ogdlnodci, ze pierwsza waga wskazata wiersz 1,2, 3 za$
druga waga wskazata kolumne 3,6,9. Wowczas dokonujemy trzeciego waze-
nia na trzeciej wadze ktadac na szalach odpowiednio 1,2 i 6,9. Rozwazmy
mozliwe wyniki:

o {1,2} ={6,9}
LV LyV Ls
Wéwezas wagi mowig odpowiednio ¢ Ls V Lg V Lg
(~ L1) A (~ La) A (~ Lg) A (~ Ly)

Niezalezenie od tego ktore dwa zadania sposréd powyzszych trzech sg
prawdziwe musi zachodzi¢ Ls.

o {1,2} > {6,9}
Ly V Ly V Ls
Woéwezas wagi moéwiag odpowiednio ¢ Ls V Lg V Lg
Lg V Ly

Pierwsza i trzecia waga mowia zdania wykluczajace w zwigzku z tym
jedna z nich jest zepsutag wagg. Oznacza to, ze druga waga jest waga
dobra. Woéwczas wazymy na drugiej wadze monete 3 1 6, w ten sposdb
dowiadujemy si¢ ktora z monet 3,6,9 jest 1zejsza. Stad wnioskujemy
rowniez ktora waga jest zta.

e {6,9} >{1,2}

Ten przypadek jest analogiczny do powyzszego.

Udowodnimy teze zadania indukcyjnie ze wzgledu na k. Dla £ = 1 mamy
9 monet i postepujemy jak wyzej. Przypusémy, ze mamy 9% monet. Dzielimy
je na 9 réwnolicznych grup i dla tych grup stosujemy powyzsze rozumowanie.
Albo udalo nam si¢ wyznaczy¢ lzejsza grupe w 3 wazeniach i dla tej 1zejszej
grupy stosujemy zatozenie indukcyjne. Wykonujemy wtedy w sumie co naj-
wyzej 3(k—1)+ 143 = 3k+ 1 wazen. Albo udato nam sie wyznaczy¢ 1zejsza
grupe oraz zepsuta wage uzywajac 4 wazen. Wowczas stosujemy rozumowa-
nie dla tej grupy, wiedzac ktora waga jest dobra. W tym przypadku uzylismy
(2k —2)+4 =2k +2 < 3k + 1 wazen. O
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7. W szachownicy n x n wpisano liczby od 1 do n? w ten sposéb, ze w polu
o wspOlrzednych (i, j) znajduje sie liczba n-(i—1)+7. W jednym ruchu mozna
wybra¢ dwa sasiednie pola (sasiadujace bokiem) i zastapié¢ liczby w tych
polach ich $rednia arytmetyczna (o ile ta Srednia jest catkowita). Wyznaczy¢
wszystkie n dla ktérych mozna doprowadzi¢ do sytuacji w ktorej w kazdym
polu jest wpisana ta sama liczba.

Rozwigzanie:

Sasiedzi liczby k naleza do zbioru {k —1,k+ 1,k —n,k+n}. Jezeli n jest
liczba nieparzysta to wszystkie te liczby sa innej parzystosci niz k dlatego
nie mozna wykonac¢ ani jednego ruchu.

Zauwazmy, ze podczas wykonywania ruchow suma liczb w polach sza-
chownicy nie zmienia sie i wynosi 1 +2 + ... +n? = M Gdyby we

n2+1

5 CO jest

wszystkich polach byta ta sama liczba musiataby ona wynosi¢
liczba catkowita jedynie dla nieparzystych n.

Wobec powyzszych rozwazan jedyna mozliwg wartoscia n jest n = 1. [

8. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC' i spelnia warunki: L PAB =
APCA oraz L PAC = £PBA. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Dowiesé, ze jezeli O # P, to kat APO jest prosty.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez K, L, M odpowiednio punkty przeciecia prostych AP,
BP, CP zokregiem opisanym na trojkacie ABC'. Na mocy réwnosci £ BAK =
LACM dlugosci tukéw BK i1 AM sa réwne. Analogicznie, dtugosci tukéw
KC i LA sg réwne. Odcinki LC, AK, M B sg wiec rownolegte oraz maja
wspoOlng symetralng, przechodzaca przez punkt O. Na tej symetralnej lezy
rowniez punkt P, jako punkt przeciecia przekatnych MC' i BL trapezu row-
noramiennego M BC'L. Zatem w szczegdlnosci L APO = 90°. O

Inne rozwigzanie:

Niech M i N beda $rodkami bokéw AC i AB odpowiednio. Na podstawie
warunkéw zadania stwierdzamy, ze trojkaty APC oraz APB sa podobne,
stad LAMP = £BN P, wiec na czworokacie AN PM mozna opisaé okrag.
Jednoczednie punkt O lezy na okregu opisanym na trojkacie AMN, gdyz
AAMO = LONA = 90°, zatem punkty A, M, N, O i P leza na jednym
okregu i LAPO = LONA = 90°. O

9. Niech {a,}°, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych speliajacych waru-
nek
|k rm — ar — ay| <1 dla k,m € N.
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Pokaza¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych k i m zachodzi nieréwnos¢

Rozwigzanie:
Pokazemy, ze dla k, m € N zachodzi nieréwnos¢

(0-3) lagm — kan| < k.

Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne wzgledem k. Dla & = 1 nieréwnos¢
(0-3) zachodzi trywialnie. Zalézmy, ze (0-3) zachodzi dla pewnego k oraz
wszystkich liczb naturalnych m. Wtedy

|a(l€+1)m - (k + 1)am| = |akm+m — Qfm — Oy + Qg — kaml <
< |akm+m — Qkgm — am| + |akm - kam| <
< 1+ |agm — kap| < k+1,

stad na mocy indukcji, (0-3) zachodzi dla dowolnych k&, m € N.
Zamieniajac miejscami k i m w (0-3) dostajemy nier6wnosé

(0-4) |agm — mag| < m.
Ostatecznie, taczac (0-3) i (0-4) mamy

lrn, — M| | — ko

X

aip Gy ’mak — ka,, <

k m mk mk mk

10. Koto gospodyn wiejskich liczy 100 cztonkin. Kazda gospodyni spotka-
ta sie na herbatce z doktadnie 56 innymi gospodyniami z kota. Zarzad kota
sktada si¢ z 50 pan najbardziej zaangazowanych w dziatalnos¢ kota. Kazde
dwie z nich spotkaty si¢ juz na herbatce. Udowodni¢, ze cztonkinie kota moz-
na podzieli¢ na dwie grupy w taki sposob, ze w obrebie kazdej z grup dowolne
dwie panie pity razem herbatke.

Rozwigzanie:

Liczba wszystkich spotkan pomigdzy Paniami z zarzadu kota, oraz pozo-
staltymi Paniami wynosi 50 - (56 — 49) = 50 - 7. Liczba wszystkich spotkan
wynosi 2619 734 liczba spotkan pomiedzy Paniami z zarzadu wynosi %.

2
Oznacza to, ze liczba spotkan pomiedzy Paniami ktére nie sa w zarzadzie
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kota wynosi 56 - 50 — 7 - 50 — 2549 = 2549 = E@éﬁ. Oznacza to, ze kazda
Pani spoza zarzadu spotkata sie z kazda inna Pania spoza zarzadu. Otrzy-
mujemy ze jednym z zadanych podzialow jest podziat na Panie w zarzadzie
kota i Panie spoza zarzadu kota. ]

11. Dany jest czworo$cian ABC D. Dwusieczna kata ABC' przecina kra-
wedz AC' w punkcie (). Punkt P jest symetryczny do D wzgledem punktu
Q. Punkt R lezy na krawedzi AB, przy czym BR = %BC . Udowodni¢, ze z
odcinkéw o dlugosciach BP, C'D oraz 2 - QR mozna zbudowaé tréjkat.

Rozwigzanie:

Niech S bedzie $rodkiem krawedzi BC, za$ T' - punktem symetrycznym
do punktu C' wzgledem punktu ) Poniewaz BS = %BC’ = BR, wiec punkty
R i S 'lezg symetrycznie wzgledem dwusiecznej BQ kata ABC, a zatem QR =
@S. Ponadto trojkat C'T'B jest obrazem tréjkata C'QQS w jednoktadnosci o
srodku w punkcie C' i skali 2, co daje BT =2-QS5 = 2- QR. Wreszcie konce
odcinkéw T'P i C'D sa odpowiednio symetryczne do siebie wzgledem punktu
Q, skad PT = CD.

Z wyprowadzonych zaleznosci otrzymujemy, ze trojkat BT P jest zbudo-
wany z odcinkéw o dlugosciach BP, BT = 2 - QR oraz PT = CD, skad
wynika teza (punkty B, T', P nie leza na jednej prostej, gdyz punkt P znaj-
duje sie poza ptaszczyzna BCT). O

12. Niech k > 2 bedzie liczba catkowita. Udowodnié, ze liczba
P |

jest ztozona.

Rozwigzanie:

Oznaczmy M = 2 — 28 — 1. Jezeli k jest liczbg parzysta to mamy
M = 0 (mod 3). Ponadto M > 3 i liczba M jest zlozona. Niech k bedzie
liczba nieparzysta, zapiszmy k + 1 = 2% - q, gdzie ¢q jest liczba nieparzysta.
Mamy

2k 1

OM =22 —1— (2" 4 1) = 21D+ 1)(22+1)... (2% +1) - (254 1).
Zauwazmy, ze 22" +1 | 2M. Istotnie 22° +1 | (2—1)(2+1)(2241) ... (22" +1)

gdyz a < k—1, oraz 22" 41 | 2M1 41 = (22%)7 4 19 = (22° + 1)(2*" (@1 —
2202 4+ 1). O
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Rozwigzania - Mecz Matematyczny

1. Liczby a;, b;, ¢;, d; speliaja warunki 0 < ¢; < a; < b; < d; oraz
a; +b; =c;+d; dlat=1,2,...,n. Udowodni¢, ze

n n n

i=1 i=1 i=1 i=1
Rozwigzanie:

Indukcja. Dla n = 1 dana nieréwnos¢ oczywiscie zachodzi. Zatézmy, ze
jest ona prawdziwa dla n > 1. Niech wiec dane beda liczby a;, b;, ¢;, d;
(1 € {1,2,...,n + 1}) spemiajace warunki 0 < ¢; < a; < b; < d; oraz
a; + bl =c¢ + dz OZH&CZHly

A:Hai, le:[lb“ Czljlci, D:]‘__[ldl

7 zatozenia indukcyjnego mamy nieréwnosé A+B < C+D, czyli0 < A—C <
B — D mamy zas$ dowie$¢, ze Aa,y1 + Bby,o1 < Ccuyq + Ddyyq. Poniewaz
0 < apg1 < bpi, wiee (A — Capyr < (B — D)byyy. Zatem

Aapyr — Cepgr = (A - C)Cln+1 + C(Gn+1 - Cn—‘,—l) <
< (B = D)bpi1 + D(dyi1 — byt1) = Ddpy1 — By

O

2. Rozstrzygnac¢ czy istnieje liczba catkowita dodatnia n dla ktorej wie-

lomian
PX)=(X+1*)(X+2%)...(X+n*)+1

jest iloczynem dwodch niestatych wielomianéw o wspotezynnikach catkowi-
tych.

Rozwigzanie:

Przypus$émy, ze dla pewnego n mamy réwnosé P(X) = Q(X)R(X), gdzie
Q, R € Z[X]. Wowczas dla k € {1,2,...,n} mamy Q(—k?)R(—k?) = 1, stad
Q(—k?*) = R(—k?). Oznacza to, ze wielomian (Q— R)(X) jest podzielny przez
(X +13)(X +2?)...(X +n?), a poniewaz jego stopien jest nie wickszy niz
n —1, wiec (Q — R)(X) = 0. Zatem P(X) = Q(X)?, wiec (n!)?> +1= P(0)?
— co jest niemozliwe. O
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3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p oraz liczby catkowite a, b i ¢
takie, ze
p=a®+b>+c* oraz p|a*+b* 4+t

Rozwigzanie:
Oczywisdcie mozemy zatozy¢, ze a > b = ¢ > 0. Jezeli p = 2, wtedy
a=b=11ic=0. Zalézmy wiec, ze p > 3. Wowczas

(a®+ 0+ )| (a* + b+t — (a® + b+ ) (—a® + b + F) =
= (a* + b +2) | 2(a* — (be)?) = p | (a® — be)(a® + be),

stad p | (a® — bc) Tub p | (a® + be).
Jezeli a® + b* + ¢* = p dzieli (a® + bc), to poniewaz

(a® 4+ b* + c*) > a® + 2bc > a® + be,

wieccb = c=01luba =b=c = 0. Rbwnos¢ a = b = ¢ = 0 przeczy
warunkom zadania, natomiast zwigzek b = ¢ = 0 implikuje, ze p = a*> — co
jest niemozliwe.

Przypusémy, ze p | (a® — bc). Wowezas taczac to z nieréwnoscia
A+ +c>a*—bc>0

uzyskujemy réwnosé a? = be, poniewaz a > b > ¢, wiec a = b = c. Zatem
p = 3a? jest liczbg pierwsza, stad a = 1.

Ostatecznie wszystkie czworki liczb (p, a, b, ¢) spelniajacych warunki za-
dania to | (2, £1, £1, 0)| oraz | (3, 1, £1, £1)]|. O]

4. Pokaza¢, ze istnieje liczba catkowita dodatnia x taka, ze dowolny ele-

ment zbioru ‘
S={z'+i|1<1i<2015}

ma co najmniej 22016 dzielnikéw.

Rozwigzanie:
Rozpoczniemy od wykazania nastepujacego faktu:

Lemat:
Zbiér dzielnikow pierwszych wartosci dowolnego niestatego wielomianu P
o wspotezynnikach catkowitych jest nieskonczony.

Dowéd:
Przyjmijmy, ze dzielnikoéw pierwszych wielomianu P jest jedynie skon-
czenie wiele, niech to bedzie zbior {p1,ps, ..., pn}. Jesli wyraz wolny P jest
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rowny 0, teza jest oczywista. Przyjmijmy, wiec, ze jest rowny ag # 0. Roz-
P(apx)

wazajac wielomian g(z) = mozemy zaltozy¢, ze ag = 1. Wezmy teraz

0
liczbe A = p1py...pn, Wwowezas liczba P(A) posiada dzielnik pierwszy nie
nalezacy do {pi1,pa,...,pn}. Sprzecznosé. ]

Dla i € {1,2,...,2015} rozpatrzmy wielomian P;(X) = X' + i. Na pod-
stawie lematu zbior P; — dzielnikéw pierwszych wartosci wielomianu P; jest
nieskonczony. Dla dowolnego p € P; istnieje x, € Z takie, ze x; +1=0
(mod p). Dla i = 1 wybieramy dowolny podzbiér P26 C P, majacy 2016
elementéw. Jesli 1+ > 2 podzbior P26 C P, ktéry posiada 2016 elementéw
wybieramy w taki sposob aby, zbiory P;%'° oraz P2°'® byly roztaczne dla j < i.

Dlai € {1,2,...,2015} niech P; = {p; 1,pi2, - .., Din}- Na mocy chinskie-
go twierdzenia o resztach uktad kongruencji

=z, . (mod p; 1<e<2015, 1 <5 <2016
DPi,j ( p:])’ Y ]

posiada rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich. Ponadto dla ustalo-
nego i € {1,2,...,2015} mamy 2’ +i =z, + ¢ = 0 (mod p) dla dowolnej
liczby pierwszej p € P;. Zatem liczba x% + 1 posiada co najmniej 2016 réznych

dzielnikéw pierwszych, wiec posiada co najmniej 22916 dzielnikow. O
5. Dane sg liczby catkowite dodatnie a1 < as < ... < agog < 1019,
Dowies¢, ze ze zbioru {ay,as,...,as1s} mozna wybraé¢ niepuste roztaczne

podzbiory A i B majace tyle samo elementow, takg samag sume elementow i
taka samg sume kwadratéw elementow.

Rozwigzanie:

Dla zbioru X C {ay,as, ..., ase} niech So(X), S1(X) 1 So(X) oznaczaja
odpowiednio liczbe elementow, sume elementow i sume kwadratow elementow
zbioru X.

Wystarczy udowodnié, ze istniejg takie dwa rézne podzbiory C'i D zbioru
{ai,as, ..., a1}, dla ktorych §;(C) = S;(D) dlai = 0, 1, 2. Wowczas zbiory
A=C\ D oraz B= D\ C sa niepuste i spetniaja warunki zadania.

Dla dowolnego podzbioru X C {ay,as, ..., a1} mamy nieréwnosé (*)

So(X) < 10%, S1(X) <2016 - 10" < 10" 55(X) < 2016 - 102 < 107,
Oznaczajac S(X) = Sp(X) + 10°8;(X) + 101988, (X) uzyskujemy

S(X) < 10313 < (103)105 < 21050 < 22016'
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Stad istnieja takie dwa r6zne podzbiory C, D zbioru {ni,ns,...,ns00},
ze S(C) = S(D). Z nier6wnosci (x) wynika, ze S$;(C) = S;(D) dlai =0,1,2,

co konczy rozwigzanie zadania. O]

6. Dany jest prostokat, ktory moze byé¢ pokryty przez skonczong liczbe
prostokatow o wymiarach 1 X m oraz n X 1, gdzie m i n sa liczbami catkowi-
tymi dodatnimi. Pokaza¢, ze prostokat ten moze zosta¢ pokryty przy uzyciu
prostokatow jednego rodzaju.

Rozwigzanie:
Niech liczby naturalne a i b oznaczaja wymiary wyjsciowego prostokata.
Podzielmy ten prostokat na kwadraty 1 x 1 i oznaczmy je kolejno przez

(1,1), (1,2), o, (1,), (2,1),(2,2), ..., (2,0, (@, 1), (@, 2),. .., (a, ).

W pole o numerze (7, j) wpisujemy liczbe eﬁeg, gdzie

27 o 27 21 . (27
€] = COS <> + 72s1n (> oraz €9 = COS () 4+ 2s1n < ) .
n n m m

Latwo zauwazy¢, ze suma wpisanych liczb w kazdy prostokat 1 x m oraz
n X 1 jest réwna zero. Zatem skoro wyjsciowy prostokat zostat nimi pokryty,
to suma wszystkich wpisanych liczb jest réwna 0. Mamy wiec
0= > ce= > & .
1<i<a 1<i<a  1<j<b

1<j<b

stad jedna z powyzszych sum jest réwna zero, ale to oznacza, ze n | a lub
m | b. O

7. Dany jest pieciokat wypukty ABCDE w ktorym
ABAC = LCAD = £{DAE oraz {CBA=ADCA=AKFEDA.

Niech P bedzie punktem przeciecia prostych BD i C'E. Pokazaé, ze prosta
AP potowi odcinek CD.

Rozwigzanie:

Skoro trojkaty ABC i ADE sa podobne oraz LCAE = £ BAD, wiec po-
dobne sg rowniez trojkaty ACE i ABD, stad L PCA = L PBA — co oznacza,
ze punkty A, B, C'i P leza na jednym okregu w;. Analogicznie, punkty P,
A, E'i D leza na okregu wo. Na podstawie rownosci L DCA = LCBA oraz
£LADC = LAED wnioskujemy, ze prosta C'D jest styczng zewnetrzng do
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okregdéw wy 1 wy. Prosta AP jest wiec osig potegowa wy 1 we, ktéra oczywiscie
potowi odcinek styczny C'D. [

8. W trojkacie ABC punkty K i L sg $rodkami bokéw odpowiednio AB i
AC. Punkt P # A jest punktem przeciecia okregdéw opisanych na tréjkatach
ABL i AKC. Niech ) # A bedzie punktem przeciecia prostej AP i okregu
opisanego na trojkacie AK L. Pokazaé, ze 2AP = 3AQ.

Rozwigzanie:

Rozwazmy przeksztatcenie ¢ bedace ztozeniem symetrii wzgledem dwu-
siecznej kata BAC' z inwersja wzgledem okregu o $rodku w punkcie A i pro-
mieniu réwnym 4/ %AB - AC'. Przez X* oznaczymy obraz punktu X poprzez
przeksztatcenie ¢. Wowczas K* = (' oraz L* = B. Punkt P* jest punktem
przeciecia $rodkowych B*L* i C*K* w trojkacie AL*K*, gdyz sg to obra-
zy odpowiednio okregow ALB i AKC' poprzez ¢. Zatem P* jest srodkiem
ciezkosci trojkata AL*K*. Punkt Q* jest przecieciem prostej AP* z odcin-
kiem L*K*, czyli srodkiem odcinka K*L*. Poniewaz srodkowe w dowolnym
trojkacie przecinaja sie w stosunku 2 : 1, stad 3AP* = 2AQ* co oznacza, ze
2AP = 3AQ. [
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwigzujg 11 zadan dostar-
czonych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy
tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwna do zreferowania przy
tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer za-
dania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywolywanie rozpo-
czyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwigzania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywota-
nej.

Jesl druzyna wywotana przyjmuje zadanie...
. Druzyna wywotana staje sie druzyna referujaca.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy ta-
blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z
jego druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Je-
zeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu
pod tablicg swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie
ze swoja druzyng. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzac lub prze-
rywaé referujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania.
Wéwcezas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejng osobe druzy-
ny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach
opisanych w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci
N punktow przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

bLaczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uptywie tego czasu Jury moze przerwac referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czedci rozwigzania lub pozwoli¢ na dal-
sze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury
rokuje nadzieje na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwigzania zostato
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do po-
prawno$ci lub kompletnosci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpo-
wiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywotujaca zwrécita uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania
brakujacych czesci rozwigzania na zasadach okreslonych w punktach 6—
11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekracza-
jacej 10 punktow. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie,
otrzymuje co najmniej 7 punktow. Jury ma prawo zadaé pytania refe-
rujacemu w celu ustalenia oceny.

Jesl druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwia-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dzie-
sie¢) punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzielié
druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedow w przedsta-
wionym rozwiazaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywohuje si¢ dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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