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Wstep

Oboz Przygotowawczy do Olimpiady Matematycznej organizowany przez
IIT LO w Tarnowie odby! si¢ w dniach 30 marca - 2 kwietnia w Jodléwce
Tuchowskiej, w Domu Weczaséw Dazieciecych. Kadre obozu stanowili: Dominik
Burek (student IV roku matematyki IMUJ), Maciej Gawron (doktorant IV
roku matematyki IMUJ).

W obozie uczestniczyto 20 uczniow z III LO w Tarnowie, V LO w Krakowie,
IT LO w Konskich, I LO w Piotrkowie Trybunalskim, Katolickiego Gimnazjum
im. Swietej Rodziny z Nazaretu w Krakowie oraz Gimnazjum nr 1 w Konskich.
Pelng liste uczestnikéw obozu zamieszczono ponizej.

W tych dniach odbyly sie zawody indywidualne a 1 kwietnia zostal rozegra-
ny mecz matematyczny. Regulamin meczu znajduje sie na koncu tej broszury.
Podczas zawodow indywidualnych uczestnicy mieli pie¢ godzin na rozwiaza-
nie trzech zadan. Szczegdélowe wyniki zawoddéw indywidualnych przedstawiaja
tabele na nastepnych stronach.

Niniejsza broszura zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiazaniami.

Kadra obozu



Lista uczestnikow obozu

IIT LO w Tarnowie

Edyta Garbarz
Filip Gawron

Pawel Kolendo
Jakub Wegrecki

IT LO w Konskich

Piotr Ambroszczyk
Konrad Komisarczyk

Katolickie Gimnazjum im.
Swietej Rodziny z Nazaretu
w Krakowie

Radostaw Zak

V LO w Krakowie

Aleksandra Cynk
Jedrzej Kula
Stanistaw Nowak
Btazej Rozwoda
Mariusz Trela
Krzysztof Michalik
Artur Zubilewicz

I LO w Piotrkowie
Trybunalskim

Natalia Kucharczuk
Jan Kociniak
Tomasz Urbanski
Piotr Zuber

Gimnazjum nr 1
w Konskich

Maciej Dziuba
Mikotaj Grzebieluch



WYNIKI

30 marca 31 marca 1 kwietnia 2 kwietnia
1|l 2)]3]a]5)6| 7| 8| 9]1e]11]12]13]|14| 15| 16| Suma
4. |Filip Gawron 6 0 - - 0 6 - 6 5 - 6 - 5 - 0 - 34
5. |Artur Zubilewicz 6 - - - 6 - -6 6|6 - - - - - - 30
Konrad Komisarczyk 6 - - - 5 - - 6 5 - - - 6 - 2 - 30
7. |Jakub Wegrecki 6 - 2 - 6 - - 2 2 - 6 - 5 - 0 - 29
8. |Piotr Ambroszczyk 6 6 6 6 24
9. |Krzysztof Michalik 6 - - - 5 - -l e - - - - - -l 6| - 23
1e. |Stanistaw Nowak 6 - 2 - 0| 6 (0] 6 - - - - - - - - 20
11. |Natalia Kucharczuk 6 - - 6 - - - - 6 - - - - - - - 18
12. |Jedrzej Kula 6 - - -] of - -{ofs|ef - - - - - - 17
13. |Aleksandra Cynk 2 - - - 6 - 2 2 - 0 - 0 12
Jan Kociniak 6 - - - - - - - 6 - - - - - - - 12
Btazej Rozwoda 6 - - - 6 - - - 12
16. |Piotr Zuber 6 - - - - - - - | s - - - R - R R 11
17. |Edyta Garbarz 6 - - - - - - - - - - - - - - R
Mikotaj Grzebieluch 6 - - - - - - - - - - - - - B -
Pawel Kolendo 6 - - 0 - - - - - - - - R - - R 6
Trudnos¢ 0,96]0,05]0,09{0,11] 0,42} 0,21} 0,07} 0,40} 0,50} 0,16} 0,11} 0,00| 0,19] 0,05} 0,19] 0,00




Rozklad punktow

Zadanie | Liczba prac Liczba prac Liczba prac Liczba prac
na 6 punktéow | na 5 punktéw | na 2 punkty | na O punktéw
1. 18 0 1 0
2. 1 0 0 18
3. 1 0 2 16
4. 2 0 0 17
5. 6 2 1 10
6. 4 0 0 14
7. 1 0 1 16
8. 7 0 2 9
9. 5 5 1 5
10. 3 0 0 14
11. 2 0 0 15
12. 0 0 0 16
13. 2 2 0 12
14. 1 0 0 16
15. 3 0 2 11
16. 0 0 0 16




TresSci zadan

Zawody indywidualne

5. Prostokat R zostal podzielony na skonczenie wiele mniejszych prostoka-
tow w taki sposob, ze ich boki sa réwnoleglte do bokéw prostokata R. Dowolna
prosta réwnolegta do bokéw R i przecinajaca jego wnetrze, przecina réwniez
wnetrze mniejszego prostokata z podziatu. Udowodnié, ze istnieje prostokat nie
majacy punktu wspdlnego z brzegiem K.

6. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n > 1 oraz liczb rzeczywistych
ai,as, ..., a, rozwazmy wielomiany f(z), g(z) zadane jako

n

n
x) = apx® oraz g(z) = Ik k.
fl) =Y g T
k=1 k=1
Udowodnié, ze jezeli liczby 11 2" sa pierwiastkami g, to f posiada pierwiastek
w przedziale (0,2").

7. Punkt M lezy na boku AB czworokata wypuklego ABC' D w taki sposéb,
ze w czworokaty AMCD oraz M BC'D mozna wpisa¢ okregi o $rodkach odpo-
wiednio O7 i Oy. Prosta 010 jest prostopadia do dwusiecznej kata C' M D.
Pokazaé, ze na czworokacie ABC' D mozna opisa¢ okrag.

8. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita. Pokazaé, ze jezeli dla pewnych
nieujemnych liczb catkowitych ni,no,...,ng zachodzi podzielnosé

2" — 1| 2™ 4272 4 427
to k > n.

9. Znalezé najwieksza mozliwa warto$é liczby (22 + 1)(y3 + 1), jedli x, y sa
liczbami rzeczywistymi takimi, ze x +y = 1.

10. Ostrostup czworokatny SABCD jest wpisany w sfere. Punkty A, By,
C1 i1 D; sg rzutami punktéw A, B, C'i D na proste odpowiednio SC, SD, SA
i SB. Zal6zmy, ze punkty S, Ay, By, C1 i D1 leza na jednej sferze. Pokazaé, ze
punkty Ay, By, Cq i Dy sa wspolplaszczyznowe.

11. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze
n? dzieli liczbe 2™ + 37,



12. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Rozwazmy zbiér 2n? prostych
na plaszczyznie, z ktorych zadne dwie nie sa réwnolegle oraz zadne trzy nie
przecinaja sie w jednym punkcie. Proste dziela ptaszczyzne na pewne obszary
w ksztalcie wielokata. Niech S bedzie zbiorem wszystkich tych obszaréw, ktére
majg skonczone pole. Pokazaé, ze mozemy pokolorowaé n prostych na czerwono
w taki sposéb, ze nie istnieje obszar ze zbioru S, ktérego brzeg jest w calosci
pomalowany na czerwono.

13. Pokazaé, ze dowolny czworokat wypukly mozna podzieli¢ na pie¢ wie-
lokatow, z ktorych kazdy posiada o$ symetrii.

14. Niech ay,aq,...,a, dla n > 3, beda parami wzglednie pierwszymi licz-
bami catkowitymi dodatnimi. Zatézmy, ze liczby H a; daja reszte r przy dzie-
i#k
leniu przez aj dla k € {1,2,...,n}. Pokazaé, ze r < n — 2.

15. W Jodtéwee Tuchowskiej znajduja sie trzy szkoly A, B i C. Do kazdej ze
szkot uczeszeza co najmniej jeden uczen. Wiadomo, ze wéréd dowolnych trzech
uczniow, po jednym z kazdej szkoty, istnieja dwaj uczniowie ktérzy sie wzajem-
nie znaja oraz dwaj ktorzy sie wzajemnie nie znaja. Pokazaé, ze spelniony jest
co najmniej jeden z ponizszych warunkow:

e Istnieje uczen ze szkoly A znajacy wszystkich uczniéw ze szkoty B,
e Istnieje uczen ze szkoty B znajacy wszystkich uczniéw ze szkoty C,

e Istnieje uczen ze szkolty C znajacy wszystkich uczniow ze szkoty A.

16. Czy istnieje ciag {a,}>2, parami wzglednie pierwszych liczb natural-
nych taki, ze dla dowolnej liczby naturalnej n wielomian

ag+arx+...+a,x"

nie jest iloczynem niestalych wielomianéw o wspdélczynnikach catkowitych?



Grupa Zaawansowana

1. Niech x1, z29, x3, 4 i x5 beda liczbami rzeczywistymi o zerowej sumie.
Pokazaé, ze

|cosx1| + | cosza| + | cosx3| + | cosxy| + | coszs| > 1.

2. Dana jest liczba naturalna n > 3. Udowodnié, ze liczba 22" 4+ 1 ma
dzielnik pierwszy, ktory jest wiekszy niz 2"+ 2(n + 1).

3. Niech S = {1,2,...,n} oraz k € S. Wykazaé, ze istnieje dokladnie
kn™~! funkcji f: S — S, takich, ze dla dowolnego s € S istnieje takie j > 0,
ze fi(s) < k, gdzie f7(z) oznacza j-krotne zlozenie funkcji f.

4. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Okrag w jest
styczny do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach M i N oraz do okregu
opisanego na trojkacie BOC. Pokazadé, ze prosta M N polowi odcinek AI, gdzie
I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC.

5. Wysokoéci AA;, BB; i CC1 tréojkata ABC przecinaja sie w punkcie H.
Proste przechodzace przez H i prostopadte do prostych B,C; i A1Cy przecinaja
proste odpowiednio CA i CB w punktach P i @ (w tej kolejnosci). Pokazaé, ze
prosta przechodzaca przez C' i prostopadia do A; By polowi odcinek PQ.

6. Pokazaé, ze istnieje nierozkladalny wielomian P postaci
P(X) = X2016 —+ a2015X2015 + ...+ alX —+ aop,
gdzie ag, ai, ..., as015 sa niezerowymi liczbami calkowitymi taki, ze |P(x)]| jest

liczba zlozona dla dowolnej liczby catkowitej x.

7. Niech a > 1 bedzie liczba calkowita dodatnig. Udowodnié, ze istnieje
taka liczba calkowita nieujemna n, ze liczba 22" + a nie jest pierwsza.

8. W szachownicy n x n wpisano liczby od 1 do n? w taki sposéb, ze liczby
wpisane w dwa pola dzielace wspodlny bok, réznia sie o co najwyzej n. Pokazaé,
ze istnieje kwadrat 2 x 2 taki, ze sumy liczb wpisanych na przekatnych tego
kwadratu sa réwne.



9. Niech Py, Ps, ..., P, beda punktami na plaszczyznie. Udowodnié, ze dla
pewnego ¢ od 1 do n zbiér odlegloéci pomiedzy punktem P; a pozostalymi

punktami ma co najmniej (n — %) % réznych elementéw.

10. Niech I bedzie srodkiem okregu w wpisanego w trojkat ABC. Okrag
o opisany na trdojkacie BIC przecina w w punktach X i Y. Wspdlne styczne
zewnetrzne do o i w przecinaja sie w punkcie Z. Pokazaé, ze okrag opisany na
tréjkacie XY Z jest styczny do okregu opisanego na tréjkacie ABC.

11. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,b, c za-
chodzi nieréwnosé

\/a4—|—2b2c2 +\/b4—|—202a2 +\/C4+2a2b2 S atbi
Za c.
a? + 2bc b2 + 2ca c2 4 2ab

12. Niech ¢ oznacza funkcje Fulera. Wykazaé, ze istnieja liczby caltkowite
dodatnie a1 < ag < ... < aggi¢ takie, ze

(,0(0,1) > gp(ag) >0 > (p(a2016).

13. Dane sg takie liczby calkowite dodatnie a,b,c,z,y i z, ze
abc+zyz=ab+bc+ca—axy—yz—2e=0 (moda+b+c+z+y+2).

Pokazaé, ze liczba a + b + ¢ + x + y + z jest ztozona.

14. Niech N oznacza zbiér liczb calkowitych dodatnich, ponadto niech f*
oznacza k-krotne zlozenie funkcji f. Funkcje f : N — N nazwiemy {adng jezeli
réwnosé

fff(n)(n) (TL) —n,

zachodzi dla dowolnego n € N. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie
m, ze dla dowolnej tadnej funkcji zachodzi f2°16(m) = m.

15. W tréjkacie ABC punkty O i I sa odpowiednio $rodkami okregdw
opisanego i wpisanego. Punkty D, E i F lezace na bokach odpowiednio BC,
CA i AB sa takie, ze BD + BF = C'A oraz CD + CE = AB. Okregi opisane
na tréjkatach BFD i CDE przecinaja si¢ w punkcie P # D. Pokazaé, ze
OP =0l.



16. Niech S(k) oznacza sume cyfr liczby catkowitej dodatniej k. Dla liczby
calkowitej n > 2 przez f(n) oznaczmy najmniejsza liczbe catkowita dla ktorej
ostnieje n-elementowy zbiér liczb calkowitych A taki, ze S Z z | = f(n)dla

zeB
dowolnego niepustego podzbioru B C A. Pokazaé, ze istnieja liczby rzeczywiste
0 < k1 < ko takie, ze dla dowolnej liczby calkowitej n zachodzi nieréwnosé

k1logiom < f(n) < kologygn.
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Mecz Matematyczny

1. Niech R* oznacza zbiér dodatnich liczb rzeczywistych. Znalezé wszystkie
funkcje f: RT +— RT takie, ze dla dowolnych liczby rzeczywistych dodatnich
2,1y spelniona jest réwnosé

(@ + ) f((f(2)y)) = 2 f(f (@) + F(y))-

2. Nieujemne liczby rzeczywiste x1, o, ..., x201¢ Sa takie, ze
Ty +Tip1 + x40 < 1

dlai € {1,2,...,2016}, gdzie przyjmujemy, ze Ta017 = T1, T201s = T2. Wyzna-
czy¢ najwieksza mozliwg wartosé liczby

2016

E LiLi42.
i=1

3. Niech f i g beda wielomianami o wspoétczynnikach rzeczywistych takimi,
ze punkty (f(7),¢g(i)) dla 1 < < 2016, sa na plaszczyZnie kolejnymi wierzchol-
kami 2016-kata foremnego. Pokazaé, ze co najmniej jeden z wielomianéw f i g
ma stopien nie mniejszy niz 2015.

4. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby catkowitej dodatniej n. Pokazaé, ze
S(n!) > [logn|.

5. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb calkowitych n takich, ze
liczba n? + 1 jest bezkwadratowa.

6. Dane sg rozne liczby catkowite a,b > 1. Pokazaé, ze istnieje liczba cal-
kowita dodatnia n taka, ze liczba (a™ — 1)(b™ — 1) nie jest kwadratem liczby
caltkowitej.

7. Na przyjeciu spotkalo sie n oséb. Udowodnié, ze mozna te osoby usadzi¢
przy co najwyzej dwoch stotach w ten sposob, ze kazda osoba ma parzysta
liczbe znajomych przy swoim stoliku.
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8. Kazdy punkt przestrzeni pomalowano na bialo lub czarno. Udowodnié,
ze istnieje takich 5 punktéw jednego koloru, ze jeden z nich jest srodkiem
czworoscianu o wierzchotkach w pozostatych punktach.

9. W kazdym punkcie kratowym ptaszczyzny, ktéry ma niedodatnia wspot-
rzedng x potozono jeden pionek. Dozwolone sg ruchy polegajace na wybraniu
pewnej pary pionkéw stojacych na sasiadujacych w pionie lub poziomie punk-
tach A 1 B i ,zbicie” jednym z nich drugiego, tj. zdjecie pionka z pola A i
przestawienie pionka z pola B na taki punkt C, ze A jest srodkiem odcinka BC
(w punkcie C, na ktéry przestawiamy pionek z punktu B, nie mégt dotychczas
sta¢ zaden pionek). Znalezé najwieksze x, dla ktdérego istnieje skonczona se-
kwencja dozwolonych ruchow, po ktorej pewien pionek znajduje sie w punkcie

(z,y) (dla pewnego y).

10. Niech I bedzie érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Punkty M i
N sg $rodkami odpowiednio tukéw ABC' i BAC okregu opisanego na tréjkacie
ABC. Pokazaé, ze punkty M, I i N sa wspoétliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
AC + BC = 3AB.

11. Sfera w wpisana w ostroshup czworokatny ABC DS jest styczna do $cian
ABS i CBS w punktach odpowiednio K i L. Pétproste DA™ i CB™ przecinaja
si¢ w punkcie P, natomiast p6élproste AB— i DC™ przecinaja sie w punkcie Q.
Pokazaé, ze jesli PK i QL sie przecinaja, to punkt stycznosci w z plaszczyzna
ABCD lezy na prostej BD.

12. Skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki czworokat, ktéry jest wpisany
w okrag o promieniu R i opisany na okregu o promieniu r, znajac promienie r
i R oraz kat o miedzy przekatnymi czworokata.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

5. Prostokat R zostal podzielony na skonczenie wiele mniejszych prostoka-
toéw w taki sposéb, ze ich boki sa réwnolegle do bokéw prostokata R. Dowolna
prosta réwnolegta do bokéw R i przecinajaca jego wnetrze, przecina réwniez
wnetrze mniejszego prostokata z podziatu. Udowodnié, ze istnieje prostokat nie
majacy punktu wspdlnego z brzegiem K.

Rozwiazanie:

Linie, ktéra przecina wnetrze prostokata R i nieprzecina wnetrza zadnego
mniejszego prostokata z podziatu, nazwiemy zakazang linig. Prostokat nie ma-
jacy punktéow wspdlnych z bokami prostokata R nazwiemy prostokgtem brze-
gowym.

Zalbézmy, ze istnieje podzial prostokata R taki, ze nie istnieje zakazana linia
oraz brzegowy prostokat. Z wszystkich takich podzialéw wybierzmy podziat
o najmniejszej liczbie prostokatow w podziale. Liczba prostokatéw w takim
podziale musi by¢ wicksza od 2, w przeciwnym razie istniataby zakazana linia.

Mozemy zalozy¢, ze zadne dwa prostokaty w podziale nie maja wspodlnego
boku, gdyz zastepujac je prostokatem tworzonym przez nich, zmniejszamy licz-
be prostokatéw w podziale przy jednoczesnym braku prostokatéw brzegowych
i zakazanych linii.

Oznaczmy wierzcholki prostokata R przez ABCD. W lewym dolnym i pra-
wym dolnym rogu R znajduja sie prostokaty a i b (przy wierzchotkach odpo-
wiednio A i B). Odnotujmy, ze a # b oraz dopuszczamy mozliwosé stycznosci a i
b. Mozemy zalozy¢, ze wysokos¢ a nie przewyzsza wysokosci b (przez wysokos$é
prostokata z podzialu rozumiemy jego bok réwnolegly do AD). Rozpatrzmy
prostokat ¢, ktory sasiaduje z prostokatem a i ma wspélny bok z AB. Wysoko-
Sci prostokatow a i ¢ sa rézne, wiec dostajemy dwa przypadki:

o Wysokos¢ ¢ jest mniejsza od wysokosci a. Wtedy rozpatrujemy prostokat
z podziatu d, ktory jest styczny do a i c. Widzimy, ze d nie ma punktéw
wspOlnych z bokami AD, BC' i AB, wiec musi posiada¢ punkt wspolny
z CD, stad prosta zawierajaca wysokosci prostokatéw c i d tworza linie
zakazang — sprzecznosc.

o Wysokos¢ ¢ jest wieksza od wysokosci a. Wtedy rozpatrujemy prostokat
z podziatu d, ktory jest styczny do a i c. Widzimy, ze d nie ma punktéw
wspOlnych z bokami AD, BC' i AB, wiec musi posiada¢ punkt wsp6lny
z CD, stad prosta zawierajaca wysokosci prostokatéow a i d tworza linie
zakazang — sprzecznosc.

13



W obu powyzszych przypadkach dostaliSmy sprzeczno$é¢, wiec zakladajac
brak zakazanych lini musi istnie¢ prostokat brzegowy. O

6. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n > 1 oraz liczb rzeczywistych
ai,as, ..., a, rozwazmy wielomiany f(z), g(z) zadane jako

f(z) = ;akxk oraz g(x) = kz_l 2kai 130’“.

Udowodnié, ze jezeli liczby 11 2711 sg pierwiastkami g, to f posiada pierwiastek
w przedziale (0,27).

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

n

n n
ag ag
9(2x) —g(x) =) ok _ 12kxk -2 ﬁxk =D a’ = (@),
k=1

k=1 k=1

dla dowolnego = € R. W szczegdlnosci
FO+F@) 4.+ f(27) = (9(2) —9(1) +(9(4) —g(2)) +.. .+ (g (2"") =g (27))

=g (2" —g(1) =0.

Wiéréd liczb postaci f (21) dla 0 < ¢ < n istnieje wiec taka, ze f (Qi) =0
lub dwie liczby f (Qi), f (2j ) przeciwnych znakéw (gdzie i < j). W pierwszym
przypadku 2° jest szukanym pierwiastkiem f, a w drugim przypadku f posia-
da pierwiastek w przedziale (Qi, 27 ) W obu sytuacjach zadany warunek jest
spelniony i rozwigzanie zadania jest zakonczone. O

7. Punkt M lezy na boku AB czworokata wypuklego ABC' D w taki sposdb,
ze w czworokaty AMC D oraz M BC D mozna wpisaé okregi o srodkach odpo-
wiednio O; i Oz. Prosta O10 jest prostopadia do dwusiecznej kata C'M D.
Pokazaé, ze na czworokacie ABC' D mozna opisa¢ okrag.

Rozwiazanie:

Jezeli AB || C'D, to okregi wpisane w czworokaty AMCD oraz M BCD
sg przystajace, stad na podstawie warunkéw zadania nasza konfiguracja jest
symetryczna wzgledem dwusiecznej kata CM D, stad ABCD jest trapezem
réwnoramiennym (lub prostokatem).

Zalézmy teraz, ze AB i C'D przecinaja sie w punkcie K. Mozemy zalozy¢,
ze punkt A lezy miedzy punktami K i B. Prosta 010 jest dwusieczna kata
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KAD i tworzy réwne katy z prostymi CM i DM, stad DMK = SKCM.

Zauwazmy, ze
1 1
IDOyK = 180° — 5<)1MKD - (1800 -5 (YMKD + <IDMK)> =

B IDMK B IKCM
22
wiec na czworokacie C'D(0102 mozna opisaé okrag.
Podobny rachunek na katach daje nam, ze

JKCB = 29DC0y = 24DO K =

= $DCOx,

9 <180°  1MED - <180° L (SMED+ %(DAK))) _

2. AR spax.
wiec na czworokacie ABC' D mozna opisaé¢ okrag. O

8. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita. Pokazaé¢, ze jezeli dla pewnych
nieujemnych liczb catkowitych ni,ne, ..., n; zachodzi podzielnosé

2" — 1| 2™ 42" 427k

to k > n.

Rozwiazanie:
W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujacy lemat:

Lemat. Zaloimy, ze b > 1 i a jest wielokrotnoscig liczby b™ — 1, dla liczb
catkowitych dodatnich a, b i n. Wowczas a posiada co najmniej n niezerowych
cyfr w zapisie o podstawie b.

Dowdd. Zalézmy, ze istnieje wielokrotnosé A liczby b™ — 1, ktérej zapis przy
podstawie b liczy mniej niz n niezerowych cyfr. Zalézmy ponadto, ze A posiada
najmniejsza sume cyfr i najmniejsza liczbe niezerowych cyfr spoéréd wszystkich
takich liczb. Niech A = a1b™ + ab™ + ...+ asb™, gdzie ny > ng > ... > ng.
Pokazemy, ze s = n.

Niech n; = n; =r (mod n) dla pewnych i, j € {1,2,...,s}. Liczba

B=A—qa;b" — ajb"J + (CLZ' + aj)bnnl—i-r

jest wielokrotnoscia 0™ — 1 mniejsza od A. Ponadto ma taka sama sume cyfr
co A, gdy a; +a; < b, stad b < a; + a; < 2b na podstawie minimalnosci. Jedli
c=a;+a; —b, to

B = bl L epnmi i L ot b DY 4 a o D L+

+ aj_lb”j” + aj+1b"j“ + ...+ ab".
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Zatem suma cyfr liczby B przy podstawie b wynosi a; +as + ... +as + 1+
c—a; —aj <aj+as+...+as — sprzecznos¢ z minimalnoscia A. Wobec tego
liczby nq,ns,...,ns daja rézne reszty z dzielenia przez n, wiec s < n.

Gdyby s < n, to rozwazmy liczbe C = a1b"™ + asb™ + ... + asb"™, ktora
jest wielokrotnoscia b™ — 1, gdzie 7; jest reszta z dzielenia n; przez n dla i €
{1,2,...,s}. Wowczas C < b™ — 1 — sprzecznoéé. O

Korzystajac z lematu dla b = 2 oraz a = 2" 42" + ... 4 2™ widzimy, ze
zapis dwojkowy liczby 2™ 4 272 4+ ... + 2™ ma co najmniej n jedynek, stad
k> n. U

Rozwiazanie:

Wybierzmy najmniejsze takie k, ze istnieja liczby nqy < ns < ... < ng o tej
wlasnosci,ze

2" — 1| 2™ 42" 4 4 27

ponadto wérod wybordéw takich ciagéow diugosci k wybierzmy taki, ze maksy-
malna liczba w tym ciagu jest najmniejsza mozliwa. Zauwazmy, ze liczby n; sa
parami rézne, ostotnie gdyby n; = n; to zastepujac te pare liczb przez n; + 1
dostaniemy krétszy ciag spelniajacy warunki. Ponadto ny < n — 1 poniewaz w
przeciwnym razie, mozemy zastapi¢ ny przez ni —n i otrzymaé ciag o mniejszej
najwiekszej liczbie w ciggu. Ostatecznie nasz wybrany ciag sklada si¢ z réznych
liczb ze zbioru {0,1,...,n — 1}. Jednakze,

" —1|2m g2z 4 om0 4ol ol =9n
czyli w powyzszej nieréwno$éi musi zachodzi¢ réwnosé i
{n1,...,nx} ={0,1,...,n— 1},

co za tym idzie k > n. O

9. Znalezé najwieksza mozliwa warto$é liczby (22 + 1)(y® + 1), jesli x, y sa
liczbami rzeczywistymi takimi, ze x +y = 1.

Rozwiazanie:

Niech p = zy. Wéwcezas

(@ +1)(y°+1) = (zy)*+(2+y)° =Bay(z+y)+1 = p’=3p+2 = 4+(p+1)*(p-2).
2
1
% =7 Wieep —2<0. Zatem (2 4+ 1)(y® + 1) < 4, przy
czym réwnoséé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy xy = —1 (oraz z+y = 1) tzn.

gdy
1+v5 1—-+5
{x7y}{ 2 bl 2 }‘

Poniewaz p <
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O

10. Ostroshup czworokatny SABCD jest wpisany w sfere. Punkty Aq, By,
C1 i Dq sg rzutami punktéw A, B, C'i D na proste odpowiednio SC, SD, SA
i SB. Zalézmy, ze punkty S, Ay, By, C1 i Dy lezg na jednej sferze. Pokazaé, ze
punkty A;, By, C1 i Dy sa wspélplaszczyznowe.

Rozwigzanie:

Odcinki AA; 1 CC; sa wysokoSciami tréjkata SAC, wiec SC - SA; =
SA-S5C, stad inwersja ¢ o Srodku w punkcie S i promieniu /SC - SA; prze-
prowadza A; na C'i C; na A. Poniewaz SB - SD; = SD - SBy, wiec jesli
@(B) = Bg oraz ¢(D) = Ds, to BaDs || BD. Z drugiej strony punkty A, C, Ba,
Dy sa wspolplaszczyznowe jako obrazy punktéw lezacych na sferze poprzez ¢.
Jezeli prosta Bs Do nie lezalaby w plaszczyznie ABC D, wéwczas proste Bs Do
i AC bylyby skosne, wiec jedyna mozliwoscia jest sytuacja w ktérej By = D
oraz Do = B. Ostatecznie punkty Ay, By, C1 i D1 leza na plaszczyznie bedacej
obrazem poprzez ¢ sfery opisanej na ostrostupie SABCD. O

11. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze
n? dzieli liczbe 2™ + 3.
Rozwigzanie:

Pokazemy, ze jedli dla pewnej liczby naturalnej a mamy podzielnoéé a? |
a a

2% + 3%, to dla liczby naturalnej b := zachodzi podzielnoéé b? | 2° + 3%,
stad oczywiscie dostaniemy teze zadania.
b
Niech k := — € N. Latwo zauwazy¢, ze k jest liczba nieparzysta, stad
a

20+ 3° ark—1 k=2 oa a roark—2 ark—1
T = )T @) T 2t (3 3 =

(=3)Ft —(m30)k 2 ige 4 (=39) . (32 4 (39)F !
=BT BT L+ 3T =k 39" =0 (mod k).
k

Zatem liczba 2 4 3° jest podzielna przez

b 2¢ + 3 2¢ 4 3%
B2 437 =2 (2043 = =3 -(2a+3“)( . )bQ.

O

12. Niech n > 1 bedzie liczbg calkowita. Rozwazmy zbiér 2n? prostych
na plaszczyznie, z ktérych zadne dwie nie sa réwnolegle oraz zadne trzy nie
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przecinaja sie w jednym punkcie. Proste dziela plaszczyzne na pewne obszary
w ksztalcie wielokata. Niech S bedzie zbiorem wszystkich tych obszaréw, ktére
maja skonczone pole. Pokazaé, ze mozemy pokolorowaé n prostych na czerwono
w taki sposéb, ze nie istnieje obszar ze zbioru S, ktorego brzeg jest w catosci
pomalowany na czerwono.

Rozwiazanie:

Niech £ oznacza zbiér wszystkich 2n? prostych. Wybierzmy maksymalny
(wzgledem inkluzji) podzbiér B C L taki, ze dla dowolnego kolorowania pro-
stych ze zbioru B, zaden obszar z S nie bedzie mial w caloéci pomalowanego
brzegu. Oznaczajac przez k liczbe elementéw zbioru B pokazemy, ze k > n.

Pokolorujmy wszystkie proste z £\ B na niebiesko. Punkt nazwiemy czer-
wonym, jesli jest przecieciem dwbch czerwonych prostych. Widzimy, ze istnieje

k
doktadnie 9 czerwonych punktow.

Rozwazmy teraz dowolna niebieska prosta [. Dzieki maksymalnosci zbioru B
wiemy, ze istnieje co najmniej jeden obszar A € S, ktérego jedyny niebieski bok
lezy na prostej [. Poniewaz A ma co najmniej trzy boki, wiec posiada co naj-
mniej jeden czerwony wierzchotek. Powiemy, ze ten wierzchotek jest zwigzany
z prosta [.

Poniewaz dowolny czerwony punkt nalezy do czterech obszaréw (przy czym
kilka z nich moze by¢ nieograniczonych), wiec jest on zwiazany z co najwyzej
czterema niebieskimi prostymi. Zatem liczba wszystkich niebieskich prostych

k
nie przekracza 4<2>. Z drugiej strony liczba ta jest réwna doktadnie 2n? — k.

Oznacza to, ze zachodzi nieréwnosé

k
m?— k<4
n k (2

>:>2n2<2k:2—k<2k2,

wiec k > n. O

13. Pokazaé, ze dowolny czworokat wypukly mozna podzieli¢ na pie¢ wie-
lokatéw, z ktorych kazdy posiada o$ symetrii.

Rozwiazanie:

Jezeli AB+ CD = AD + BC, to w czworokat ABC' D mozna wpisaé okrag.
FLaczac srodek tego okregu z punktami stycznosci otrzymamy 4 deltoidy. Wy-
starczy teraz jeden z nich podzieli¢ na dwa tréjkaty rownoramienne.

Zalézmy, ze AB+CD > AD+ BC. Wéwczas konstruujemy tréojkat o sSrodku
w punkcie O styczny do bokéw AB, AD i BC w punktach odpowiednio Pp,
@1 i R;. Analogicznie konstruujemy okrag o srodku w punkcie Oy styczny do
bokéw AB, BC i C'D w punktach odpowiednio P;, Q2 i Re. Prowadzac odcinki
011’:)17 OlQl, OlRl oraz OQPQ, OQQQ, 02R2 dostajemy deltoidy: APlOlQl,

18



DO1Q1 Ry, BP,O2Q2, CQ202R, oraz szeéciokat PoOs Ry R0, Py. Pozostaje

zauwazy¢, ze kazdy z powyzszych wielokatow ma o symetrii. O
14. Niech ay,aq,...,a, dla n > 3, beda parami wzglednie pierwszymi licz-
bami calkowitymi dodatnimi. Zalézmy, ze liczby H a; daja reszte r przy dzie-
i£k
leniu przez aj dla k € {1,2,...,n}. Pokazaé, ze r < n — 2.
Rozwigzanie:
Jezeli r = 0, to problem jest trywialny. Zalézmy, ze r > 0. Niech P := H ag,
P
Pi=—= H a;. Rozwazmy sume S := P+ P, +. ..+ P, —r. Latwo widzimy,
a;

ik
ze ay | S dla dowolnego k € {1,2,...,n}, gdyz

S:P1+P2++(Pk77’)++Pn

oraz a; | Py dlal # k i ay | Py — r. Poniewaz liczby aq,as,. .., a, sa wzglednie
pierwsze, wiec P | S. Zatem S > P, stad dostajemy nier6wnosé

P1+P2+...+Pn:S+T‘>P,

P
z ktérej wnosimy, ze istnieje j € {1,2,...,n} takie, ze P; > —. Oznacza to, ze

a; <naponiewaz r < aj, wiecr<a;—1<(n—1)—1=n-2. O

15. W Jodtéwee Tuchowskiej znajduja sie trzy szkoly A, B i C. Do kazdej ze
szkét uczeszeza co najmniej jeden uczen. Wiadomo, ze wsréd dowolnych trzech
uczniéw, po jednym z kazdej szkoly, istniejg dwaj uczniowie ktérzy sie wzajem-
nie znaja oraz dwaj ktorzy si¢ wzajemnie nie znaja. Pokazaé, ze spelniony jest
co najmniej jeden z ponizszych warunkéw:

e Istnieje uczen ze szkoly A znajacy wszystkich uczniéw ze szkoly B,
e Istnieje uczen ze szkoty B znajacy wszystkich uczniéw ze szkoty C,

e Istnieje uczen ze szkoly C znajacy wszystkich uczniow ze szkoly A.

Rozwigzanie:

Zalézmy przeciwnie i rozwazmy ucznia a ze szkoly A, ktory zna jak naj-
wiecej uczniéw ze szkoly B. Istnieje uczen b € B nieznany przez ucznia a.
Podobnie, mozemy wzigé¢ ucznia ¢ € C nieznanego przez ucznia b i nieznaja-
cego pewnego ucznia a’ € A. Stosujac zalozenie zadania dla zbioréw uczniéw
{a,b,c}i{d,b,c} widzimy, ze pary uczniéw a i c oraz a’ i b znaja sie wzajemnie.
Jako, ze b zna a’ 1 nie zna a wnosimy, ze a # a’. Na podstawie maksymalno$ci
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w wyborze ucznia a dostajemy, ze istnieje uczen b’ € B, znany przez a ale nie
przez a’. JeSli teraz uczniowie b’ i ¢ sie znaja to w zbiorze {a,b’,c} nie znaj-
dziemy dwdéch uczniéw, ktorzy sie nie znajg wzajemnie — sprzecznosé. Zatem
uczniowie b’ i ¢ si¢ wzajemnie nie znaja, jednakze oznacza to, ze w zbiorze
{d’, ¥, ¢} nie ma dwdch uczniéw, ktérzy sie wzajemnie znaja — co jest niemoz-
liwe. Uzyskana sprzeczno$é¢ konczy dowdd. O

Rozwiazanie:

Przypuéémy, ze teza zadania nie jest spelniona. Rozwazmy pelny graf trdj-
dzielny o wierzchotkach w zbiorze oséb A U B U C. Malujemy jego krawedzie
na dwa kolory w ten sposob, ze krawedz jest czerwona jezeli osoby si¢ zna-
ja, za$ zielona jezeli si¢ nie znaja. Wybierzmy minimalny cykl jednokolorowy

postaci ay, by, c1,a9,ba,co, ..., ak, bk, cr. Taki cykl istnieje poniewaz z kazdego
wierzchotka istnieje co najmniej jedna zielona krawedz do osoby z nastepnej
szkoty.

Przypus$émy, ze k > 2. Z warunkéw zadania wynika, ze krawedzie byag i agcs
sg przeciwnego koloru niz cykl, czyli bycs jest tego samego koloru co wyjsciowy
cykl. Mozemy dzieki temu skrécié¢ cykl do ay,b1,co,as,. .., ak, by, ck. Wobec
tego k = 1, ale jest to sprzeczne z warunkami zadania. O

16. Czy istnieje ciag {a,}°2, parami wzglednie pierwszych liczb natural-
nych taki, ze dla dowolnej liczby naturalnej n wielomian

ag+ a1z + ...+ a,z"

nie jest iloczynem niestalych wielomianéw o wspélczynnikach catkowitych?

Rozwigzanie:

Lemat. Jesli f(x) = ana™ + ap_12" "1 + ... + ag jest wielomianem o wspéi-
czynnikach catkowitych w ktorym liczba ag jest pierwsza oraz spetniony jest
warunek

laol > |ar] +[az| + ... + [an]

wowczas f jest nierozkladalny w Z[X].
Dowdd. Pokazemy najpierw, ze f nie posiada pierwiastkéw w kole
D={zeC: |z] <1}

Zalézmy przeciwnie tzn. f(xg) = 0 dla z¢ € D, wéwezas

lao| = | f(z0) — (anzy + an_lxg‘l +...a1x0)| =

= (an®h + apn_12p 4. arz0)| <
<lan| - |ol™ + lan—1] - |wo[" ™" + ... + |a1| - Jzo| <
< lar| + lag| + ...+ |an],
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sprzeczno$é¢ z warunkami zadania.

Przypus$émy, ze f(z) = g(z)h(z), gdzie g, h € Z][X|]. Poniewaz ag jest liczba
pierwsza, wiec wyraz wolny jednego z wielomianéw g lub h jest na modut
réwny 1, jednakze na mocy wzordéw Viety modul wyrazu wolnego jest modutem
iloczynem pierwiastkéw wielomianu, ktére jak wiemy maja modul wigkszy niz
1. Uzyskana sprzecznos¢ konczy dowod. O

Niech ag = 2, a7 = 3. Zalézmy, ze mamy nierozkladalny wielomian
f(@) = apa™ +an_ 12" 4+ ... +ag

o wspolczynnikach bedacych liczbami pierwszymi. Rozwazmy liczbe pierwsza
Gn41 taka, ze ap11 > an + ap—1 + ... + a1 + ag. Zaltézmy, ze wielomian

f(@) = angprz™ ™ +anz” + ...+ a1z +ag

jest rozkladalny tzn. f(z) = g(z)h(x) dla pewnych wielomianéw g, h € Z[X].
Wowczas

~ (1 1 1
An+1 + @n@ + ...+ a1z™ + agr" T = 2" f <> =" <> o <) B
x x

—alg (1) () = i) o),

gdzie §,h € Z[X] il = deg(g), k = deg(h). Zatem powyzszy wielomian jest

rozkladalny w Z[X]| — co jest sprzeczne z lematem.
Skonstruowali$my zatem ciag liczb pierwszych {a, } 2, spelniajacy warunki
zadania. 0
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Grupa Zaawansowana

1. Niech z1, x2, 23, x4 i x5 beda liczbami rzeczywistymi o zerowej sumie.
Pokazaé, ze

|cos 1| + | cosxa| + |coszs| + | cosxy| + |coszs| > 1

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

|sin(x 4+ y)| < min{|cosz| + | cosyl, | sinz| + |siny|}

oraz
|cos(z + y)| < min{|sinz| + |cosyl,|siny| + | cosz|}.

Zatem

1=|cos(z1 + @2+ 3+ x4 +x5)| < |cosxy| + |sin(xg + 23 + 24 + 25)| <
< |coszy| + | cosaa| 4+ |cos(zg + x4 + 5)] < |cosxy| + |cosza| + | cosas|+

+ |sin(zq + x5)| < |cosz1| + | cosza| + | cosxs| + | cosz4| + | cos x5].

O

2. Dana jest liczba naturalna n > 3. Udowodni¢, ze liczba 22 4 1 ma
dzielnik pierwszy, ktéry jest wiekszy niz 2772(n + 1).

Rozwiazanie:

Udowodnijmy najpierw, ze dla dowolnej liczby pierwszej p takiej, ze p |
22" 41 zachodzi p = 1 (mod 27+1).

Niech k bedzie najmniejsza liczba calkovvltq dodatnig dla ktérej 2F = 1
(mod p). Skoro 22" = —1 (mod p) oraz 22" =1 (mod p) to k = 2"*1. Po-
nadto z malego twierdzenia Fermata, wynika, ze k | p — 1, a to chcieliémy
pokazaé.

Powréémy do rozwigzania zadania. Niech 22" + 1 = pips . .. pym bedzie roz-
ktadem na (niekoniecznie rézne) czynniki pierwsze liczby 22" 4-1. Niech ponadto
p; =2k, +1dlai=1,2,...,m. Aby rozwigzaé zadanie, wystarczy pokazaé,
ze dla pewnego i zachodzi k; > 2(n + 1).

n

Udowodnijmy najpierw, ze m < —7 Istotnie, mamy
n

22 41 =pips. > (2 4 )™ > onHm 4
tad o < 2"
S IZ€CZYWISCIE T & .
a y —
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Oszacujmy teraz sume ki + k2 + ... + k,, z dotu. Poniewaz, n > 3 to
2™ > 2n + 2, zatem zachodzi

1=2%"41= (2" k41 ... (2" ke +1) = 2" (ki +. . Ak )1 (mod 22772,

Oznacza to, ze 2" L | ky + ...+ ky,, czyli w szczegdlnosci 27 < ky + ...+ k.
Oznaczmy przez K maksymalna z liczb k; dlat =1,2,..., m. Laczac otrzy-
mane oszacowania dostajemy, ze
2'!1
n+1

M ki 4k <MK < K.

Stad K > 2(n + 1) i mamy teze.

3. Niech S = {1,2,...,n} oraz k € S. Wykaza¢, ze istnieje dokladnie
kn™~! funkcji f: S — S, takich, ze dla dowolnego s € S istnieje takie j > 0,
ze fi(s) < k, gdzie f7(z) oznacza j-krotne zlozenie funkcji f.

Rozwigzanie:

Powiemy, ze funkcja f: S — S jest dobra dla k, jezeli spelniony jest warunek

dla dowolnego s € S istnieje takie j > 0, ze f7(s) < k.

Ustalmy n, bedziemy dowodzié¢ teze zadania indukcyjnie po n — k. Jezeli
k = n to teza zadania jest oczywiscie spelniona. Wezmy dowolne k£ < n i
zalézmy, ze teza zadania jest spelniona dla k' > k.

Policzmy te funkcje f: S — S, ktore sa dobre dla k + 1 ale nie sa dobre
dla k. Wezmy taka funkcje i rozwazmy ciag k + 1, f(k + 1), f(f(k + 1)),....
Skoro funkcja jest dobra dla k£ 4+ 1 i nie jest dobra dla k to ciag ten musi by¢
okresowy, oraz jego elementy musza by¢ réwne co najmniej k + 1. Oznaczmy
zbidr elementéw tego ciagu przez C, niech C' ma [ elementéw. Elementy zbioru
n—k—1

-1
sposob6w. Poza cyklem C funkcja f musi spetnia¢ warunek

C mozemy wybraé¢ na ) sposobéw, za$ strukture cyklu C na (I —1)!

dla dowolnego s € S istnieje takie j > 0, ze f7(s) € {1,2,...,k}UC. (1)

Liczba wyboréw takich funkcji to z zalozenia indukcyjnego to (k+1)n"~t. Jed-
nak my ustaliliémy wartosci tej funkcji na zbiorze C, zauwazmy, ze zmiana
wartosci funkcji na zbiorze C nie moze sprawié¢, ze funkcja przestanie spet-
nia¢ warunek [I| Czyli doktadnie 1/n! z tych funkcji spelnia nasze zalozenia
o wartoéciach na zbiorze C'. Ostatecznie przy ustalonym C' tych funkcji jest
(k + n"~1=L. Mamy

= n—k—1 n—1-1 __.
;( o >-(l—1)!-(k+l)n =M
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funkcji dobrych dla k+1, ktére nie sa dobre dla k. Aby wykonaé krok indukcyjny
wystarczy pokazaé, ze M = n”~ . Mamy
n—k
M= (n—k-1)(n—(n—(k+1)n" "

=1
n—k n—k
= Z(n —k—1EEpnt Z(n — k-1 (n -k —n it
=1 =1
n—k n—k
. + Z(n k- 1)l—71nn—l _ Z(n k- 1)Lnn—l—1
=2 =1
::nnfl

gdzie 2 = z(x — 1)...(z — (m — 1)). Czyli istotnie M = n"~! i teza zadania
jest spelniona. O

4. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Okrag w jest
styczny do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach M i N oraz do okregu
opisanego na trojkacie BOC. Pokazadé, ze prosta M N polowi odcinek AI, gdzie
I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC.

Rozwiazanie:

Niech v oznacza przeksztalcenie bedace ztozeniem inwersji o sSrodku w punk-

cie A i promieniu 4/ %AB - AC z symetria wzgledem prostej AI. Niech X’ ozna-
cza obraz punktu X poprzez przeksztalcenie 1.

Zauwazmy, ze B’ oraz C’ sg $rodkami bokéw odpowiednio AC' i AB. Niech
H 4 bedzie rzutem prostokatnym punktu A na prostag BC. Wykorzystujac do-
brze znany wzor na pole tréjkata majac dane jego boki oraz dlugo$é¢ promienia
okregu opisanego widzimy, ze
AB-BC-CA 2[ABC] 1

A[ABC]  BC R AB-AC,

AO-AH, =

gdzie [F] oznacza pole figury F. Wobec tego O' = H 4. Zatem obrazem okregu o
— opisanego na trojkacie BOC poprzez v jest okrag wgp — opisany na trojkacie
B'C’'H 4, ktéry jest okregiem FEulera tréjkata ABC.

Niech w4 bedzie okregiem dopisanym do tréjkata ABC' stycznym do boku
BC. Na podstawie znane twierdzenia Feuerbacha wiemy, ze okregi wg i wa sa
styczne zewnegtrznie. Poniewaz obraz okregu w poprzez v jest okregiem stycz-
nym do prostych AB i AC oraz stycznym do obrazu okregu o (czyli do wg),
wiec jest to okrag wa! Wobec tego punkty M’ i N’ sa punktami stycznodcei w4
z prostymi odpowiednio AC i AB, wiec

AM - AM' = AN - AN’ = %AB-AC’.

24



Niech S bedzie srodkiem odcinka M N. Zauwazmy, ze trojkaty AM.S oraz
AI M’ sy podobne, gdzie I, oznacza $rodek okregu w,. Zatem

_ AM'-AM  3AB-AC

A
S Al Aly

Korzystajac ze znanego faktu, ze obrazem okregu wpisanego w tréjkat ABC
wzgledem inwersji o srodku w punkcie A i promieniu v AB - AC, jest okrag w4
wnioskujemy, ze Al - Al4 = AB - AC, stad

%AB-AC’
AS Aly 1
AT~ AB-AC T 2
Aly
wiec AI =2AS, stad AS = S1. O

5. Wysokoéci AA;, BB; i CC} tréjkata ABC przecinajg si¢ w punkcie H.
Proste przechodzace przez H i prostopadte do prostych B1C; i A;Cy przecinaja
proste odpowiednio CA i CB w punktach P i @ (w tej kolejnosci). Pokazaé, ze
prosta przechodzaca przez C i prostopadla do A1 B; polowi odcinek PQ.

Rozwiazanie:

Rozpatrujac jednokladnosé ¢ o srodku w punkcie C' przeprowadzajaca H
na C1, niech ¢(P) = Py oraz ¢(Q) = Q1. Zauwazmy, ze P,C; L B;C oraz
C1Q1 L A1Cy. Niech N bedzie rzutem punktu C na By A;. Wystarczy pokazad,
ze C'N potowi odcinek P Q.

Niech K i L beda rzutami punktéw odpowiednio P; i 1 na prosta A; Bj.
Woéwezas czworokaty K B1C1 Py i LA1C1Q: sa deltoidami, gdyz <ABC, =
A, B,C oraz $CA, B, = 4$C1 A, B. Zauwazmy, ze

KL= KBl + BlAl + LA1 = BlC’l + BlAl + A101 = obwdd A13101 = 2]9

Poniewaz C' jest $rodkiem okregu dopisanego tréjkata A; B1Cy, a N punk-
tem stycznosci z B1 A, to BN = p— B1Cy, stad KN = B1C1+p— B1Cy = p,
wiec N jest srodkiem odcinka K L. Latwo zauwazy¢, ze K Py || LQ1 || CN, stad
CN potowi PQ;. O

Rozwiazanie:

Wykorzystamy dobrze znany lemat:

Lemat. Punkt S lesy wewnqgtrz tréjkgta ABC i spelnia réwnosci $SAC =
ISBC oraz $CBS = SACS. Wéwczas prosta AS jest symediang w tréjkgcie
ABC.
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Dowdéd. Niech CS przecina prosta AB w punkcie T. Wéwczas
BT _[ABS] _ (ACY’
TC [ACS] \BC) '’
gdyz trojkaty ASC i BCS sa podobne. Wobec tego AS jest symediang w
trojkacie ABC. O
Zauwazmy ze w trojkacie PQC mamy

IPCH = SHA,C, = SCQH.

Analogicznie $HPC = $HCQ. Stosujac powyzszy lemat dostajemy, ze CH
jest symediana w trdjkacie PCQ, stad prosta [ — izogonalnie sprzezona do CH
potowi odcinek PQ. Pozostaje zauwazyé, ze | 1. A1 B; — co jest konsekwencja
faktu, iz srodek okregu opisanego i ortocentrum w tréjkacie ABC' sa izogonalnie
sprzezone. O

6. Pokazac, ze istnieje nierozkladalny wielomian P postaci
P(X) = X2016 + a2015X2015 + ...+ alX + ap,

gdzie ag, ai, ..., a2015 $a niezerowymi liczbami calkowitymi taki, ze |P(x)]| jest
liczba ztozona dla dowolnej liczby catkowitej x.

Rozwiazanie:

Rozpatrzmy wielomian

P(X) = X016 4 210(X201% 4 X201 ... 4 X?) + 105X + 12.

Stosujac kryterium FEisensteina dla p = 3, widzimy, ze wielomian P jest nie-
rozkladalny. Ponadto P(x) jest liczba parzysta dla dowolnej liczby catkowite]
x.

Pozostaje pokazaé, ze réwnanie |P(x)| = 2 nie ma rozwiazania w liczbach
calkowitych. Jesli P(xz¢) = 2 dla pewnego zy € Z, to wielomian

P(X) —2=X%10 4 210(X21% 4 X201 ... 4+ X?) + 105X + 10

ma pierwiastek calkowity, wiec jest rozktadalny — co jest sprzeczne z kryterium
FEisensteina dla p = 5.
Jesli P(xp) = —2 dla pewnego ¢ € Z, to wielomian

P(X) 42 = X?016 1 210(X21% 4 X201 1 ... 4 X?) + 105X + 14

ma pierwiastek catkowity, wigc jest rozkltadalny — co jest niemozliwe dzigki
kryterium FEisensteina dla p = 7. O
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Rozwiazanie:
Biorac wielomian

P(X):X2016+29(X2015+X2014+"'+X2+X)+29'14

widzimy, ze kryterium FEisensteina dla p = 29 daje nam nieroktadalnosé P.
Ponadto modulo 7 nasz wielomian jest postaci

P(X) = X2016 4 x2015 4 y2014 o 4 x2 4y
wiec
o jesli 7|z, to 7| P(x),
e jesSli7|xz—1, to
2?00 4 2015 4 20 g 22 2 =0 (mod 7),
wiec 7 | P(z),

e w pozostalych przypadkach na podstawie twierdzenia Fermata wiemy, ze
2% =1 (mod 7) dla dowolnej liczby z € Z, stad 22°*¢ = 1 (mod 7), wiec
2016 __ 1

Pla) = 22016 12015 4 p201 02 0y (x :
- —

) =0 (mod?7).

Pozostaje sprawdzi¢, ze dla dowolnej liczby # € Z mamy, ze |P(x)| # 7,
jednakze jest to oczywiste po rozpatrzeniu réwnania

X2016 4 9g( X 2015 4 X201 4 o X2 4 X) 42914 = 47

modulo 2. O

7. Niech a > 1 bedzie liczba calkowita dodatnig. Udowodnié, ze istnieje
taka liczba calkowita nieujemna n, ze liczba 22" + a nie jest pierwsza.

Rozwigzanie:

Przypuéémy, ze liczba 22" +a = p,, jest pierwsza dla dowolnego n. Wybierz-
my n takie, ze n > va(a — 1). Wéwezas v2(22" +a — 1) = va(a — 1) < n, wobec
tego mozemy dobraé¢ tak pewng liczbe calkowita dodatnia k, zeby

2" 4 (a—1)] 2"(2F - 1).
Mamy wéwczas

gntk = gn (mod 22" 4 (a—1)=v(pn)),
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stad
2n+k

2 =22" (mod p,)

Dodajac obustronnie a do powyzszej kongruencji mamy

2n+k

Dnik =2 +a=0 (mod p,).

Sprzecznosé. O

8. W szachownicy n x n wpisano liczby od 1 do n? w taki sposéb, ze liczby
wpisane w dwa pola dzielace wspdlny bok, réznia sie o co najwyzej n. Pokazaé,
ze istnieje kwadrat 2 x 2 taki, ze sumy liczb wpisanych na przekatnych tego
kwadratu sa rowne.

Rozwigzanie:

Lemat. W szachownicy n x n wpisano liczby od 1 do n?. Wéwczas dla kazdej
kolumny o numerze i znajdziemy pare (a;,b;) liczb wpisanych w sgsiadujgce
pole tej kolumny o tej wlanosci, ze

n

Z(bl — ai) > n2.

i=1

Dowdd. Niech m bedzie najmniejszg liczba dla ktoérej istnieje wiersz lub ko-
lumna ztozona z liczb nie wigkszych niz m. Bez szkody mozemy zalozy¢, ze m
lezy w pierwszym polu pierwszego wiersza.
Rozpatrzmy teraz j - ta kolumne (a )?:1.
Niech _
19 :min{i | a] € {m+1,m+2,...,n2}},

takie i istnieje dzieki minimalnosci m oraz iy # 1, gdyz a{ <m—1. Na
mocy poczynionych wyboréw ago_l < m — 1. Zatem dla kolumny o numerze
j # 1 znalezliSmy sasiednia pare (a;,b;) := (al _;,al ) taka, ze a; < m < b;.

io—1 %
Jezeli w kolumnie pierwszej znajduje si¢ licz’(t))a WiQf(SZ& niz m to powtarzajac
to samo rozumowanie znajdziemy sasiednie liczby (a1,by) takie, ze a1 < m i
b1 > m + 1. Jezeli w rozwazanej kolumnie nie ma liczb wiekszych od m, to
istnieje para sasiednich liczb (a1, b1) taka, ze a3 < m — 1 oraz by = m.
Istnieja zatem liczby catkowite A < B takie, ze

max{ai,as,...,a,} < A oraz B < min{by,ba,...,b,}

oraz (A, B) € {(m,m+1),(m —1,m)}. Zatem

- n—1
ZZJ:bi>B—&-(B+1)—|—--~+(B-i—n—l):(B—k 5 )n (2)
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oraz

- n—1
ZZJ:ai<A-l—(A—1)+-~-+(A—n—|—1):(A— 5 )n (3)

Ostatecznie, wiec

- —1 -1
Z(bi—ai)> (B+n2 )n—(A—n2 )nzn(B—A)+n2—n>n2.

i=1

Rozwazmy pary (a1,b1), (ag,b2),..., (an,by), ktére istnieja na podstawie
lematu i nazwijmy je fajnymi. Dzieki warunkom zadania wiemy, ze b; —a; < n
dlad e {1,2,...,n}, stad i z lematu dostajemy, ze

n n
CED DURIAED g
i=1 i=1
Wobec tego wszystkie nieréwnosci staja si¢ rownosciami, wiec b; — a; = n
dla i € {1,2,...,n}. Wykorzystujac ponownie nieréwnosci i z lematu
widzimy, ze staja sie one réwnoéciami, wiec fajne pary to dokladnie

(m+1—nm+1), (m+2—n,m+2), ..., (m—1,m+(n-1)), (mm+n)

lub
(m—n,m), (m+1—nm+1), ..., (m—1,m+(n—-1)).

Oczywiscie innych fajnych par nie ma.
Rozwazmy pare (ag,be) oraz liczby z i y nalezace do pierwszej kolumny
takie, ze pary (z,as2) 1 (y,b2) sa wpisane w sasiednie pola. Zauwazmy, ze

z,yg{m—(n—1),...,m—1}, (4)

gdyz liczby z tego zbioru naleza do fajnych par nalezacych do wszystkich ko-
lumn z wylaczeniem pierwszej. Analogicznie

ryg{m+1,...,m+n—1} (5)

Na podstavvle warunkéw zadania wiemy, ze y > bo —n > m+ 1 —n a poniewaz
zachodzi wiec y > m + n.

Gdybyy>m—|—n, tox>y—n>m+n—n=m, wiec z > m+n, gdyz
mamy . Korzystajac z powyzszego dostajemy, ze t —ag > m+n—m =mn
— co jest sprzeczne z warunkami zadania, gdyz x i as sa wpisane w sasiednie
pola.

Ostatecznie y = m 4+ n a poniewaz (x,a2) 1 (z,y) sa sasiednie, to mamy
nieréwnoéci * > y —n =moraz m > ay > * —n = x < m + n, ktére w
polaczeniu z daja rownos¢ x = m. Rozpatrujac kwadrat 2 x 2
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X ag
y | b

i powyzsze rownosci widzimy, ze © +bs = m 4+ as +n =y + as. O

9. Niech Py, Ps, ..., P, beda punktami na plaszczyznie. Udowodnié, ze dla
pewnego ¢ od 1 do n zbiér odlegloéci pomiedzy punktem P; a pozostalymi
punktami ma co najmniej (n — %) — % réznych elementéw.

Rozwiazanie:

Niech m oznacza maksymalng liczbe réznych odleglosci z jednego z punk-
tow. Niech ponadto P, bedzie punktem najbardziej na lewo. Oznaczmy przez
s liczbe réznych odleglosci z P;. Ponadto niech ¢ oznacza maksymalng liczbe
punktow ktére sa w tej samej odlegtosci od P;. Mamy

st>n—1, oraz, m > max{s,t—1}.

(Nieréwnosé m > t—1 zachodzi poniewaz t punktéw lezy na pewnym poélokregu
i tworza one co najmniej ¢t — 1 réznych odlegloéci od punktu brzegowego).

Wynika stad, ze m(m+1) >n—1, czylim > y/(n—3) — 1 . O

10. Niech I bedzie srodkiem okregu w wpisanego w trojkat ABC. Okrag
o opisany na trdjkacie BIC' przecina w w punktach X i Y. Wspdlne styczne
zewnetrzne do o i w przecinaja sie w punkcie Z. Pokazaé, ze okrag opisany na
tréjkacie XY Z jest styczny do okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze punkt M — $érodek tuku BC (niezawierajacego punktu A),
jest srodkiem okregu o. Oznaczmy przez D punkt stycznosci w z BC. Niech
prosta Al przecina w w punktach 7' i W przy czym, W lezy na odcinku I M.

Poniewaz Z jest srodkiem jednokladnosci zewnetrznej okregdéw o i w widzimy,

ZT r
ze 77 = gdzie r i r, to dlugoséci promieni okregéw odpowiednio w i o.
Ta

Jednakze ZT = ZI — r, wice ZI = — % Zatem

a

,,,2

MW -MZ = (rq —7)(rq + ZI) = (rg —7) - —%— =12,

Tq—T
Rozpatrzmy teraz inwersje wzgledem okregu o. Wystarczy pokazacd, ze ob-
razy okregéw opisanych na tréjkatach XY Z i ABC sa styczne. Zauwazmy, ze
obrazem okregu opisanego na trojkacie ABC jest prosta BC. Na podstawie
powyzszej zaleznodci punkt W jest obrazem punktu Z wzgledem tej inwersji.
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Ponadto punkty X iY sg punktami stalymi tego przeksztalcenia, wigc obrazem
okregu opisanego na tréjkacie XY Z jest w. Oczywiscie okrag w jest styczny do
BC, wobec tego pokazaliSmy teze zadania. O

11. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, c za-
chodzi nieréwnos¢

\/a4—|—2b262+\/b4+202a2+\/C4+2a2b2 S atba
a? + 2bc b2 + 2ca c? + 2ab Za “

Rozwigzanie:
Z nieréwnosci Holdera dostajemy

(a* + 0P + ) (a+b+c)(a+c+Db) > (a® + 2bc)3.

at 4 2b2c2 a? + 2be
\/ > .
a2 + 2bc a+b+c

Sumujac trzy analogiczne nieréwnosci otrzymujemy

Wynika stad, ze

a? + 2be b2 + 2ac &+ 2ab
+ +
a+b+c a+b+c a+b+c

LHS > =a+b+ec.

12. Niech ¢ oznacza funkcje Fulera. Wykazaé, ze istnieja liczby calkowite
dodatnie a; < ag < ... < aggig takie, ze

plar) > p(az) > ... > p(aie).
Rozwiazanie:

Lemat. Niech u < v bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Dla dowolnej
nieparzystej liczby pierwszej p istniejq liczby catkowite dodatnie e i b takie, Ze

u < ZQLZ <w.
Dowdéd. Zapiszmy zadane nieréwnosci w postaci
log, u+ blog, 2 < e <log, v +blog, 2,
wobec tego wystarczy aby dla pewnego b w przedziale

(logp u+ blog, 2,log, v + blog,, 2)
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byla liczba catkowita. Jezeli {log,v} < {log,u} to przedzial ma dlugoé¢ co
najmniej 1 i bez trudu dobieramy b. W przeciwnym razie, poniewaz dla dowolnej
liczby niewymiernej a ciag {na}5  jest gesty w [0, 1] (twierdzenie Kroneckera),
to mozna dobraé liczbe naturalng b tak, aby

1 —{log, v} < {blog, 2} < 1 — {log, u}.
Wtedy do b mozna dobraé e tak aby zadana nieréwnosé byla spelniona. O

Niech pj oznacza k-ta liczbe pierwsza. Niech N bedzie odpowiednio duza
liczba naturalng (jej wielko$é bedzie widoczna na podstawie konstrukeji liczb
speliajacych warunki zadania). Rozwazamy cigg postaci ap = 2V %k pyk dla

k=1,2,...,2016. Nier6wnos¢ ax < ag41 jest rownowazna
N—xy, €k N—=Tpy1,,Ck+1
2 Py <2 Dra1
czyli
p@k+1
—ZTk  Ek k+1
27k pk < T

Natomiast nieréwnos$¢ p(ag+1) < ¢(ar) jest réwnowazna

1 1
2N—rkpek (1 _ ) > 2N—xk+1p€k+1 (1 _ ) .
g Dk o Pr+1

Czyli obie nieréwnosci sa rownowazne

€
2—mk e pklf:ll 2—xk ek | pk(pk-‘rl - 1)
P < DY < A
Pr+1(pr — 1)

Na podstawie lematu widzimy, ze majac dane x, e, mozemy dobraé¢ xy41,€x+1-
Oznacza to, ze teza zadania jest spelniona. O

13. Dane sg takie liczby calkowite dodatnie a,b,c,z,y i z, ze
abc+zyz=ab+bc+ca—axy—yz—ze =0 (moda+b+c+z+y+2).

Pokazaé, ze liczba a + b+ ¢ + = + y + z jest zlozona.

Rozwiazanie:
Niech p = a+b+c+x+y+ z bedzie liczba pierwsza. Rozwazmy wielomian

PX)=(X+a) (X +b)(X +¢)— (X —2)(X —y)(X — 2).

Latwo zauwazy¢, ze jego wspoétczynnikami sa liczby p, ab+bc+ca—xy—yz —zx
oraz abc + xyz czyli liczby podzielne przez p. Zatem liczba

P(z) = (¢ + a)(x + b)(z + <)
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jest réwniez podzielna przez p, jednakze oznacza to, ze ktoras z liczb x + a,
x+b lub x + ¢ jest podzielna przez p, co jest niemozliwe, gdyz kazda z nich jest
liczba niezerowa i mniejsza od p. Sprzeczno$é¢ konczy dowdd. O

14. Niech N oznacza zbiér liczb calkowitych dodatnich, ponadto niech f*
oznacza k-krotne zlozenie funkcji f. Funkcje f : N — N nazwiemy {adng jezeli
rownosé ,

70 n) =,
zachodzi dla dowolnego n € N. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie
m, ze dla dowolnej tadnej funkcji zachodzi f2°16(m) = m.

Rozwiazanie:

Niech f bedzie tadna funkcja. Ustalmy pewna liczbe naturalng a i rozwazmy
ciag a, = f"(a), z warunkéw zadania wynika, ze jest to ciag okresowy, niech
m bedzie minimalnym okresem tego ciggu. Z warunkéw zadania mamy, ze

m | ff(al)(az) = faiJrl (ai) = Qita;y1 = Q(i+a;11) (mod m),

dla dowolnego i. Zauwazmy, ze skoro ciag a, jest okresowy o okresie m to z
warunku m | a;+1 wynika m | a;. Oznacza to, ze wszystkie liczby w ciagu a,
sq podzielne przez m.

Przejdzmy do rozwiazania zdania. Liczbami spelniajacymi warunki zadania
sa dzielniki liczby 2016. Istotnie, wezmy d | 2016 i pewna ladna funkcje f.
Rozwazmy ciag d,, = f™(d). Oznaczmy przez m dlugosé jego okresu. Wowczas
z powyzszych rozwazan wynika, ze m | d | 2016 i stad f™(d) = d implikuje
f2016(d) =d.

Pokazmy teraz, ze zadne inne liczby nie spetniaja warunku zadania. Ustalmy
liczbe m taka, ze m { 2016. Skonstruujemy tadna funkcje f tak, aby f2016(m) #
m. Niech f(km) = (k+1)m dlak=1,2,...,m — 1 oraz f(m?) = m, ponadto
niech f(n) = n dla pozostalych n. Bez trudu sprawdzamy, ze ta funkcja jest
ladna, ponadto ciag a,, = f(m) jest okresowy o okresie m, czyli f2016(m) = m
oznacza m | 2016 — sprzecznosé. O

15. W tréjkacie ABC punkty O i I sa odpowiednio srodkami okregdw
opisanego i wpisanego. Punkty D, E i F lezace na bokach odpowiednio BC,
CA i AB sy takie, ze BD + BF = CA oraz CD + CE = AB. Okregi opisane
na tréjkatach BFD i CDE przecinaja si¢ w punkcie P # D. Pokazaé, ze
OP =0l.

Rozwiazanie:

Warunki w tresci zadania implikuja réwniez, ze AF + AE = BC'. Niech
dwusieczna kata BAC przecina bok BC oraz okrag opisany na tréjkacie ABC
w punktach odpowiednio M i N. Ponadto niech okrag opisany na trdjkacie
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AFEF przecina prostag AM w punkcie L. WeZzmy punkt R na odcinku AB taki,
ze F lezy na odcinku AR oraz YARL = JRAL. Poniewaz na czworokacie
AFELF mozna opisa¢ okrag i FFL = LE, wiec tréjkaty AEL oraz FLR sa
przystajace, stad FR = AF = AR = BC — oznacza to, ze tréjkaty BNC' i
ALR sg przystajace, wiec AL = BN.

Na podstawie dobrze znanego lematu wiemy, ze IN = BN = NC = AL,
wiec punkt I jest obrazem punktu M w symetrii wzgledem srodka odcinka
AN = OI = OL. Na podstawie twierdzenia Miquela punkt P lezy na okre-
gu w — opisanym na tréjkacie BFD. Jesli teraz AI Nw = S, to rozumujac
analogicznie mamy, ze OS = OL = OI.

Bez szkody dla ogélnoéci przyjmijmy, ze punkt S lezy miedzy B i I oraz P
lezy po tej samej stronie prostej AI co punkt C' (dow6éd w przypadku innych
konfiguracji pozostaje ten sam). Widzimy, ze

YSIL = 4¥PDB = 4YPEC = SILP,

wiec na czworokacie ISLP mozna opisaé¢ okrag, jednakze punkty S, L, I leza
na okregu o érodku w punkcie O, wiec OP = OI. O

16. Niech S(k) oznacza sume cyfr liczby catkowitej dodatniej k. Dla liczby
calkowitej n > 2 przez f(n) oznaczmy najmniejsza liczbe catkowita dla ktorej

ostnieje n-elementowy zbidr liczb calkowitych A taki, ze S Z z | = f(n)dla

zeB
dowolnego niepustego podzbioru B C A. Pokazaé, ze istnieja liczby rzeczywiste

0 < k1 < ko takie, ze dla dowolnej liczby calkowitej n zachodzi nieréwnosé

k1 logign < f(n) < kologyyn.

Rozwiazanie:

Lemat. Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz liczby catkowitej 1 <
x < 10™ zachodzi réwnosé S(x(10™ — 1)) = 9n.

Dowdd. Niech x = agpar_1 -.-ag, gdzie k < n oraz ag # 0. Wtedy

x(lO"—l):akak_l...aOOO...O—akak_l...ao:
=ay...a2a1(a0 —1)99...9(9 —ax) ... (9 —a1)(10 — ag).

n—k—1

Zatem

S(x(10" — 1)) = S(z) — 1+ 9(n — k — 1) + 9k + 10 — S(z) = 9n.
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Lemat. Dia dowolnego n-elementowego zbioru liczb catkowitych A istnieje pod-

zbior B C A taki, zZe

zeB

Dowdd. Niech A = {ay,as,...,a,}. Rozpatrujac liczby
a, ay +ag, ..., a1 +ag+...+an

widzimy, ze albo ktéras z nich jest podzielna przez n albo dwie z nich daja jed-
nakowg reszte z dzielenia przez n. W pierwszym przypadku teza jest oczywista,
natomiast w drugim, réznica tych dwéch liczb, ktéra jest podzielna przez n ma
postaé a;, + ai, + ... + a;,,, wiec zbiér B = {a;,, a4y, ..., a;, } jest szukanym
podzbiorem A. O

Lemat. Dowolna wielokrotno$é liczby 10™ — 1 dla n € N ma sume cyfr nie
mniejszqg niz In.

Dowdd. Niech M = @pa,—1..- 6o (ap # 0) bedzie najmniejsza wielokrotnoscia
liczby a = 10™ — 1 i zalézmy, ze S(a) < In. Oczywiscie M > 10", stad p > n.
Rozpatrzmy liczbe N = M — 10P~"a. Wowczas

N=M-10°+10""" = (ap — D)ap—1ap—2 ... (@p—pn + 1)ap—n_1...a0.
Zatem
S(N)<ap—1+ap_1+...+ap—pny1+apr+1+a,_n_1+...4+a0=5SM) <9In

a poniewaz N jest wielokrotnoscia a, to uzyskaliSmy sprzecznosé z minimalno-
Scia M. O

Pokazemy, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n zachodzi nierdw-
nosc )
n(n +
oo+ 1) < f(n) < 9logsy (" 1)
z ktorej oczywiscie wynika teza zadania. Niech [ bedzie najmniejsza liczba
calkowity taka, ze
n(n+1)

100 — 1>
2

Niech
A={i(10'-1):1<i<n}.

Dzieki lematowi oraz powyzszej nierownosci widzimy, ze

S (;x> =9l
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dla dowolnego niepustego podzbioru B C A. Zatem f(n) < 9, stad

o < v (250 1),

Niech teraz m bedzie najwieksza liczba calkowita taka, ze n > 10" —1. Wow-
czas korzystajac z drugiego lematu wiemy, ze dla dowolnego n-elementowego
zbioru liczb calkowitych A istnieje podzbiér B C A. taki, ze

1om1s<zx>,
zeB
wiec na podstawie lematu trzeciego

S’(Zx) >m,

zeB
stad f(n) > m — co oczywiscie implikuje ostatnia nieréwnosé

logyo(n +1) < f(n).
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Mecz Matematyczny

1. Niech Rt oznacza zbiér dodatnich liczb rzeczywistych. Znalezé wszystkie
funkcje f: RT +— R™T takie, ze dla dowolnych liczby rzeczywistych dodatnich
x,y spelniona jest rownosé

(@ + ) f((f(2)y) = 2> f(f(2) + F ().

Rozwiazanie:

Oznaczmy nasze réwnanie przez (x) i potézmy (z,y) — (z,x) w (x). Wow-
czas dostajemy rownosé

F(f@)) = SF2f (). (6)
Przypuéémy, ze f(a) = f(b) dla pewnych liczb a,b € RT. Wtedy
(a+b)f(0f (b)) = (a+Db)f(bf(a)) = a®f(f(a) + (b)) = a*F(2£(})).

Dzigki (10) i powyzszej réwnosci widzimy, ze

(a-+0)% - F(27(0)) = a®F(21 ).

Zatem (a + b)b = 2a? lub inaczej (a — b)(2a + b) = 0, stad f jest iniekcja.
1+56
2

Niech teraz ¢ = . Podstawiajac (x,y) — (¢,1) w (%) dostajemy

réwnoéé
(c+1)f(f(e)) = Af(f(e) + f(1))

a poniewaz ¢ + 1 = ¢ > 0, wiec f(f(c)) = f(f(c) + f(1)). Jednakze f jest
iniekcja, stad f(c) = f(c) + f(1) = f(1) = 0 — sprzecznosé, gdyz 0 ¢ RT.
Ostatecznie, réwnanie (x) nie posiada rozwigzan. O

2. Nieujemne liczby rzeczywiste x1, xo, ..., X016 Sa takie, ze
Ty + Tip1 + x40 <1

dlai € {1,2,...,2016}, gdzie przyjmujemy, ze Ta017 = T1, T201s = T2. Wyzna-
czy¢ najwieksza mozliwa wartosé liczby

2016

E LiLij42.
=1
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Rozwiazanie:
Ustalmy 7 € {1,2,...,2016}. Nieujemno$¢ liczby x; wraz z warunkiem za-
dania daje nam nieréwnosé

2
TiTiy2 < Tit2 — Ljqyo — Li+1T5+42,
wiec

2016 201 2016

2 Z TiTiyo < (2,@, — (2!,1312 + 2$ixi+1)) = Z({El + .%‘iJrl) — (m, + .’L‘i+1)2 =
=1 =1

[=}
[=2)

B .
=]
_

1
1
=D (@i +zip1)(1 — (zi + iy1)) <2016 7 =204

%

[=2]

Il
-

gdzie w ostatnim kroku wykorzystaliémy nieréwno$é miedzy srednig arytme-
tyczng a geometryczng.
Ostatecznie, maksymalna szukana wartos¢ naszej liczby to 252 i jest reali-

1
zowana dla doboru liczb: z9; = 5 oraz T3i-1 = 0dlaie{l,2,...,1008}. O

3. Niech f i g beda wielomianami o wspotczynnikach rzeczywistych takimi,
ze punkty (f(i),¢(7)) dla 1 < i < 2016, sa na plaszczyZnie kolejnymi wierzchol-
kami 2016-kata foremnego. Pokazaé, ze co najmniej jeden z wielomianéw f i g
ma stopien nie mniejszy niz 2015.

Rozwigzanie:

Mnozac wielomiany f i g przez odpowiednia liczbe, mozemy zatozy¢, ze
wierzchotki (f(¢),g(7)) sa wierzchotkami 2016-kata foremnego wpisanego w
okrag o srodku w (0,0) i promieniu 1.

Istnieje kat « taki, ze

2km 2km
f(k) = cos <a + 2016) oraz g(k) = cos <a + 2016)

dla 1 < k < 2016.

Wykazemy przez indukcje, ze jesli powyzsza réwnosé zachodzidlal < k < n
to co najmniej jeden z wielomianéw f i g ma stopien nie mniejszy niz n — 1.
Wstawiajac za n = 2016 dostaniemy teze.

Dla n = 1 jest to oczywiste. Przyjmijmy, ze nasze stwierdzenie jest praw-
dziwe dla k < n. Rozpatrzmy wielomiany f(z) = f(z + 1) — f(z) oraz j(z) =
g(z + 1) — g(x) i zauwazmy, ze

f(k) = cos <a+2(k+1)7r) — cos (a+M> —

2016 2016
B ) v ) (2k+1)m
= ~2sin (2016) s (a o016 )
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oraz

dlal <k <n.
Stala sin (L
2016
wielomianéw f i § daje nam, ze jeden z nich ma stopien nie nizszy niz n — 1.
Jednakze dla niestalego wielomianu h, wielomian i = h(z+1)—h(z) ma stopien
o jeden mniejszy niz h, wiec stopienn co najmniej jednego z wielomianéw f i g
jest nie mniejszy niz n. O

) jest rézna od 0, wiec zalozenie indukcyjne zastosowane do

4. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby catkowitej dodatniej n. Pokazaé, ze
S(n!) = |logn].

Rozwiazanie:

Poniewaz 10987 —1 < n, to 10llen) — 1 | nl, stad na podstawie lematu z
zadania 8 wiemy, ze n! ma w zapisie dziesietnym co najmniej |logn| niezero-
wych cyfr, stad S(n!) > |logn]. O

5. Pokazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych n takich, ze
liczba n? + 1 jest bezkwadratowa.

Rozwiazanie:

Lemat. Dowolnej liczby pierwszej p rownanie
22 +1=0 (mod p?)
ma co najwyiej dwa rozwigzania w zbiorze {0,1,...,p* — 1}.

Dowdd. Oczywidcie mozemy zalozy¢, ze p # 2. Zalézmy, ze istnieje rozwiazanie
xo. Wowcezas —xg jest réwniez rozwiazaniem. Gdyby pewna liczba a & {xo, —xo}
byla rozwiazaniem, to p? | 3 — a® = (z9 — a)(xo + a), wiec p | (¥g — a) i

p|(zo+a),stadp|a=1=1+a?=0 (mod p?) — sprzecznodé. O

Przejdzmy teraz do rozwiazania zadania. Na podstawie lematu wiemy, ze
dla ustalonej liczby naturalnej N w kazdym ze zbioréw {1,2,...,p*}, {p* +
Lp?+2,...,2p°}, ..., {N —p> + 1, N — p? + 2,..., N} istnieja co najwyzej
dwie liczby catkowite n, ze p? | n? + 1. Zatem w zbiorze {1,2,..., N} istnieje

39



2N
co najwyzej —- liczb n takich, ze p? | n? 4+ 1. Oznaczajac przez Sy liczbe liczb
p

bezkwadratowych postaci n? + 1 w zbiorze {1,2,..., N} widzimy, ze

1
Sy>N-2N-( Y 2|
pEXN

gdzie X jest zbiorem liczb pierwszych nieparzystych, ktorych kwadrat dzieli
wyraz ciagu {n? + 1}neqi,2,... N} Zatem

1 111
Sy>N-2N-| Y — >N—2N-(32+52+62+...>>

11 1 11
>N—2N.(+++...>>N—2N~<+>>o

32 4.5 5-6 9 4
Otrzymaliémy wiec, ze w zbiorze {1,2,..., N} istnieje co najmniej jedna liczba
bezkwadratowa postaci n? + 1 — co oczywiécie implikuje teze zadania. O

6. Dane sg rézne liczby catkowite a,b > 1. Pokazaé, ze istnieje liczba cal-
kowita dodatnia n taka, ze liczba (a™ — 1)(b™ — 1) nie jest kwadratem liczby
caltkowitej.

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze jesli (a™ — 1)(b™ — 1) jest kwadratem liczby calkowitej dla
dowolnego n, to a = b.

Twierdzenie (Zsigmondy). Jesli a > b > 0 sq wzglednie pierwszymi liczbami
catkowitymi, to dla dowolnej liczby catkowitey n > 1 istnieje liczba pierwsza
p taka, Ze p | a® — b oraz p { a* — b* dla k < n, wykluczajoc nastepujgce
przypadki:

en=1oraza—b=1,
e n =2 oraz a+ b jest potegqg dwdjki,
en=6,a=2b=1.

Lemat. Zbiory dzielnikow pierwszych liczb a™—1 ¢ b™ —1 sq réwne dla dowolnej
liczby catkowitej n.

Dowdéd. Wystarczy pokazaé, ze jesli pla™—1, to p|b™ —1. Przypuéémy, ze p|a™ —1
ale p 1 b™ — 1. Wtedy v,(a™ — 1) jest parzyste, gdyz (a™ — 1)(b™ — 1) jest
kwadratem liczby catkowitej. Jednakze p 1 b™ — 1 implikuje, ze p 1 b"? — 1, wiec
vp(aP™ —1) =1+ vp(a™ — 1) musi by¢ nieparzyste, wige (a? — 1)(bP"™ — 1) nie
moze by¢ kwadratem liczby catkowite;j. O
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Lemat. Niech zi,x9,...,z, bedqg réZnymi liczbami wymiernymi, natomiast
C1,C2,...,Cn to liczby rzeczywiste. Wtedy jesli istnieje cigg liczb catkowitych
{s:}5°, taki, ze

khm (sk — (61561 + 021‘2 +...+ Cnxﬁ)) =0,
—o0

to wszystkie liczby x; dla i € {1,2,...,n} o module nie mniejszym niz 1 sq
catkowite.

Dowdd. Bez szkody zalézmy, ze |x;| > 1 dla wszystkich 1 <4 < n. Niech
qr = clx’f + CQ:L"; +...+ cn:c’:t,

i potézmy di = sx — qr. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Jesli n = 1, to dla
T = g, gdzie p, ¢ € Z, mamy

phH o
qSk+1 = PSE = ¢ (korl talE TP (dk + 01qk>>
= qdg+1 — pdi.

Ponadto limy_,« (qdg+1 — pdi) = 0, wiec lim,, ., (gsg+1 — psk) = 0. Jednakze
qSk+1 — PSy jest zawsze liczba calkowita, stad ¢spy+1 = psi dla odpowiednio
duzych k. Zatem, dla pewnego k i wszystkich catkowitych ¢ wiemy, ze

-(3)
Sk+i = | — Sk
q

Poniewaz cix’f jest nieograniczone oraz s — cix’f zbiega (przy odpowiednio
duzych k) widzimy, ze si1; # 0 dla odpowiednio duzego k, wiec g = 1.

Pokazemy teraz, ze jesli nasze stwierdzenie jest prawdziwe dla liczby natu-
ralnej n, to jest prawdziwe dla n 4 1. Niech

anrl

Tn41 =
dn+1

dla pewnych liczb calkowitych p,, ¢, € Z. Wtedy

phtt &
_ k1
In+1Sk+1 — Pnt15k = Q1 | di1 + Cn+1 - L+ E CiT; -
’ﬂ+1 i=1

n
n+1 k
— Pn+1 di + Cn+1—— T § CiZ; =
n+1 i=1

n
= (¢n+1dr+1 — Pnsrdy) + Z(%H%‘Ci — Pugici)zl
i=1
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Zatem

n
; k
i (gn1 Skt = Porisk) =Y (ni1zici — pryrci)al | =
=1

Zkﬁl{.lo[%ﬂdkﬂ Pnt1di] =0,

wiec jesli 8, = @ni1Sk4+1 — Pnt1Sk 1 € = @ny12iCi — Dnt1Ci, tO mozemy za-
stosowaé zalozenie indukcyjne i zauwazy¢, ze x;, dla 1 < i < n sa calkowite.
Powtarzajac powyzszy argument dla liczby przyjawszy, ze n + 1-sza liczba to
x1 dostajemy, ze x,41 € Z. [ O

Niech n bedzie liczbg catkowita. Wezmy p catkowite takie, ze p > 3n. Wi-
(ab)™ . (ab)™
irg =

aP

dzimy, ze liczby r1 = 2=

funkcji v/1 — 2™ w zerze jest postaci

sg mniejsze niz 1. Szereg Taylora

p—1
V1—zxn = chmﬂ + O(zP),

i=0
dla pewnych liczb rzeczywistych co,ci,ca,...,cp,—1. Rozpatrzmy ciag zadany
wzorem
p—1 p—1
p = a"Fpnk (Z cia_i> (Z cib_i> .
i=0 i=0
Mamy

V(@ = 1)k — 1) — s = a"kb"k\/a —ammRY(1 — bk — s,
nkbnk (Z)i cla—lk +0 —kp ) (Z Clb_lk )) _
=0
( cia” chb m) =
= q"Fpnk O(b cha > _k” (ZCZ l) O(a _k”b—k”)> =

hm \/ a™ — 1)k — 1) — 5, = 0.

Ponadto opuszczajac nawiasy w wyrazeniu

p—1 p—1
ankbnk (Z cia—i> (Z cib—i> ,
=0 =0

42



mozemy zauwazy¢, ze si jest kombinacja liniowa wyrazdéw postaci (atlbt“’)k,
gdzie n —p < t1,t2 < n sy liczbami catkowitymi.
Poniewaz a’1b' jest zawsze liczbg wymierng oraz liczba y/(a"® — 1)(b"F — 1)
jest zawsze kwadratergl liczby catkowitej, to na podstawie powyzszego lematu
1

be2
ba calkowita. Biorac n odpowiednio duze, dochodzimy do wniosku, ze wszystkie
e1

kazda liczba postaci nie mniejsza niz 1 i taka, ze |e1], |e2| < n, musi byé licz-

liczby wymierne postaci nie mniejsze niz 1, sa catkowite.

bez
Pokazemy teraz, ze liczba a = log,a jest wymierna. Wezmy wzglednie

pierwsze u i v takie, ze 0 < ua — v < log, 2. Wtedy

L< o =t <plm? =2,

u
Jednakze Z—v jest liczba calkowita, stad a" = b, wiec a = v jest liczba wy-
mierna. "

Powyzszy akapit pokazuje réwniez, ze a = ¢ i b = ¢* dla pewnej liczby
catkowitej c. Niech v/ = 7u i v/ = Tv. Na podstawie pierwszego lematu, zbiory
dzielnikéw pierwszych liczb M —1ic¢” —1 sa rowne. Bez szkody dla ogélnosci
zalézmy, ze v’ < v'. Na podstawie twierdzenia Zsigmondy’ego znajdujemy licz-
be pierwsza p taka, ze & = (mod p) i v’ jest najmniejsza liczba naturalna o
tej wlasnosci (opuszczamy przypadek trywialny, gdy ', v’ > 6). Jesli v/ < v/,
to p 1t "' —1 — co jest sprzeczne z pierwszym lematem. Zatem, v/ = v', wicc

a=nb. O

Rozwigzanie:

Przy zalozeniu, ze ab nie jest kwadratem liczby calkowitej rozwiazanie
znacznie si¢ upraszcza.

Rozpoczniemy od wykazania nastepujacego lematu:

Lemat. Niech c bedzie liczbg catkowitq niebedgcq kwadratem liczby catkowitey.

c
Wowczas istnieje nieparzysta liczba pierwsza p taka, ze | — ) = —1.
p

Dowdd. Bez szkody zalézmy, ze c jest liczba bezkwadratowa tzn. ¢ = p1ps . . . pa,
gdzie p; < p2 < ... < p, sa pierwsze. Rozwazmy dwa przypadki:

r
e p; jest nieparzyste. Niech r1,79,...,7r, beda takie, ze <1) = —1 oraz
P

r
(l> = 1dla 2 < ¢ < n. Korzystajac z Chinskiego twierdzenia o resztach
pi
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oraz twierdzenia Dirichleta znajdujemy liczbe pierwsza p taka, ze

p=nr (mod pi)
p=ry (mod po)

p=r, (mod p,)
p=1 (mod4).

<p)(m> —lgdyi=1,
Y2 i legdy 2 <i<n.
Na podstawie prawa wzajemnosci reszt kwadratowy oraz kongruencji

p=1 (mod 4) wiemy, ze (1;) - (;’Z_) , wiec
©)-() 6 ()

e p; = 2. Niech ry,...,7, beda takie, ze (rl> =1dla 2 < ¢ < n. Po-

Zauwazmy, ze

1
nownie korzystajac z Chinskiego twierdzenia o resztach oraz twierdzenia
Dirichleta znajdujemy liczbe pierwsza p taka, ze

p=re (mod p3)
p=r3 (mod p3)
p=r, (modp,)
p=>5 (mod 8).

Dzieki poczynionym wyborom wiemy, ze

() =()=

dla 2 < i < n. Poniewaz p =1 (mod 4), wiec <pz> = (p
p

) . Kongruen-
bi

2
cjap =5 (mod 8) implikuje, ze () = —1. Zatem
p

(=) (2) - (5)
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Przypomnijmy jeszcze dobrze znany lemat LTE:
Lemat. Niecha,b e Z,n € Z,, p € P bedq takie, Ze p nie dzieli a © b wowczas:
e jesli p # 2 oraz p dzieli a — b, to:
vp(a™ —b") = vp(a —b) + vp(n).

2 2

o jeslip =2 oraz p dzieli 5 to:

a? — b2

ol =) =0, (5 ) + 00

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Na podstawie lematu wiemy, ze istnieje
nieparzysta liczba pierwsza p taka, ze

6 0)-)-

p—1 1

{a2 =1 (mod p), b {ap; =—-1 (mod p),

e =1 (mod p) b =1 (mod p).

Oznacza to, ze

Bez szkody mozemy zalozyé, ze zachodzi pierwsza mozliwosé. Wtedy liczba

b*> — 1 nie jest podzielna przez p. Zatem jedli v, (a%;l — 1) jest liczba nie-

(o' =1) (v -1)

nie jest kwadratem liczby caltkowite;j.

parzysta, to liczba

Gdyby liczba vy, (apT_l — 1) byla parzysta, to wykorzystujac LTE widzimy,

A

(=1 -
Up (ap Sl 1) =vp (aPTl - 1) + 1 — liczba nieparzysta,

(ap(pzfl) _ 1) (bp(pzfl) _ 1)

nie jest kwadratem liczby catkowite;j. O

wiec liczba

7. Na przyjeciu spotkalo sie n oséb. Udowodnié, ze mozna te osoby usadzi¢
przy co najwyzej dwoch stotach w ten sposob, ze kazda osoba ma parzysta
liczbe znajomych przy swoim stoliku.
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Rozwiazanie:

Przeprowadzamy dowoéd indukeyjny ze wzgledu na n. Jezeli jest tylko jedna
osoba to sadzamy ja przy stoliku, ma ona zero znajomych czyli parzysta liczbe.

Rozwazmy teraz grupe n osob. Jezeli kazda osoba ma parzysta liczbe zna-
jomych to sadzamy wszystkich przy jednym stoliku. Zalézmy przeciwnie, niech
osoba A ma nieparzysta liczbe znajomych Z1, Zs, ..., Zok11. Rozwazmy grupe
G’ wszystkich n — 1 0s6b poza A. Przy czym w grupie G’ osoba Z; zna osobe
Z; wtedy i tylko wtedy, kiedy nie zna jej w oryginalnej grupie oséb, pozostate
znajomosci sa takie jak w oryginalnej grupie.

7, zalozenia indukcyjnego grupe G’ mozemy podzieli¢ na dwa stoliki S; i
So, tak, ze kazda osoba ma przy danym stoliku parzysta liczbe znajomych.
Bez starty ogdlnosci zalézmy, ze przy S; siedzi nieparzysta liczba 0séb sposrod
21, 2o, ...y Zoky1, 78S przy Sy siedzi parzysta liczba takich osob.

Zauwazmy, ze podzial oryginalnej grupy znajomych na S; oraz Sy U {A}
spelnia warunki zadania. O

8. Kazdy punkt przestrzeni pomalowano na bialo lub czarno. Udowodnié,
ze istnieje takich 5 punktéw jednego koloru, ze jeden z nich jest srodkiem
czworoscianu o wierzchotkach w pozostatych punktach.

Rozwigzanie:

Udowodnijmy najpierw, ze istnieje czworoscian o wierzchotkach w punktach
jednego koloru. Aby to pokazaé¢, udowodnijmy, ze istnieja trzy niewspotlinio-
we punkty jednego koloru. Zalézmy przeciwnie. Wybieramy dwa punkty tego
samego koloru A; i As. Z naszego zalozenia wynika, ze wszystkie punkty poza
prosta A; As sg przeciwnego koloru, bez trudu wybieramy trzy niewspétliniowe
punkty tego koloru. Pokazalidémy, ze istnieja trzy niewspotliniowe punkty jed-
nego koloru, nazwijmy je Py, P», Ps, gdyby nie dalo sie¢ dobraé¢ czwartego punk-
tu tego koloru ktéory dawalby czworoscian, to kazdy punkt poza plaszczyzna
P, P, P; bylby przeciwnego koloru. Jednak wowczas, znajdziemy czworoscian
tego drugiego koloru.

Wybieramy czworoscian o wierzchotkach jednego koloru A, B, C, D, jezeli
jego srodek ciezkosci M jest tego samego koloru to teza zadania jest spelnio-
na. Zalézmy przeciwnie, rozwazmy wéwcezas punkty A’ =54 — (A+ B+ C +
D), B =5B-—(A+B+C+D), ¢'"=5C—-—(A+B+C+D), D =
5D — (A4 B+ C+ D), (gdzie punkt X utozsamiamy z wektorem OX). Wow-
czas $rodkiem ciezko$ci czworoécianu A’BCD jest A, zatem jezeli teza zadania
nie jest spelniona to punkt A’ musi by¢é przeciwnego koloru do A, B, C, D. Ana-
logicznie dowodzimy, ze B’,C’, D’ sg koloru przeciwnego do A, B, C, D. Jednak
srodkiem ciezko$ci czworoscianu A’, B',C’, D’ jest réwniez M, i wszystkie te
punkty sag tego samego koloru. O

9. W kazdym punkcie kratowym plaszczyzny, ktéry ma niedodatnia wspél-
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rzedna x polozono jeden pionek. Dozwolone sa ruchy polegajace na wybraniu
pewnej pary pionkéw stojacych na sasiadujacych w pionie lub poziomie punk-
tach A i B i ,zbicie” jednym z nich drugiego, tj. zdjecie pionka z pola A i
przestawienie pionka z pola B na taki punkt C, ze A jest srodkiem odcinka BC'
(w punkcie C, na ktéry przestawiamy pionek z punktu B, nie mégt dotychezas
sta¢ zaden pionek). Znalezé najwigksze x, dla ktérego istnieje skoniczona se-
kwencja dozwolonych ruchéw, po ktorej pewien pionek znajduje sie¢ w punkcie
(z,y) (dla pewnego y).

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze da si¢ postawi¢ pionek na polu (4,0) oraz, ze nie ma ta-
kiej sekwencji ruchéw, po ktérej pewien pionek stoi na polu (5,0). Sekwen-
cja ruchéw prowadzaca do postawienia pionka na polu (4,0) wyglada naste-
pujaco (—1,-1) — (1, —1) (-1,-2) — (1,-2), (1,—-2) — (1,0), (0,0) —
(270)7 (Oﬂ2) - (070)7 ( ) (170)3 (170) - (370)ﬂ ( 3 71) ( 1
( _2) - (_17_2) ( 1 _2) ( 170)a <_2a0) (an) ( ) - (—1,0),
(—1,0) — (1,0), (=4,0) — (=2,0), (=3,2) — (-=3,0), (-3, 0) — 1,0
(=2

12) = (=2,0), (=2,0) — (0,0), (0,0) — (2,0) oraz (2,0) — (4,0).
Udowodmjmy teraz, ze nie da si¢ postawié¢ pionka na polu (5,0). Polu o
wspélrzednych (z,%y) przypiszmy wage @®~#1H1¥ | gdzie ¢ = \/5 jest pier-

wiastkiem réwnania x2 + 2 = 1 lezacym w przedziale (0,1). Zauuwazmy7 7e w
kazdym ruchu suma liczb znajdujacych sie na polach na ktoérych sa pionki nie
zwieksza sie. Istotnie, kazdym dwém sgsiednim polom przypisano liczby ¢F
P+ dla pewnego k, dlatego w najgorszym razie nasza suma zmniejszy sie o
OF + Rt a zwiekszy 0 @1, przy czym z doboru ¢ wynika, ze te liczby sa réw-
ne. Zauwazmy, ze gdyby na polu (5, 0) stal pionek, to suma liczb przypisanych
do pdl wynosi co najmniej 1.

Obliczmy teraz sume wszystkich liczb przypisanych do poczatkowych pél

0 5

20: i et = 3 g (13_1> _ ¥ <2_1>7

T=—00 y=—00 T=—00 ¥ 1- ¥ 1- @

©° (Hw) O
R
l—p\1—¢ (1-¢)

Czyli jezeli na polu (5,0) stoi pionek to na zadnym innym polu nie moze
by¢ pionka, a tego w skonczonej liczbie ruchéw zapewni¢ sie nie da. O

co jest rowne

10. Niech I bedzie $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Punkty M i
N sa érodkami odpowiednio tukéw ABC i BAC okregu opisanego na trdjkacie
ABC. Pokazaé, ze punkty M, I i N sa wspoélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
AC + BC = 3AB.

47



Rozwiazanie:

Niech J bedzie $rodkiem okregu dopisanego stycznego do AB w trdjkacie
ABC. Wykorzystujac znany fakt, ze punkty M i N sg srodkami okregéw opisa-
nych na tréjkatach odpowiednio ACJ i BC'J widzimy, ze M N jest symetralng
odcinka CJ. Zatem punkty M, I i N sg wspotliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
I jest érodkiem CJ. Rozpatrujac jednokladnosé o srodku w punkcie C' i skali %
zauwazamy, ze powyzsza sytuacja jest réwnowazna temu, ze okrag wpisany w
tréjkat ABC jest styczny do odcinka XY taczacego srodki bokéow C'AiCB, ato
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy w czworokat ABXY mozna wpisaé okrag,
co jest réwnowazne temu, ze XY +AB = AX+BY < AC+BC =3AB. [O

11. Sfera w wpisana w ostrostup czworokatny ABC DS jest styczna do $cian
ABS i CBS w punktach odpowiednio K i L. Pétproste DA™ i CB™ przecinaja
si¢ w punkcie P, natomiast poélproste AB~ i DC™ przecinaja sie w punkcie Q.
Pokazaé, ze jesli PK i QL sie przecinaja, to punkt stycznosci w z plaszczyzna
ABCD lezy na prostej BD.

Rozwigzanie:

Rozpoczniemy od wykazania lematu:

Lemat. Sfera w wpisana w ostrostup czworokgtny ABCDS jest styczna do pod-
stawy w punkcie T. Proste DA™ i CB™ przecinajq sie w punkcie P, natomiast
proste AB™ i DO~ przecinajq sie w punkcie Q. Wowczas CTQ = SPTA
oraz SCTD + SATB = 180°.

Dowdd. Poprowadzmy przez punkt S wszystkie proste, ktére sa styczne do da-
nej sfery w. Proste te wyznaczaja stozek o, w ktéry wpisana jest sfera w. Czesé
wspdélna stozka o, oraz plaszczyzny ABCD jest elipsa e wpisana w czworokat
ABCD, ktérej jednym z ognisk jest punkt P. Oznaczmy przez K, L, M, N
punkty stycznosci elipsy e odpowiednio z bokami DA, AB, BC, C'D. Na pod-
stawie dobrze znanych witasnosci elipsy dostajemy zaleznoéci SATK = SATL,
IBTL = <BTM, <CTM = SCTN oraz <DTN = {DTK z ktérych latwo
wynika druga z szukanych réwnoéci — JSCTD + SATB = 180°.

Biorgc pod uwage analogiczne zaleznosci: SKTP = SPTM, SQTL =
INTQ, SKTA = SATL oraz SCTN = <MTC dostajemy, ze

JATP = SKTP — SKTA = SPTM — SATL = SLTM — S ATP,

wiec 29 ATP = JLTM. Analogicznie 29CTQ = JSLTM, stad SCTQ =
JIPTA. O

Poniewaz punkty P, @, K i L sa wspOlplaszczyznowe, to PL i QK przecina-
ja sie w punkcie R lezacym na prostej BS. Niech T bedzie punktem stycznosci
w z podstawg ABCD. Tréojkaty QBK i QGT sa przystajace, gdyz QT = QK.
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Analogicznie tréjkaty PBL i PBT sa przystajace oraz tréjkaty RKB i RLB
réwniez sg przystajace. Zatem $QTB = QKB = YPLB = YPTB. Wyko-
rzystujac lemat dostajemy:

IDTB = <QTB + SQCT + <DTC = <BTP + YPTA+ 4<DTC =
= IBTA+ IDTC = 180°,

wiec T' lezy na BD. O

12. Skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki czworokat, ktéry jest wpisany
w okrag o promieniu R i opisany na okregu o promieniu r, znajac promienie r
i R oraz kat o miedzy przekatnymi czworokata.

Rozwiazanie:

Niech ABC'D bedzie szukanym czworokatem. Oznaczmy przez O i I punkty
bedace $rodkami okregdw: opisanego (€2) i wpisanego (w) w czworokat ABCD.
Wykorzystamy dobrze znany wzér (pochodzacy od Fussa) wiazacy promienie
R i r oraz dlugos¢ d odcinka OI, mianowicie zachodzi wzor

1 1 1

2R T Rya?

Dzigki niemu mozemy bez trudu skonstruowaé¢ odcinek o dlugosci d, zatem
znamy polozenie naszych okregdéw wzgledem siebie.

Lemat. Czworokqt ABCD jest opisany na okregu o $rodku w punkcie I 1 wpi-
sany w okrgg o $rodku w punkcie O. Przekgtne AC i BD czworokgta przecinajq
sie w punkcie P. Wéwczas, punkty I, O i P leZg na jednej prostej.

Dowdd. Przyjmijmy, ze proste AI, BI, CI, DI przecinaja okrag opisany na
czworokacie ABC'D odpowiednio w punktach F, F, G, H. Poniewaz proste
Al, BI, CI, DI sa dwusiecznymi odpowiednich katéw czworokata ABCD,
wiec proste EG i F'H sa $rednicami okregu opisanego na czworokacie ABCD.
Zatem proste EG i F'H przecinaja sie¢ w punkcie O.

Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostych EB i C'H. Korzystajac z
twierdzenia Pascala dla szeSciokata ACHDBE widzimy, ze punkty P, X, I
leza na jednej prostej. Stosujac ponownie twierdzenie Pascala dla szesciokata
GCHF BFE wnioskujemy, ze punkty O, X, I sa wspélliniowe. Zatem punkty O,
I oraz P sg wspotliniowe. O

Przypomnijmy réwniez dwa inne (dobrze znane) twierdzenia z ktérych be-
dziemy korzystac.

Twierdzenie (Newtona). W czworokgcie ABCD opisanym na okregu o Srodku
w punkcie I, $rodki przekgtnych oraz I leZg na jednej proste;.
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Twierdzenie (Ponceleta - wersja dla czworokata). Jezeli czworokgt ABC'D
jest wpisany w okrgg 2 i opisany na okregu w, to dla dowolnej czworki punktow
X, Y, Z i T naQQ takiej, Ze proste XY, YZ, ZT sq styczne do w, wiemy, Ze
prosta T X jest rowniez styczna do w. Ponadto przekgtne czworokgtow ABCD
1 XY ZT przecinajg sie w tym samym punkcie bedgcym Srodkiem inwersji prze-
ksztalcajgcej w w Q.

Na mocy powyzszego lematu widzimy, ze punkt P bedacy punktem prze-
ciecia przekatnych czworokata ABCD lezy na prostej O1. Dzigki twierdzeniu
Ponceleta wiemy, ze punkt P jest staly na prostej OI dla wszystkich czworo-
katéw ABCD o badanej wlasno$ci. Zatem punkt P réwniez umiemy skonstru-
owac.

Niech teraz M i N oznaczaja $rodki przekatnych czworokata ABCD. La-
two zauwazy¢, ze punkty M i N leza na okregu o $rednicy OP, wiegc M N =
sina - OP. Twierdzenie Newtona daje nam wspétliniowosé punktéw M, I i N.
Wystarczy zatem skonstruowaé odcinek przechodzacy przez I i o dlugosci réw-
nej sin - OP by uzyska¢ srodki przekatnych czworokata. Oczywiscie majac juz
srodki M i N konstrukcja czworokata jest juz oczywista. O

Uwaga. Mozemy pokazaé, Ze odcinek OP jest staly bez odwolania sie do twier-
dzenia Ponceleta, zachodzi bowiem réwnosé

2R%d

OP = ——.
R? + d?

Uwaga. Innym sposobem pokazania, Ze punkt P sie nie zmienia jest wykorzy-
stanie biegunowych. W sytuacji z zadania pokazemy, ze biegunowe punktu P
wzgledem w i Q pokrywajg sie — co oczywiscie bedzie oznaczalo, Ze punkt P
jest jedyny.

Niech punkty E, F, G i« H bedg punktami stycznosci w z bokami odpowiednio
AB, BC, CD i DA. Na podstawie twierdzenia Brianchona wiemy, Ze P jest
punktem przeciecia prostych EG i FH. Oznaczajgc przez X 1Y bieguny (wzgle-
dem w) prostych EG i F'H widzimy, Ze prosta XY jest biegunowq P wzgledem
w.

Zavwazmy jednak, z2e X = ABNCD oraz Y = BC N AD, wiec patrzgc
na okrgg Q1 fakt, iz XY jest bieqgunowq punktu P wzgledem ) jest juz dobrze
nany. [
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego
grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych
przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiagzan przy tablicy.
Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy
tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zada-
nia jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywolywanie rozpoczyna
druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiagzania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-
danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotlane;j.

Jesly druzyna wywolana przyjmuje zadanie...
. Druzyna wywotana staje si¢ druzyna referujaca.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy ta-
blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z
jego druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli
do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablicg swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystac z notatek, ani konsultowac sie ze swo-
ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadza¢ lub przerywaé re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowac z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw
przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Laczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze
referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje
nadzieje na poprawno$c¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do popraw-
noéci lub kompletnoéci rozwiazania, a nastepnie referujacy odpowiada na
te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécila uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéow. Druzyna, ktéra przedstawila poprawne rozwiazanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktow. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywolana nie przyymuje zadania...

Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesiec)
punktéow w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bltedéw w przedstawionym
rozwigzaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywolaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze nalozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikdw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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