Jagiellonskie Warsztaty Olimpijskie 2022/2023
Spotkanie V
Elementy Teorii Graféw

Zadanie 1. Udowodnié, ze jesli w grafie stopien kazdego wierzchotka jest réwny 2 to
jest on suma roztacznych cykli.

Zadanie 2. W kwadratowym budynku 2023 x 2023 ktérego pokoje sa kwadratami
jednostkowymi, zarzadcy chca postawi¢ drzwi w pokojach sasiadujacych krawedzia.
Czy moga to zrobi¢ tak aby kazdy pokdj posiadal dwoje drzwi?

Zadanie 3. Udowodni¢, ze graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy dilugosé
kazdego jego cyklu jest parzysta.

Zadanie 4. Niech G bedzie grafem dwudzielnym z roztacznymi zbiorami wierzchotkéw
X 1Y takim, ze stopienn dowolnego wierzchotka jest nie mniejszy niz 1. Udowodnié,
ze jesdli dla dowolnych wierzchotkow x € X i y € Y polaczonych ze soba zachodzi
nieréwnosé deg(x) > deg(y), to |X| < |Y].

Zadanie 5. W grafie dopuszczamy nastepujacy ruch: znajdujemy 4—cykl i usuwamy
jedna krawedz z niego. Rozpoczynajac od K, (grafu pelnego o n wierzchotkach) jaka
najmniejsza liczbe krawedzi mozemy uzyskaé po zastosowaniu ruchow?

Zadanie 6. W grafie o n wierzcholtkach, kazdy z nich ma k sasiadéow a kazde dwa
wierzcholki maja wspélnie b sasiadéw. Udowodnié, ze k(k — 1) = b(n — 1).

Zadanie 7. Niech G bedzie grafem majacym n wierzchotkéw. Dla dowolnych czterech
wierzchotkéw G, istnieja co najmniej 2 dwie krawedzie o konicach w tych punktach.

n(n —1)
6

Udowodni¢, ze ten graf ma co najmniej krawedzi.

Zadanie 8. W Lolandii ku czci kréla Lolistawa Drugiego postawiono 66 pomnikow.
Miedzy kazdymi dwoma pomnikami istnieje potaczenie pasazerskie PKP, PKS, LT
lub Zeglugi Srédladowej. Udowodnié¢, ze istnieja takie trzy pomniki, miedzy ktérymi
potaczenia pasazerskie obstuguje ten sam przewoznik.

Zadanie 9. Wérdéd dowolnych trzech oséb z grupy 2n ludzi, co najmniej dwie osoby
sie znaja. Pokazaé, ze w tej grupie istnieje co najmniej n? — n par znajomych.

Zadanie 10. Kazdy z 30 cztonkéw klubu mial poczatkowo kapelusz. Pewnego dnia
kazdy z nich wystal swéj kapelusz innemu czlonkowi klubu (mozna bylo otrzymaé
wiecej niz jeden kapelusz). Udowodnié, ze istnieje grupa 10 czlonkéw, z ktérych zaden
nie otrzymat kapelusza od innej osoby z tej grupy.

Zadanie 11. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Jadzia ma za zadanie napisa¢ na
tablicy wszystkie liczby od 1 do 2n — 1 po kolei, przy czym kazda z nich moze napisaé
czerwong lub niebieska kreda. Powiemy, ze para liczb i, € {1,...,2n—1}, gdzie i < j,
jest dobra, jedli wsrdd liczb 4,741, . .., j nieparzyscie wiele zostalo napisanych na tablicy
na niebiesko. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, najwicksza mozliwa liczbe dobrych par,
jaka Jadzia moze uzyskac.



