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Spotkanie IV
Zliczanie na dwa sposoby

Zadanie 1. W turnieju wzielo udzial n oséb, kazde dwie rozegraly dokladnie jeden
mecz, nie bylo remisow. Nastepnie dla kazdego uczestnika turnieju o numerze starto-
wym ¢ = 1,2,...,n obliczono jego liczbe zwyciestw w; oraz porazek p;. Udowodnié,

ze
n n

2 _ 2

E wy = E Di-
i=1 i=1

Zadanie 2. Dane sg dodatnie liczby catkowite n i k. Na przyjeciu spotkalo sie n gosci,
sposréd ktorych niektorzy sie znaja. Okazalo sie, ze kazdy go$é zna co najwyzej 2k
innych goéci, ale kazdych dwoch nieznajacych sie gosci ma co najmniej k wspélnych
znajomych na przyjeciu. Udowodnié, ze n < 6k.

Zadanie 3. Na plaszczyznie danych jest n punktow, z ktérych zadne trzy nie sa wspdl-
liniowe. Wykazaé, ze liczba tréjkatow o polu 1 i wierzchotkach w trzech danych punk-
tach jest nie wieksza od g(n2 —n).

Zadanie 4. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite n > 3, dla ktérych istnieje
tamana zamknieta o wierzchotkach we wszystkich wierzchotkach n-kata foremnego,
ktéra ma kazdy odcinek w innym kierunku (tj. zadne dwa z jej n odcinkéw nie sa
réwnolegle).

Zadanie 5. Dane sa piecioelementowe podzbiory Ay, As, ..., Ay zbioru {1,2,...,23},
ze dla wszystkich 1 <14 < j < k zbiér 4; N A; ma co najwyzej trzy elementy. Wykazaé,
ze k < 2018.

Zadanie 6. Niech n > 1 bedzie liczba calkowita. Rozwazmy zbiér 2n? prostych na
plaszczyznie, z ktérych zadne dwie nie sg rownoleglte oraz zadne trzy nie przecinaja sie
w jednym punkcie. Proste dziela ptaszczyzne na pewne obszary w ksztalcie wielokata.
Niech § bedzie zbiorem wszystkich tych obszaréw, ktére maja skoniczone pole. Pokazaé,
ze mozemy pokolorowaé n prostych na czerwono w taki sposéb, ze nie istnieje obszar
ze zbioru S, ktorego brzeg jest w calosci pomalowany na czerwono.

Zadanie 7. Skonczony zbiér S sktadajacy sie z punktéw na plaszczyznie nazwiemy
zbalansowanym, jesli dla kazdej pary réznych punktéw A i B nalezacych do S istnieje
punkt C' nalezacy do S taki, ze AC = BC. Powiemy, ze S jest bezsrodkowy, jesli nie
istnieje tréjka parami réznych punktéow A, B i C nalezacych do S, dla ktérej istnialtby
punkt P nalezacy do S spelniajacy PA = PB = PC.
e Udowodnié, ze dla kazdej liczby calkowitej n > 3 istnieje zbalansowany zbiér
sktadajacy sie z n punktéw.
e Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 3, dla ktorych istnieje zbalansowany
bezsrodkowy zbiér sktadajacy sie z n punktéw.
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Zadanie 8. Niech p, (k) oznacza liczbe permutacji zbioru {1,2,3,...,n} majacych
dokladnie k punktow statych. Udowodnié, ze

> kpn(k) =nl.
k=0

Zadanie 9. Kwadraty tablicy m x n sa pomalowane na dwa kolory. Wiadomo, ze bez
wzgledu na to, na jakim kwadracie zostanie umieszczona wieza, w jej polu razenia jest
wiecej komérek innego koloru niz komoérka na ktérej stoi (zakladamy, ze komdrka na
ktorej stoi wieza jest réwniez réowniez zagrozona). Udowodnié, ze w kazdym pionie i
kazdym poziomie znajduje sie réwna liczba komoérek obu koloréw.

Zadanie 10. Kazdy bok tréjkata réwnobocznego jest podzielony na n réwnych odcin-
kéw, a przez wszystkie punkty podzialu poprowadzone sa proste réwnolegle do bokéw.
Wobec tego ten tréjkat jest podzielony na n? matych tréjkatéw réwnobocznych — ko-
morek. Komérki znajdujace sie pomiedzy dwiema sasiednimi réwnolegltymi prostymi
tworza pas. Jaka jest najwieksza liczba komoérek, ktore mozna zamalowaé tak, aby
zadne dwie zamalowane komoérki nie nalezaly do tego samego pasa w zadnym z trzech
kierunkéw?

Zadanie 11. Funkcje f(z) i g(z) sa zdefiniowane dla wszystkich liczb catkowitych z,
ze || < 1000. Niech m oznacza liczbe par (z,y), dla ktérych f(z) = g(y), niech n
oznacza liczbe par, dla ktérych f(x) = f(y), natomiast niech k jest bedzie liczba par,
dla ktérych g(z) = g(y). Udowodnié, ze, ze 2m < n + k.

Zadanie 12. Dane sa liczby calkowite dodatnie n,k oraz zbior S sktadajacy sie z n
punktéw na plaszczyznie takich, ze
(1) zadne trzy punkty S nie sa wspélliniowe,
(2) dla dowolnego punktu P € S istnieje co najmniej k punktéw w zbiorze S
rownoodlegtych od P.

1
Pokazaé, ze k < 3 + Vv 2n.

Zadanie 13. W turnieju tenisa bralo udzial n > 4 graczy. Dowolnych dwdch graczy
rozegrali dokladnie jeden pojedynek, nie bylo remiséw. Czwoérke graczy nazwiemy sfabg
druzyng jesli jeden z graczy zostal pokonany przez pozostala tréojke, a kazdy gracz z
tej trojki wygral oraz przegral mecz z kims z tréjki. Przypusémy, ze w tym turnieju nie
bytlo stabych druzyn. Dla i-tego gracza oznaczmy odpowiednio przez w; oraz p; liczbe
jego zwyciestw i porazek. Udowodnié, ze

Z (wi - pi)g > 0.

i=1



