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Spotkanie 111
Niezmienniki i Pétniezmienniki

Zadanie 1. Na okregu rozmieszczono n liczb, n > 4. Jesli dla pewnych liczb a, b, c,
d nastepujacych bezposrednio po sobie, wyrazenie (a — d)(b — ¢) jest ujemne, to liczby
b i ¢ zamieniamy miejscami. Udowodnié, ze te operacje uda sie przeprowadzié¢ jedynie
skoniczong liczbe razy.

Zadanie 2. Dane sg liczby catkowite dodatnie aq,as,...,a,. Operacja polega na wy-
borze dwdch réznych liczb takich, ze zadna nie dzieli drugiej i zastapieniu ich przez
ich NWD oraz NWW . Udowodni¢, ze po pewnym czasie nie bedziemy mogli wykonac
ruchu.

Zadanie 3. Na stole lezy igla. Dozwolone jest obracanie igly o 45° wokél obu jej
koncéw. Czy po kilku takich obrotach jest mozliwe, aby igla wrécila na swoje miejsce,
ale jednoczesnie jej konce zostaly zamienione?

Zadanie 4. Na tablicy napisano n > 3 dodatnich liczb catkowitych. Ruch polega na
wybraniu trzech liczb a, b, ¢ napisanych na tablicy takich, ze sa bokami niezdegene-
rowanego tréjkata nieréwnobocznego i zastapieniu ich liczbami a +b —c¢, b+c—a i
¢+ a — b. Udowodni¢, ze nie istnieje nieskonczony ciag ruchéow.

Zadanie 5. Wykonano nieparzysta ilos¢ obrotow kostka Rubika. Czy mozna uzyskac
konfiguracje poczatkowa przy pomocy parzystej liczby obrotéw? Za jeden obrét uwa-
zamy obrét pewnej Sciany o 90°.

Zadanie 6. Rysunek przedstawia labirynt (zamknieta petle przechodzaca przez kazde
pole dokladnie jeden raz) dla kwadratu 6 x 6 o nastepujacej wlasnosci: przemierzajac
labirynt musimy wykona¢ tyle samo krokéw w 4 kierunkach — géra, dét, lewo, prawo.
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Czy mozna zaprojektowaé labirynt na kwadracie 8 x 87
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Zadanie 7. Alicja i Bob graja w gre. Na poczatku Alicja zapisuje na tablicy liczbe
catkowitg dodatnia. Bob zastepuje liczbe n na tablicy liczbg postaci n — a2, gdzie a
jest liczba calkowita dodatnia. Amy natomiast liczbe n na tablicy zastepuje liczba n*,
gdzie k jest liczba calkowita dodatnig. Gracze wykonuja ruchy naprzemiennie, Bob
zaczyna i wygra jesli na koficu pojawi sig 0. Czy Alicja moze powstrzymacé Boba przed
zwyciestwem?
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Zadanie 8. Poczatkowo na tablicy zapisana jest para liczb (1,1). Jezeli jedna z par
(z,y—1)i(x+y,y+1) jest zapisana na tablicy dla jakich$ x i y, to mozemy zapisaé¢ na
tablicy druga pare. Podobnie, jesli na tablicy zapisana jest jedna z par (z,zy) i (%, y)
to mozemy zapisa¢ druga pare. Udowodnié¢, ze w kazdej dodanej parze liczb, pierwsza
wspolrzedna bedzie dodatnia.

Zadanie 9. Wielomian P(x) o wspé6lezynnikach catkowitych spelnia réwnosci
P(-1)= -4, P(-3)=—-40 oraz P(—5)= —156.
Jaka jest najwicksza liczba liczb calkowitych z dla ktérych P(P(x)) = x2?

Zadanie 10. Wewnatrz kwadratu zaznaczono kilka punktéw i potaczono je odcinkami
miedzy soba i z wierzchotkami kwadratu, tak aby odcinki si¢ nie przecinaly (poza
koticami). W rezultacie kwadrat zostal podzielony na tréjkaty, tak aby wszystkie za-
znaczone punkty byly wierzchotkami trojkatow, a zaden z nich nie lezal na boku innego
trojkata. Dla kazdego zaznaczonego punktu i dla kazdego wierzchotka kwadratu obli-
czono liczbe wychodzacych z niego odcinkéw. Czy to mozliwe, aby wszystkie te liczby
okazaly sie réwne?

Zadanie 11. Labirynt sklada sie z kwadratowej siatki n x n podzielonej na kwadraty
jednostkowe oraz wyrdznionych odcinkéw jednostkowych wewnatrz kwadratu tworza-
cych sciany, ktorych nie mozna przekroczy¢. Przyktadowo:

Rozwazmy dwa labirynty, w lewym gérnym rogu kazdego z nich znajduje sie robot.
Robot moze zakodowaé liste ruchéw we wszystkich kierunkach (géra, d61, prawo, lewo).
Roboty beda podazaé niezaleznie wedlug tej samej listy ruchow. Dla kazdego z ruchdw,
robot przemieszcza sie o jeden kwadrat w tym kierunku, lub nie robi nic jesli napotka
$ciane na swojej drodze. Nastepnie realizuje nastepny ruch z listy az do jej konca.

Przypusémy, ze istnieje taka lista ruchéw, ktéra wysle kazdego z robotéw niezaleznie

z lewego gornego kwadratu do prawego dolnego. Udowodnié, ze istnieje rowniez lista
ruchéw wedtug ktorej roboty niezaleznie dotra w swoich labiryntach do prawego dolnego
kwadratu w tym samym czasie. W powyzszym przykladzie nastepujaca lista ruchéw
spelia warunki zadania: ‘prawo’, ‘prawo’, ‘dét’, ‘dét’, ‘dét’, ‘prawo’, ‘dét’, ‘dét’, ‘lewo’,
‘dot’, ‘prawo’.
Zadanie 12. Trzech graczy graja w kamien-papier-nozyce. Podczas rundy kazdy z
graczy pokazuje jeden z trzech ksztaltéw. Zasady sa nastepujace: kamien wygrywa z
nozycami, nozyce wygrywajg z papierem a papier wygrywa z kamieniem. Jesli podczas
rundy dokladnie dwa rézne ksztalty zostaly pokazane (a zatem jeden z nich dwa razy),
to przyznaje sie po jednym punkcie graczem, ktorzy pokazali wygrywajacy ksztalt, w
przeciwnym wypadku brak dodatkowych punktéw. Po kilku takich rundach okazato
sie ze kazdy z ksztaltéw zostal pokazany taks samag liczbe razy. Udowodnié, ze suma
punktéow po tych rundach jest podzielna przez 3.



