Jagiellonnskie Warsztaty Olimpijskie 2022/2023
Spotkanie 11
Metoda ekstremum

Zadanie 1. Udowodnié¢, ze kazdy pieciokat wypukly zawiera trzy przekatne, z ktérych
mozna utworzy¢ tréjkat.

Zadanie 2. Udowodnié, ze szeScian nie moze by¢ podzielony na kilka parami réznych
mniejszych szedciandw.

Zadanie 3. Danych jest szes¢ réznych punktéw na plaszczyznie. Niech M oznacza naj-
wieksza odleglo$¢ miedzy dwoma punktami, a m niech oznacza najmniejsza odlegloséc
miedzy dwoma punktami. Udowodnié, ze M > m+/3.

Zadanie 4. Na plaszczyznie dana jest skonczona liczba punktéw. Udowodnié, ze za-
wsze mozna wybra¢ wsrdd nich punkt, dla ktérego najblizsze sa mu nie wigcej niz trzy
inne punkty.

Zadanie 5. W kazde pole prostokatnej tablicy wpisano liczbe rzeczywista. W kazdym
ruchu mozemy zmienié¢ znak wszystkich liczb znajdujacych si¢ w wierszu lub kolumnie.
Udowodnié, ze po pewnym czasie mozemy uzyska¢ tablice z nieujemnymi sumami liczb
w wierszach i kolumnach.

Zadanie 6. Dany jest wielokat wypukly W. Udowodni¢, ze mozna wskazaé takie trzy
kolejne wierzchotki tego wielokata A, B, C, ze W jest zawarty w kole okregu opisanego
na tréjkacie ABC.

Zadanie 7. Na kulistej planecie znaleziono skonczong liczbe okragltych plam, z kto-
rych kazda zajmuje mniej niz polowe powierzchni planety. Zalézmy, ze te plamy sa
domkniete (tj. granica plamki nalezy do niej) i nie przecinaja sie ze soba. Udowodnié,
ze na planecie znajduja sie dwa diametralnie polozone punkty, ktére nie sa pokryte
plamami.

Zadanie 8. Wielokat plaski A;A4,... A, sklada sie z n pelnych pretéw (odcinkéw)
polaczonych zawiasami. Udowodnié, ze jesli n > 4, to mozna go zdeformowaé tak by
powstal trojkat.

Zadanie 9. Kwadrat jest pociety na skonczong liczbe prostokatow. Czy zawsze istnieje
odcinek laczacy érodki (punkty przecigcia przekatnych) dwéch prostokatéw, ktéry nie
ma punktéw wspoélnych z innymi prostokatami poza tymi dwoma? Odpowiedz uzasad-
nij.

Zadanie 10. Udowodni¢ ze trzy wielokaty wypukte na plaszczyznie nie moga by¢ prze-
ciete jednoczesnie prosta wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wielokat moze by¢ oddzielony
od pozostalych linig prosta.

Zadanie 11. Na kazdej z 101 planet, ktorych odleglosci miedzy nimi sa parami rézne,

znajduje sie astronom, ktory obserwuje najblizsza mu planete. Udowodnié, ze nikt nie
obserwuje jakiejs planety.
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Zadanie 12. Na okregu umieszczonych jest kilka liczb dodatnich, z ktorych kazda
wynosi co najwyzej 1. Udowodnié, ze mozna podzieli¢ okrag na trzy tuki tak, aby
sumy liczb na sasiednich tukach réznily sie o nie wiecej niz 1. (Jesli na tuku nie ma
liczb, wéwczas przyjmujemy, ze suma na nim jest réwna zero.)

Zadanie 13. Niech W bedzie wielokatem wypuklym. Dowiesé, ze istnieja trzy wierz-
chotki Py, Ps, P; (niekoniecznie kolejne) oraz punkt @ lezacy wewnatrz tego wielokata,
takie, ze dla i = 1,2,3 oba katy, ktére pdiprosta Ec—j tworzy z bokami wielokata W
wychodzacymi z punktu P;, sa ostre.

Zadanie 14. Udowodnié, ze z dowolnego skoiniczonego zbioru punktéw na plaszczyz-
nie mozna usunaé¢ jeden punkt w taki sposoéb, ze pozostaly zbiér mozna podzieli¢ na
dwa zbiory o mniejszej $rednicy. (Uwaga: Srednica to maksymalna odleglogé¢ miedzy
punktami w zbiorze).

Zadanie 15. Na papierze znajduje sie plama. Dla kazdego punktu plamy wyznaczono
najmniejsza i najwicksza odleglo$é od granicy plamy. Sposréod wszystkich najmniej-
szych odleglosci wybrano najwicksza, a sposréd najwiekszych najmniejsza i poréwnano
dwie otrzymane liczby. Jaki ksztalt ma plamka, jesli te dwie liczby sa sobie réwne?

Zadanie 16. Udowodni¢, ze w dowolnym czworo$cianie mozna wybraé¢ dwa przeciwle-
gle krawedzie, tak aby istnialy sfery o érednicach w wybranych krawedziach pokrywa-
jace caly czworosScian.

Zadanie 17. Zbioér ztozony ze skonczonej liczby punktéw na plaszczyznie ma nastepu-
jaca wlasnosé: dla dowolnych dwéch jego punktow A i B istnieje punkt C' tego zbioru
taki, ze trojkat ABC' jest réwnoboczny. Ile punktow moze zawieraé¢ taki zbior?

Zadanie 18. Zaznaczono wszystkie punkty o wspélrzednych catkowitych (z,y) ze
2?2 + 9% < 20222022, Dwie osoby graja w gre (na zmiang). W pierwszym ruchu pierw-
szy gracz umieszcza pionek w zaznaczonym punkcie i kasuje je. Nastepnie, w kazdym
kolejnym ruchem, gracz przesuwa pionek do innego zaznaczonego punktu i kasuje go.
W kazdym przypadku dlugosci ruchéw (odlegltoéé pionka od pionka polozonego w na-
stepnym ruchu) musza caly czas rosnaé; ponadto zabrania sie wykonywania ruchu z
punktu do punktu symetrycznego wzgledem (0,0). Ten, kto nie moze wykonaé ruchu,
przegrywa. Kto z graczy moze zapewnié¢ sobie zwyciestwo, bez wzgledu na to, jak gra
jego przeciwnik?



