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Zadanie 1. Udowodnié, ze spoérdd 7 roznych liczb rzeczywistych mozna wybraé¢ dwie
takie liczby z,y, ze

< Ey < 1

Sl4ay V3
Zadanie 2. W przedziale (1,2") wybrano 2n + 1 liczb. Udowodnié, Zze pewne trzy z
nich sg dtugodciami bokéw trédjkata.

Zadanie 3. Udowodnié¢, ze w dowolnym 2n-kacie wypuklym istnieje przekatna nierow-
nolegta do zadnego z bokdéw tego wielokata.

Zadanie 4. Dane sa liczby catkowite aq,as,...,a11. Udowodnié¢, ze istnieje taki nie-
zerowy ciag x1,Zs,...,211 0 wyrazach ze zbioru {—1,0, 1}, ze liczba x1a1 + ... z11011
jest podzielna przez 1989.

Zadanie 5. Danych jest 11 liczb rzeczywistych. Udowodni¢, ze co najmniej dwie spo-
$réd nich maja rozwinigcia dziesietne pokrywajace si¢ w nieskoniczonej iloSci miejsc po
przecinku. (Jesli liczba ma skoficzone rozwinigcie dziesietne, to uzupelniamy je zerami.)

Zadanie 6. Plaszczyzna jest pokolorowana na n koloréw. Udowodnij, ze istnieje pro-
stokat o wierzchotkach tego samego koloru.

Zadanie 7. Na plaszczyznie lezy n prostych, z ktérych zadne dwie nie sg rownolegle.
Udowodnié, ze mozna znalez¢ wsréd nich pare prostych, przecinajacych sie pod katem
nie przekraczajacym 180°/n.

Zadanie 8. Danych jest 2021 réznych liczb catkowitych dodatnich niepodzielnych przez
21010 Udowodnié, ze wéréd nich istnieja trzy a, b i c takie, ze liczba |b% — 4ac| nie jest
kwadratem liczby catkowite]j.

Zadanie 9. Na szachownicy 8 x 8 ustawiono 8 wiez w taki sposob, ze zadne dwie sig
nie atakuja. Udowodnié, ze wsrdéd wzajemnych odleglodci miedzy wiezami, pewne dwie
sg roOwne.

(Odlegloscia miedzy wiezami nazywamy dlugos$é odcinka taczacego $rodki pél na kté-
rych stoja wieze.)

Zadanie 10. Dane s liczby naturalne a; < ay < ... < a, < 2n takie, ze naj-
mniejsza wspélna wielokrotnos¢ dowolnych dwoch jest wieksza niz 2n. Udowodnid,
ze a1 > |2n/3].

Zadanie 11. Wielokat wypukly na plaszczyznie zawiera co najmniej m? + 1 punktéw
kratowych (czyli punktéw o wspdlrzednych catkowitych). Udowodnié, ze ten wielokat
zawiera m + 1 punktéw kratowych lezacych na jednej proste;j.
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Zadanie 12. Niech A bedzie podzbiorem zbioru {0, 1,2, ...,1997} majacym wiecej niz
1000 elementéw. Udowodnié, ze albo zbiér A zawiera potege dwdjki lub istnieja dwa
rozne elementy a,b € A ktérych suma jest potega dwojki.

Zadanie 13. Wewnatrz kwadratu jednostkowego narysowano tamana o dlugosci wiek-
szej niz 2n, gdzie n > 1 jest liczba catkowita. Udowodnié, ze istnieje prosta rownolegla
do boku kwadratu, ktéra przecina lamana w co najmniej n + 1 punktach.

Zadanie 14. Niech C bedzie okregiem o promieniu 16 natomiast niech A bedzie pier-
$cieniem kolowym o wewnetrznym promieniu réwnym 2 i zewnetrznym promieniu row-
nym 3. Rozpatrzmy zbiér S skladajacy sie 650 punktéow wewnatrz C. Udowodnié, ze
pierscien kolowy A mozna polozy¢ tak aby przykryt co najmniej 10 punktéw zbioru S.

Zadanie 15. Iloczyn 2021 liczb naturalnych ma dokladnie 2020 dzielnikow pierwszych.
Udowodnié, ze albo jedna z tych liczb, albo iloczyn kilku z nich jest kwadratem liczby
caltkowitej.

Zadanie 16. Na przyjeciu 15 chlopcow i 15 dziewczyn sa ustawieni w dwédch rowno-
leglych rzedach tworzac 15 par. W kazdej parze roéznica wzrostu jest nie wieksza niz
10 cm. Udowodnié, ze jesli ustawimy chlopoéw i dziewczyn w dwéch réwnoleglych rze-
dach, w kazdym malejaco wedlug wzrostu, to w kazdej nowo utworzonej parze réznica
wzrostu jest rowniez nie wieksza niz 10 cm.

Zadanie 17. Niech m, n beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze w zbiorze
{1,2,...,n} znajduje sie dokladnie m liczb pierwszych. Udowodnié, ze wsréd dowol-
nych m + 1 réznych liczb z tego zbioru mozna znalezé liczbe, ktéra jest dzielnikiem
iloczynu pozostatych m liczb.

Zadanie 18. Dane sa liczby catkowite dodatnie x1,xs,...,x, mniejsze od m oraz
liczby calkowite dodatnie y1, s, .. ., ¥, mniejsze od n. Udowodnié, ze istniejg niepuste
podzbiory zbioru z-6w oraz y-6w o réwnej sumie.

Zadanie 19. Na sferze jednostkowej zaznaczono kilka tukow okregdéw wielkich tej sfery.
Suma dtugosci zaznaczonych tukéw jest mniejsza niz 7. Udowodnié, ze istnieje plaszczy-
zna przechodzaca przez $rodek sfery i nieprzecinajaca zadnego z zaznaczonych tukéw.

Zadanie 20. Udowodni¢, ze kazda liczba catkowita dodatnia n posiada wielokrotnosé
mniejsza niz n* majaca co najwyzej cztery rézne cyfry w zapisie dziesietnym.

Zadanie 21. Z klockow 2 x 2 x 1 zbudowano szeécian o krawedzi 20. Udowodnié, ze ist-
nieje prosta rownoleglta do jednej z krawedzi szeScianu, przecinajaca wnetrze szescianu
i nie przecinajaca wnetrza zadnego z klockéw.

Zadanie 22. Danych jest 101 prostokatéow ktorych wymiary sa liczbami catkowitymi
dodatnimi nie przekraczajacymi 100. Udowodnié, ze wsrdd nich istnieja trzy prostokaty
A, B1iC takie,ze AC BCC.



