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Wstepne informacje

Dany jest kat AOB oraz punkty P i Q. Woéwczas proste OP i OQ
sg izogonalne wzgledem kata AOB, gdy sa s3 symetryczne
wzgledem dwusiecznej kata wewnetrznego AOB.
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Wstepne informacje

Wstepne informacje

Twierdzenie

Dany jest trojkat ABC oraz punkt P w ptaszczyznie tego tréjkata.
Woéwczas proste izogonalne do prostych AP, BP i CP wzgledem
odpowiednio katéw BAC, CBA i ACB przecinaj sie w jednym
punkcie @, ktéry nazywamy punktem izogonalnie sprzezonym
do punktu P wzgledem tréjkata ABC.
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Wstepne informacje

Twierdzenie Cevy

Dany jest trojkat ABC oraz punkt P w ptaszczyznie tego tréjkata.

Woéwczas proste AP, BP i CP przecinaja sie w jednym punkcie
sin ZACP sinZCBP sin /BAP 1

sin ZPCB sin ZPBA sin ZPAC
C

wtedy i tylko wtedy, gdy

A C’ B
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Wstepne informacje

Twierdzenie Cevy

Dany jest trojkat ABC oraz punkt P w ptaszczyznie tego tréjkata.

Woéwczas proste AP, BP i CP przecinaja sie w jednym punkcie
sin ZBAP 1

"sin ZPBA sin ZPAC

wtedy i tylko wtedy, gdy

c
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Wstepne informacje

Przyktady i zastosowania

o Srodki: okregu wpisanego i okregéw dopisanych s3 same do
siebie izogonalnie sprzezone. S3 to jedyne takie punkty w
tréjkacie
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Wstepne informacje

Przyktady i zastosowania

o Srodki: okregu wpisanego i okregéw dopisanych s3 same do
siebie izogonalnie sprzezone. S3 to jedyne takie punkty w
tréjkacie

@ Srodek okregu opisanego i ortocentrum sg izogonalnie
sprzezone

@ Srodek ciezkosci i punkt przeciecia symedian sa izogonalnie
sprzezone

@ Punktem izogonalnie sprzeznym do punktu lezacego na
okregu jest punkt w nieskonczonosci
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Wstepne informacje

Tréjliée

o | — Srodek okregu
wpisanego o promieniu r
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Wstepne informacje

Tréjliée

o | — Srodek okregu
wpisanego o promieniu r

@ M — Srodek krétszego
tuku AB
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Wstepne informacje

Tréjliée

@ | — Srodek okregu
wpisanego o promieniu r

@ M — srodek krétszego
tuku AB

Wtedy
MA = Ml = MB
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Wstepne informacje

Uogdlnienie tréjliscia
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Uogdlnienie tréjliscia

e P, @ — punkty izogonalnie
sprzezone
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Wstepne informacje

Uogdlnienie tréjliscia

@ P, Q@ — punkty izogonalnie
sprzezone

@ O; — $rodek okregu
opisanego na APB
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Wstepne informacje

Uogdlnienie tréjliscia

e P, @ — punkty izogonalnie
sprzezone

@ O — $rodek okregu
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Wstepne informacje

Uogdlnienie tréjliscia

e P, @ — punkty izogonalnie
sprzezone

@ O — $rodek okregu
opisanego na APB

@ O, — Srodek okregu
opisanego na AQB

\‘ - v “ Wtedy O; i O, s3 inwersyjne
[ e "\ wzgledem okregu opisanego
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Twierdzenia Eulera
I ich uogdlnienia
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Okrag 9-ciu punktéw
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Okrag 9-ciu punktéw

C
@ O - $rodek okregu
opisanego
@ H — ortocentrum
6 ki
A B
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Okrag 9-ciu punktéw

@ O - $rodek okregu
opisanego

@ H — ortocentrum

o K,L, M — $rodki bokéw
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Okrag 9-ciu punktéw

O - $rodek okregu
opisanego

H — ortocentrum

K, L, M — srodki bokéw
D, E, F — spodki
wysokosci
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Okrag 9-ciu punktéw

O - $rodek okregu
opisanego

H — ortocentrum

K, L, M — $rodki bokéw
D, E, F — spodki
wysokosci

o U,V,W - érodki
odcinkéw AH, BH i CH
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Okrag 9-ciu punktéw

@ O - $rodek okregu
opisanego

H — ortocentrum

K, L, M — $rodki bokéw
D, E, F — spodki
wysokosci

U,V, W - érodki
odcinkéw AH, BH i CH
Wtedy K, L, M, D, E, F, U,
A Mo F B F, V leza na jednym okregu
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Uogdlniony okrag 9-punktéw

Twierdzenie

Punkty P i Q s3 izogonalnie sprzezone w tréjkacie ABC. Wéwczas
rzuty punktéw P i Q na boki tréjkata leza na jednym okregu,
ktérego Srodkiem jest Srodek odcinka PQ.
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Uogdlniony okrag 9-punktéw
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Uogdlniony okrag 9-punktéw

A B
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Szkic dowodu
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Szkic dowodu

@ o — rzuty punktéw P i
Q@ na boki
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Szkic dowodu

Py

@ o — rzuty punktéw P i
Q@ na boki

("] Pl, P2, P3 - obrazy
punktéow P i @
wzgledem bokéw
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Szkic dowodu

@ o — rzuty punktéw P i
Q@ na boki

e Py, P>, P3 — obrazy
punktéow P i @
wzgledem bokéw

Wtedy
o QP = QP> = QP
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Szkic dowodu

@ o — rzuty punktéw P i
Q® na boki

@ Pq, P>, P3 — obrazy
punktéw P i Q
wzgledem bokdéw

@ S —Srodek PQ

o (4 —rzut P na BC

Wtedy
@ QP = QP> = QP3
"] 5C1 = %QP;L
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Szkic dowodu

@ o — rzuty punktéw P i
@ na boki

@ P1, P>, P3 — obrazy
punktéw P i Q
wzgledem bokéw

@ S — $rodek PQ
@ (4 —rzut P na BC
o (G —rzut Q na BC

Witedy

@ QP = QP> = QP;3
° S =1QP =SG
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Szkic dowodu

@ o — rzuty punktéow P
i @ na boki

(] Pl, P2, P3 - obrazy
punktéw P i Q
wzgledem bokdw

@ S — d$rodek PQ

@ (4 —rzut P na BC

Wtedy
@ QP = QP> = QP3
] 5C1 == %Qpl

@ Rzuty leza na okregu
o Srodku w S
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Twierdzenie Eulera
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Twierdzenie Eulera

@ O - $rodek okregu
opisanego o promieniu R
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Twierdzenie Eulera

@ O - érodek okregu
opisanego o promieniu R

o | — Srodek okregu
wpisanego o promieniu r
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Twierdzenie Eulera

@ O - $rodek okregu
opisanego o promieniu R

o | — Srodek okregu
wpisanego o promieniu r

Wtedy
d?> = R?> — 2Rr
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

A B
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ O - $rodek okregu
opisanego o promieniu R

A B
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ O — Srodek okregu
opisanego o promieniu R

e P, @ — punkty izogonalnie
sprzezone

A

Dominik Burek Punkty izogonalnie sprzezone



Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ O - $rodek okregu
opisanego o promieniu R

@ P, Q - punkty izogonalnie
sprzezone

@ N - $rodek okregu
9-punktéw

A
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ O — $rodek okregu
opisanego o promieniu R

@ P, @ - punkty izogonalnie
sprzezone

o N — Srodek okregu
9-punktéw

@ S — Srodek odcinka PQ

Wtedy

OP-0Q =2R-NS
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ Jest to uogdlnienie, gdyz

OI-OI:OIZ:R2—2Rr:2R-(I;—r) =2R- M,
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ Jest to uogdlnienie, gdyz
R
Ol- 0l = 0> =R?>—2Rr =2R- (2—r> =2R- M,

gdzie w ostatnim kroku korzystamy z twierdzenia Feuerbacha

AT ’B
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia
@ Jest to uogdlnienie, gdyz
R
Ol- 0l = 0> =R?>—-2Rr =2R- <2—r> =2R - M,

gdzie w ostatnim kroku korzystamy z twierdzenia Feuerbacha

R
o NI =FeO—Fel=7 —r

;B
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ Dla $rodku okregu A-dopisanego /4 o promieniu R4 dostajemy
zwigzek

R
01,§:2R-N/A:2R-(2+RA) = R?+2R - Ra.
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ Dla $rodku okregu A-dopisanego /4 o promieniu R4 dostajemy
zwigzek
R
Ol =2R- Ny =2R- (2+RA> = R? 4+ 2R - Ry.

o

L4

A,
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

@ Dla srodku okregu A-dopisanego /4 o promieniu R4 dostajemy
zwiazek

R
0/3\:2R-N/A:2R.<2+RA) = R*+2R - Ra.

°

Ia
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Twierdzenia Eulera i ich uogdlnienia

Propozycja uogoélnienia

Ia

R
o NIy =—+ Ry
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Szkic dowodu

Szkic dowodu
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Szkic dowodu

Okrag Hagge'a
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Szkic dowodu

Okrag Hagge'a

@ P — dowolny punkt
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Szkic dowodu

Okrag Hagge'a

@ P — dowolny punkt

e A1, B1, (3 — przeciecia
AP, BP i CP z okregiem
opisanym
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Szkic dowodu

Okrag Hagge'a

@ P — dowolny punkt

@ Aj, By, (i — przeciecia
AP, BP i CP z okregiem
opisanym

e Ay, By, Co — obrazy
punktéow Az, By, G
wzgledem bokéw BC,
CAi AB
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Szkic dowodu

Okrag Hagge'a

@ P — dowolny punkt

e A;, By, (4 — przeciecia
AP, BP i CP z okregiem
opisanym

(] A2, Bg, C2 - obrazy
punktéw Ap, By, G
wzgledem bokéw BC,
CAi AB

@ H — ortocentrum
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Szkic dowodu

Okrag Hagge'a

@ P — dowolny punkt

e Ai, By, (4 — przeciecia
AP, BP i CP z okregiem
opisanym

e Ay, By, (5 — obrazy
punktéow A;, By, G
wzgledem bokéw BC,
CAi AB

@ H — ortocentrum

Wtedy punkty As, By, G, H
leza na jednym okregu
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Szkic dowodu

Wtasnosci

@ @ — punkt izogonalnie
sprzezony do P
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Szkic dowodu

Wtasnosci

@ @ — punkt izogonalnie
sprzezony do P

@ O - $rodek okregu
opisanego

o N — srodek okregu 9-ciu
punktéw
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Szkic dowodu

Wtasnosci

@ @ — punkt izogonalnie
sprzezony do P

@ O - érodek okregu
opisanego

o N — $rodek okregu 9-ciu
punktow

o W — obraz punkt Q
wzgledem N
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Szkic dowodu

Wtasnosci

@ @ — punkt izogonalnie
sprzezony do P

@ O — $rodek okregu
opisanego

o N — Srodek okregu 9-ciu
punktéw

@ W — obraz punkt @
wzgledem N

Wtedy W jest $rodkiem okre-
gu Hagge'a
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Szkic dowodu

Wtasnosci
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Szkic dowodu

Wtasnosci

@ Trojkaty A1 B1(Cy oraz
A> B>, s podobne.
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Szkic dowodu

Wtasnosci

o Tréjkaty A1B1C oraz
AxB, C, sa podobne

e Para (P, O) w trdjkacie
A1B;1 (i odpowiada
parze (P, W) w tréjkacie
A2B> G
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Szkic dowodu

Dowdd gtownego twierdzenia
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Szkic dowodu

Dowdd gtownego twierdzenia
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Szkic dowodu

Dowdd gtownego twierdzenia

sy WP _OP Rapc
2 2 RaBq
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Szkic dowodu

Dowdd gtownego twierdzenia

sy VP _OP Rapc, _ OP HW
2 2 Ramec 2 R
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Szkic dowodu

Dowdd gtownego twierdzenia

sy= WP _OP Rupc _ OP HW _OP-0Q

2 2 Ramc 2 R 2R




Szkic dowodu

Dziekuje za uwage!
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